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entonces, paracadaj, 1<j<n, se tiene que

Pero x,#0 yasi ” xj||2 #0 Enconsecuencia «, =0 paratodo)=1,2, ,n

Por lo tanto, el conjunto M es linealmente independiente

El reciproco del Teorema 12 no es clierto Existen conjuntos linealmente

independiente que no son ortogonales Por ejemplo, en el espacio R?

M={(10),(11)} es un conjunto linealmente independiente que no es ortogonal

Teorema 1.3: Sea X un espacio con producto interno Entonces, x Ly si y

solosi | x+ay|=|x-ay]| paratodo aeR

Demostracion:

=) Supongamos que x Ly, ysea a eR. Entonces

||x+(xy||2 = (X +ay, X+ ay)

(%, X) + (x,ay) + (ay, ) + (oy, ay)

(%, x) + o, y) + a{y;X) + (ax, ay)
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=[x +]ay]?®

=[x +a*]y|?

y
||x—ay||2 = (x - ay,x - ay)
= (%, x) - (x, ay) - (ay, x) + {ay, ay)
= (%, x) - a(x, y) — a(y, X} + (ox, ay)
=Ix[f +] ey
=Ix[ +o?y[f
Por lo tanto,

[x+ayf=[x-ay[f

<) Reciprocamente

[x+ay ||2 = (%, ) + (X, y) + a(y, X) + (ax, ay)

Ix = ay|" ={xx)-a(xy) - aly,x)+(ax, ay)
Como
|x+ayf =|x-ay[
para todo a €R, resulta que
o(x,¥) +afy,x) = - a(x,y) - a(y, X)
Luego,

20X, y) + 2y, x)=0 paratodo a eR
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Sia=1,
(x,y)+(y,x)=0
Luego,
(x,y)=0
Por lo tanto,
X.LYy.

Observacion: Recordemos que todos los espacios vectoriales mencionados

en este trabajo son reales

Teorema 1.4: Sea X un espacio con producto interno Entonces, x Ly si y solo

si |x+ay|2|x]| paratodo aeR

Demostracion:

=) Supongamos que x Ly, entonces para todo a R se tiene que

[x+ay ||2 = (x+ay, X +ay)

{
{
{

X, X)+(x, ay) + (ay, x) + (ay, ay)
= (%, x)+a(x, y)+afy, X) +{ax, ay)
=|x[ +]ay [
2| x|
Asi,

[x+ay|=|x|

para todo a eR
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<) Reciprocamente,

| x+ay [ =(xx)+(x ay)+(ay,x)+(ay,oy)
={xx)+2a(xy)+a*(y,y)
=[x +20{x.y)+ oy
Luego,
x+ay[f -Ix[ = a(2xy)+aly[)
de donde
a(2(xy)+afy[)20

para todo a €R.

Supongamos que (x,y) =0

e Si (x,y)>0,tomemosun ocR tal que

Iyl
Entonces,
2(x,y)+aly[>0 y a<0
de donde,

a(2(xy)+aly[)<o
Lo que es una contradiccidon

e Si (xy)<0,tomemosun aecR talque
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e Error de la mejor aproximacién (¢, Cémo calcular el error al aproximar la
distancia de M a x? o por lo menos (Cémo calcular una buena cota
superior para el error? )

e Calculo de la mejor aproximacion (,Cémo describir algunos algoritmos
Gtiles para el calculo de la mejor Aproximacion?)

e Continudad de la mejor aproximacion ((,Coémo varia la mejor

aproximacion como una funcién de x o de M?)

En este trabajo nos dedicaremos a resolver las tres primeras preguntas,

aunque en algunos casos resolveremos las seis preguntas planteadas

Presentamos ahora la definicion de la mejor aproximacion

Definicién 2.1: Sea (E, d) un espacio métrico, M un subconjunto no vacio de
Ey xeM Un elemento y,eM es llamado la mejor aproximacion (o
punto mas cercano) a x por elementos de M si
d(x,y,) = d(x,M) =inf {d(x,y) y €M}
El conjunto de todas las mejores aproximaciones a x por elementos de M se
denota por PB,(x) Asi,
Pu)={yeM d(x,y)=d(xM)}
Como veremos en el siguiente ejemplo, el conjunto P,(x) puede ser vacio (el

problema no tiene solucién), unitario (el problema tiene Unica solucién), o

Pu(x) puede poseer varios elementos
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Ejemplo 2.1: En el conjunto R? con la métrica usual (euclidiana) tomemos
M, ={(x0)eR* 0<x<1}
M, ={(x,0)eR* 0 <x <1}
M, ={(xy)eR? X*+(y—-1? =1}

Entonces,

Pu,((0.0)=¢, d (0,1, M,)=1

x(0, 1)

M,

Pw,((0,1))=(10), d(©,n,M,)=1

x(0, 1)

M,
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P, ((0,D)=M,, d((0,1),M,)=1

x[0,1)

Observacion: Cuando el conjunto P,(x) es unitano, por razones de

simplicidad, escribimos y, = P,(x), en lugar de {yo}z Pu(x)

Teorema 2.1: Sea (E, d) un espacio métrico, M un subconjunto no vacio de E
y xeE Entonces existe una sucesion {y,}., de elementos de M tal que

Im d(x,y,)=d(xM)

Ala sucesion {y,} . se le llama una sucesién minimizante para x en M

Demostracion:

Denotemos
&=d(x,M)=inf{d(x,y) yeM}
Sea n €N, entonces por las propiedades del infimo existe un y, e M tal que

85d(x,yn)<8+%

Luego,

lelm d(x,y,)<d
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0 sea que

rI‘|m d(x,y,) =38 =d(x,M)

Asipues {y,}, es una sucesion minimizante para x en M

A continuacion probaremos un teorema de existencia de la Mejor

Aproximacién para conjuntos compactos.

Teorema 2.2: Sea (E, d) un espacio métrico, M un subconjunto compacto no

vaciode E y xeE Entonces, P,(x) = ¢
Demostracion:
Por el Teorema 2 1, existe una sucesién {y,}" de elementos de M tal que

Imd(x,y,)=d(x,M).
Como M es compacto, la sucesion {y,}, posee una subsucesion
convergente { ynk}ﬁ=1 enM Sea y,eM talque
Imy, =y,
entonces, por la continuidad de la métnca,

d(x,¥,) = Imd(xy, ) =d(x,M)

Poriotanto, y, eP,(x) vy Py(x)#¢.

Finalizaremos esta seccion puntualizando que si (E, d) es un espacio métrico y

x € E, entonces todo subconunto no vacio M de E define una funcién
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multivaluada Py de E en el conunto P(E) de partes de E S1 P,(x) es un

conjunto unitario, para todo x € E, entonces Py define una funcién univaluada
Pn EoM

X = By, (x)

donde P,,(x) es la mejor aproximacién a x por elementos de M

2.2 La Mejor Aproximacion en Espacios Normados.

En esta seccion presentaremos un teorema de existencia de la mejor
aproximacion para subespacios de dimension finita en un espacio normado
Recordemos que todos los espacios vectoriales considerados en este trabajo

son reales

Teorema 2.3: Sea X un espacio normado y M un subespacio de dimension

finta de X. Entonces, paratodo x e X, P,(x) # ¢

Demostracion:

Sea xe X y consideremos la bola cerrada de M
B ={yeM|y|<2x]}
Como O e §x, se tiene que
d(x,§x)=|nf{|]x—z|| Zeﬁx}s"x"

Ahora bien, st yeM-B, , entonces ly[>2|x| . masain
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[x=ylz]yl-]x|
>2| x| -] x|
=Ix]
>d(x,B,)
Por consiguiente,
d(x,B,) = d(x,M)
o sea que
Pu(X) =P; (%)
Ahora bien, M es un subespacio de dimensién finita y §x es un subconjunto

cerrado y acotado de M Por lo tanto, §x es un subconjunto compacto de M

Asi, §x es un subconjunto compacto de X Luego por el Teorema 2 2,

P; (x)# ¢ Dedonde, Py(x)=¢

Ejemplo 2.2: Sea X =6 ([a,b], R) el espacio normado de las funciones

continuas x - [a, b]J—> R, conlanorma

[ x[/=sup | x(t)|=max |xt)]

tefab
Consideremos las funciones 1, t, t3,---,t" y M=[1,t, £ ,t"] el subespacio

de X generado por estas funciones



57
Como M es un subespacio de dimensién finita de X, por el Teorema 2 3

Pu(x) # ¢ para todo x € X, es decir, existe un polinomio p,(t) = Za.t“ de grado
1=0

a lo sumo igual a n tal que

x(t) - i ot

| x=pa | <max smax | x®) -y

paratodo yeM

Una pregunta natural es si la hipétesis de que M es de dimension finita en el
Teorema 2 3 es necesaria La respuesta a esta pregunta la presentamos en el

siguiente ejemplo

Ejemplo 2.3: Sea X=6 ([0, 1], R)con lanorma

Jx]=mmy | x|

Sea M el conjunto de todos los polinomios definidos sobre el intervalo [0,%

Es claro que M es un subespacio de dimensién infinita de X
Consideremos la funcién
x [0, - R
1
x(t)=—
(t) r
Esclaroque xe X vy

xt)= 3t

o sea que la sucesion {x,}=, de elementos de M, definida por
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x(=3t
1=0
converge ax en X, o sea
im | x-x,[=0

N—

Por lo tanto,

d(x,M)=0
Si y, € Py(x), entonces | x-y, =0, osea que x=y,eM Pero esto es una

contradiccion, ya que x no es un polinomio Asi, P,(x)=¢

Por consiguiente, la hipétesis en el Teorema 2 3 de que M es de dimensién
finita es necesaria

Si bien es cierto que el Teorema 2 3 nos resuelve la pregunta sobre la
existencia de la mejor aproximacion para subespacios de dimension finita de un
espacio normado, este no nos ofrece ninguna informacién acerca de la

unicidad de la mejor aproximacion En el siguiente ejemplo mostraremos
que bajo las condiciones del Teorema 2 3 se puede tener que P,(x) es un

conjunto infinito

Ejemplo 2.4: Sea X =R? con lanorma |- | , definida por

[@b)]:=]a|+|b]
Consideremos el subespacio M de X definido por

M={(@ab)eR?.a=b|
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y sea x=(1-1)eR?

Sea y=(ab)eM,entonces a=b y
| x-y|=](-a-1-b)],

=|1-a|+|1+b|
=|1-a|+|1+a]|
>|(1-a)+(1+a)|
=2

Por lo tanto,
d(x,M)>2

Por otro lado, como (0,0) e M, se tiene que

d(x,M) <[ (1-1)-(0,0)|, =|1|+[1| =2

Por consiguiente, d(x,M)=2.
Tomemos ahora y=(a,a)eM con -1<ac<1, entonces
[x-y],=|1-al+|1+a]
=1-a+1+a
=2
Por lo tanto,
{(aa)eR?. -1<a<1}cP,((1-1))
Mas precisamente,
P.((1-1)=1{(aa)eR? -1<a<1}

el cual es un conjunto Infinito
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Teorema 2.4: Sea X un espacio normado, M un subespaciode X y xe X
Si1 P,(x) = ¢, entonces P,,(x) es un conjunto convexo
Demostracion:

Seay,,y,ePyx) y Ae[0/1], entonces
[x=yi = x-y. [=d0xM
luego, Ay, +(1-1)y,eM y
[ x=[2y,+(1-2)y.]] = x-2y, - (A-A)y, |
=] x+Ax-Ax-1y,—(1-1)y, |
= x-1y, )+(1-2)x-(1-1)y, |
= Ax=y,)+(1-2)(x~y,)|

<A x=y, [+(1-2)] x-y.|

=Ad(x,M)+(1-2)d(x,M)

=d(xM)
Por lo tanto,
d(x,M)<|x-[ry,+(1-1) y,]| < d(x,M)
Asi pues,
| x=[ys +(-A)y.] | = d(x M)
y

Ay, +(1_A')Y2 € Pu(x)

Por consiguiente, P,,(x) es convexo
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Observaciones:
1 El Teorema 2 4 también es verdadero si M es solamente un subconjunto no
vacio y convexo de X
2 Si1 M es un subespacio del espacio normado X, xe X y vy,,y, €Py(x),
entonces por el Teorema 2 4
[v:,¥. | PsONB (x.d(x, M) c MN B (x,d(x,M))
donde

[vi.y. |={ay, +(1-0)y, .2 [0,1]}

B(xd(xM))={zeX |x-z|<d(xM)}

Mas precisamente,
[y.y. JeMNS(xd(xM))

donde,

S(xd(x,M))={zeX"|x-z|=d(xM)}
o sea que el segmento [y,,yz] pertenece a la frontera de la bola cerrada
B(x,d(x,M))
3 Es claro que la frontera de la bola cerrada B(x,d(x,M)) contiene un
segmento [y1 A ] s1 y solo s, la frontera de la bola unitaria cerrada contiene

un segmento Asi, s1 queremos unicidad en el problema de la mejor
aproximacion, debemos excluir las normas cuya frontera de la bola unitara

cerrada contenga un segmento [z,,z, ]



62

Definicion 2.2: Sea X un espacio vectorial y |-| una norma sobre X
La norma || es estrictamente convexa s para todo
x,yeS(0,1)={zeX:|z|=1}, x#y, seteneque

|x+y|<2.

Al espacio (X 5 ||) se le llama espacio normado estrictamente convexo.

En el sigulente teorema presentamos un resultado sobre la unicidad de la

mejor aproximacion para subespacios de un espacto normado

Teorema 2.5: Sea X un espacio normado estrictamente convexo y M un
subespacio de X Entonces P,(x) posee a lo sumo un elemento, para todo

xeX
Demostracion:

Supongamos que existe un x € X tal que PB,(x) posee méas de un elemento, y
sea Yy,,Y,€Py(x), y,#y, PorelTeorema2 4,

[y:.y: [={ay; +(1-1)y, re[01]}cPyx)
Por la observacién anterior, existen z,, z, € X tales que

|z =1 lz|=1. z =z,

[2,.2,)e8(0.1)={ze X | 2| =1}
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Sea

1 1

W=EZ1+§ZZE[Z1,ZZ]

entonces, como X es estrictamente convexo, se tiene que
1 1
[wi=Zlz+z.|<5@=1

Pero esto contradice el hecho de que weS(0,1) Por consiguiente, P, (x)

posee a lo sumo un elemento, paratodo x e X

Observaciones:
1 El Teorema 2 5 también es verdadero si M es un subconjunto no vacio y

convexo de X

2 El espacio normado (R? ||||1) del Ejemplo 2 4 no es estrictamente

convexo, ya que PM( (1-1) ) contiene infinitos elementos
3 Todos los espacios euchdianos, R" (norma usual) son espacios normados

estrictamente convexos.

Teorema 2.6: Todo espacio con producto interno es estrictamente convexo; o
sea que las normas que provienen de un producto interno son estrictamente
convexas

Demostracion:

Sea x,ye X, x=y,tales que | x|=]y|=1
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Denotemos
a=|x-y]
entonces, a>0

Por la ley del paralelogramo tenemos que
bery [P =Ax-y 2 [Ixf 1y I
=-a’+2(1+1) <4
Por lo tanto,
[x+y[<2

y X es estrictamente convexo
2.3 La Mejor Aproximacion en Espacios con Producto Interno.

Iniclaremos esta seccibn con un resultado de unicidad de la mejor
aproximacion para subconjuntos convexos en un espacio con producto

interno

Teorema 2.7: Sea X un espacio con producto interno y M un subconjunto
convexo de X Entonces P,,(x) posee a lo sumo un elemento, paratodo x € X
Demostracion:

Como por el Teorema 26, X es un espacio estrictamente convexo, por el

Teorema 2 5 y su observacion (1), se tiene que P,(x) posee a lo sumo un

elemento, para todo x € X
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A continuacion presentaremos un resultado de existencia de la mejor
aproximacion para subconjuntos convexos y completos de un espacio con

producto interno

Teorema 2.8: Sea X un espacio con producto internoy M un subconjunto

no vacio, convexo y completo de X. Entonces, P,(x)= ¢, para todo x € X
Demostracion:

Sea xe X Entonces, por el Teorema 2 1, existe una sucesion {y,, }:=1 de
elementos de M tal que
im [ x-y, |=d(xM)
Por la ley del paralelogramo se tiene que
[¥o =Yoo I = (=¥ )= (x=y,)[f

—2[Jx=yo [+ %=y, -1 2¢- 4 +v0)
SEREH
2 Ym 5 Yo

Como M es convexo, %ym + % Y, €M, porlo tanto

2

=2 x-y,f +]x-y, []-4

0<|y,-¥nl|® s2[l|x—ym 1Z+]x-ya| ]—4[«:|(x,|v|)]2

Por consiguiente,

im |y, =Y. |=0

nm-»w

y {v.}o, esunasucesién de Cauchy en M Como M es completo, existe un
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y € M tal que
Imy, =y
Por lo tanto,
[x=yl=tm]x-y,|=dxM
Asi,

y € Py(x) y Pux)=¢

Corolario 2.2: Sea X un espacio con producto interno y M un subconjunto no

vacio, convexo y completo de X Entonces P,,(x), es un conjunto unitario, para

todo xe X
Demostracion:

Esto es una consecuencia inmediata de los Teoremas 27y 2 8

Observaciones:

1 En base al Corolario 2 2, para todo subconjunto no vacio, convexo y
completo de un espacio con producto interno X, se puede definir una
funciéon

Ph X>M
X = Py(x)
donde P,,(x) es la Ginica mejor aproximacion a x por elementos de M

Posteriormente estudiaremos en detalles las propiedades de esta funcién,

cuando M es un subespacio de X
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2. Un caso particular del Corolario 2.2 es cuando M es un subespacio
completo de X, o cuando M es un subespacio cerrado de X y X es

completo

Teorema 2.9: Sea X un espacio con producto interno y M un subespacio

completo de X Entonces

X —Py(x) LM
para todo xe X
Demostracion:
Sea x € X y denotemos

Z =x-Py(x)

Supongamos que z ¢ M+, entonces existe un y,eM, y, =0 tal que

B=(zy,)# 0

Sea

a=

B
2
Iy |

entonces, ay,eM vy
"Z‘“QY1 "2 =<Z_aY1 ) Z_ay1>

=|z[f-2a(zy)+o* |y [

2 2B B2 2
“|zf -2 v
I Iwl

2
“Jf -2

Iy:
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~[dexm ] -E

v
<[d(xm]?
Por lo tanto,
"z—ay, | < d(x,M)
de donde,
| x=Pu(x)-ay, | <d(x,M)
y

| x=(Pu(x)+ay, )| <d(xM)
con P,(x) +ay, €M Lo que es una contradiccion

Asipues, x-P,(x)eM?*, osea, x-P,(x)LM

2.4 La Mejor Aproximacion y Las Proyecciones Ortogonales.

Los operadores proyeccion de interés en los espacios con producto interno son
aquellos que estan relacionados con el concepto de ortogonalidad En esta
secciéon estudiaremos estos operadores y los relacionaremos con el concepto

de mejor aproximacion

Definicion 2.3: Sea X un espacio con producto interno y P X— X un

operador proyeccton (algebraico). P es una proyeccion ortogonal si

N(P) LIm(P)
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En el siguiente teorema presentaremos una caracterizacion de las

proyecciones ortogonales

Teorema 2.10: Sea X un, espacio con producto interno y P*X — X un
operador proyecciéon P es una proyeccion ortogonal si y solo si
(Px,y)=(x,Py)
para todo x,y e X
Demostracion:
:>] Supongamos que P es una,K proyeccion ortogonal, entonces
N(P) LIm(P) Ademas, por el Teorema 1.12
X=Im(P)®N(P)

Sean x,y € X, entonces existen m,m'elm(P) y n,n'eN(P) tales que

X=m+n , y=m4n', P(xX)=m , P(y)=m'
Luego,
(P 00.y) = (m,msn) = (m,m)
(%P(y)) = {m+n,m) = {m,m)
Por lo tanto,

(P(x),y)=(x,P(y)) paratodo x,ye X

<] Reciprocamente, supongamos que

(P(x),y)=(xP(y))



70

para todo x,ye X. Sean xelm(P), yeN(P), entonces P(x)=x vy

P(y)=0. Por o tanto,
(xy)=(P(x).y)=(xP(y))=0

Por consiguiente, N(P)L Im(P) y P es una proyeccién ortogonal

Teorema 2.11: Sea X un espacio con producto interno y P X-— X una
proyeccion ortogonal Entonces P es un operado lineal acotado (o sea que P es

un operador proyecccién topologico) Ademas, si P =0, entonces ||P||=1

Demostracion:

Sea x e X =Im(P)®N(P), entonces existen meIm(P), neN(P) tales que
x=m+n, P(x)=m y (P(x),n)=0.
Luego por el Teorema de Pitagoras
[xI" =1Pe+nf =|POO [ +n|f

Por lo tanto,

[PeO| <] x]
paratodo xe X y P es un operador lineal acotado y ||P|<1
Por otro lado, como para todo x e Im(P),

[PeO =] x]

setiene que |P|=1, st P=0
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Corolario 2.3: Sea X un espacio con producto interno' y P X — X una

proyeccion ortogonal Entonces N(P) y Im(P) son subespacios cerrados de
X

Demostracion:

Por el Teorema 2 11, P es un operador lineal acotado Por lo tanto, I-P es un
operador lineal acotado. Luego N(P) y Im(P) = N(I-P) son subespacios

cerrados de X

Ahora utlizaremos los resultados de la mejor aproximacién para probar un

teorema sobre suma directa

Teorema 2.12: Sea X un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de X

Entonces

X=MeM
Demostracion:
Por el Corolario 2 2, para todo x € X existe un unico P,(x) M tal que

| x=Py(x) | = d(x,M)
y por el Teorema2 9, x-P,(x)eM" Asipues,
X = Py(x) + (X ~Py(x) )

con P,(x)eM, x-PR,(x)eM" Porlo tanto,

X=M+M*
Pero como

MNM ={0},
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se tiene que

X=M&M"

Observacion: Del Teorema 2 12 se tiene que si X es un espacio de Hilberty M
es un subespacio cerrado de X, entonces para todo x € X,

X =Py(x)+z
con P,(x) la mejor aproximacion a x por elementos de M y ze M* Luego, por

el Teorema 1 12 (b), la funcién
P X->M

x = Py (x)
es un operador proyeccion Ademas, como
N(P,)=M" y Im(R,)=M
se tiene que P,, es una proyeccion ortogonal
Por lo tanto, por el Teorema 211, P,, es un operador lineal acotado y

[Paf=1 st M={0}

Corolario 2.4 Sea X un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de X
Entonces M' es el nacleo N(P) de alguna proyeccion ortogonal P X — X,
con M =Im(P)
Demostracion:
Porlos Teorema 2 11 y 2 12 y la observacion anterior, se tiene que

Ps XX

X — Py(x)
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donde P,(x) es la mejor aproximacibn a x_por elementos de M, es una
proyeccion ortogonal y

N(P)=M* y  Im(P)=M

Teorema 2.13: Sea X un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de X
Entonces

M=M-
Demostracion:

Como M c M, sélo debemos probar la otra inclusién En efecto, sea x e M-

Entonces por el Teorema 2 12
x=P,(x)+z , P,(x)eM, zeM*
Luego
Z =x-Py,(x)eM*

Por lo tanto,

zeM NM™ ={0}
Asi, z=0 y x=P,(x)eM
Por consiguiente,

M~cM  y  M=M-

Teorema 2.14: Sea X un espacio de Hilbert y K un subconjunto no vacio de

X Entonces, [K]=X siysolosi K:={0}



74

Demostracion:

Recordemos que

k*=[K]* =([K])’
Sea M=[?] Entonces M es un subespacio cerrado de X Luego por el

Teorema 2 12

X=Mo&M*
Por lo tanto,
M=X si y solosi M"={0}
o sea |
[K]=X siy soosi (K])'={0}
Asi pues,

[K]=X siy solosi K'={0}

Finalizaremos esta seccién con una importante caractenzacién del nucleo de

una proyeccion ortogonal en un espacio de Hilbert

Teorema 2.15: Sea X un espacio de Hilbert y P X — X una proyeccion
ortogonal Entonces,
N(P)=(Im(P))*, Im (P)=(N(P))*
Demostracion:
Como P es una proyeccion ortogonal, por el Teorema 1 12 (a),

X=Im(P)®N(P) y N(P)Lim(P)
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Por lo tanto,
N(P) < (Im(P))*

Reciprocamente, sea xe(Im(P))* Entonces, existen aelm(P), beN(P)

tal que
x=a+b
de donde
a=x-be(Im(P))*
Por lo tanto,
aelm(P)N(Im(P))* ={0}
de donde
a=0 y x=beN(P)
Asi pues,
(Im(P))* =N(P)
¥

N(P)=(Im(P))*

Finalmente, como por el Corolario 23 N(P) y Im(P) son subespacios

cerrados de X, por el Teorema 2 13 se tiene que

(N(P))*=(Im(P))**=Im(P)
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2.5 Conjuntos Proximales y Conjuntos de Chebyshev.

Recordemos de la Seccion 2 1, que si X es un espacio con producto interno y
K es un subconunto no vacio de X, entonces se puede definir una funcién

multivaluada

Pu X @(x)
x> P(x)={yeK |x-y|=d(xK)}

llamada la proyeccion métrica sobre K P (x) es el conjunto de todas las

mejores aproximaciones a x por elementos de K (P, (x) puede ser vacio)

A continuacion presentamos algunas propiedades de la funcién distancia y la

proyeccion métrica

Teorema 2.16: Sea X un espacio con producto interno y K un subconjunto
no vacio de X Entonces

a) d(x+y,K+y)=d(x,K), paratodo x,y € X

b) Px.,(x+y)=PF(x)+y, paratodo x,y e X, si los conjuntos en consideracion
son no vacios

¢) d(ax,aK)=|a|d(xK), paratodo xeX y aeR

d) Py(ax)=aP(x), para todo xeX y a €R, si los conjuntos en

consideracién son no vacios
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Demostracion:

A

a) Paratodo x,ye X,
d(x+y,K+y):lnf{||(x+y)—z|| Z€K+Y}
=inf{| (x+y)-(u+y)|.ueK}
=mf {|x-u| uek}
=d(x,K)

b) Sean x,y e K Entonces por (a) se tiene que

Yo €Pey(X+Y) @y, €Kty ¥y [(x+y)-y,|=d(x+y.K+y)
S Yo-yeK y [x=(y,~y)|=d(xK)
<Y, -y eP(x)
<Y, €Pc(x)+y
Por lo tanto,
Pe.y(x+y) =Pc(x)+y
c) Paratodo xe X, ace€R,
d(ox, oK) =nf {|ax-z|.z e aK }
=inf {|ox-oau| uekK}
=|a|inf{|x-uf.ueKk}

=|a|d(xK)

d) Sea xe X, aeR,

e Sia=0,entonces como P, (ax)# ¢, P (x)=¢,

P.«(0x) = aPy(x) = {0}
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e Supongamos que a # 0 Entonces por (c),
Yo €Py(ox) @y, eaK y [ox-y,|=d(ax aK)
1
==Y, eK y [ox-y|=|a|d(xK)

1 1
o —y,eK y —|oax-y,|=d(xK)
o o]

=d(xK)

alvoeK y x—lyo
a s o

<:>lyo € P(x)
o

& Yo € aFy(x)

Por lo tanto,

Pk (X) = a P (x)

Corolario 2.5: Sea X un espacio con producto interno y K un subespacio de

X Entonces,

a) d(x+y,K)=d(x,K), paratodo xe X, yeK

b) P(x+y)=P(x)+y, para todo xe X, yeK, si los conjuntos en
consideracion son no vacios

¢) d(ax,K)=|a|d(xK), paratodo xeX y aeR
d) PK(ocx)=aI5K(x), para todo xeX vy aecR, si los conjuntos en

consideracion son no vacios
Demostracion:

Es una consecuencia inmediata del Teorema 2 16
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Definicion 2.4: Sea X un espacio con producto interno y K un subconjunto no

vacio de X K es un conjunto proximal si P (x) # ¢, para todo x € X

Definicién 2.5: Sea X un espacio con producto interno y K un subconjunto no

vacio de X K es un conjunto de Chebyshev si P, (x) es un conjunto unitario,

para todo x e X

Observaciones:

1 Todo conjunto de Chebyshev es proximal Pero la reciproca no es cierta En

efecto, consideremos a R? con la métrica usual y

K={(xy)e R?. x2+y?*=1}

Para todo (x,y)eR? , (x,y)#(0,0) , el conunto P((x,y)) es un
conjunto unitario Sin embargo

P.((0,0))=K.
Por lo tanto, K es un conjunto proximal (ver Teorema 2 2) pero no es
Chebyéhev
Los subconjuntos no vacios, convexos y completos de un espacio con '
producto interno son conjuntos de Chebyshev (ver Corolario 2 2)
Los subconjuntos no vacios, convexos y cerrados (y por ende los conos
convexos cerrados) de un espacio de Hilbert son conjuntos de Chebyshev
Los subespacios cerrados en un espacio de Hilbert son conjuntos de

Chebyshev
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5 Si K es un subconunto no vacio, convexo y proximal del espacio con
producto Interno X, entonces K es un conunto de Chebyshev (ver

Observacién (1) del Teorema 2 5)

Teorema 2.17: Sea X un espacio con producto interno y K un subconjunto
no vacio de X
a) Kes proximal si y solo si, K + y es proximal para algin y e X
b) K es proximal si y solo si, a K es proximal para algin o € R- { 0 }
c) Kes de Chebyshev si y solo si, K +y es de Chebyshev para algin y e X
d) K es de Chebyshev si y solo si, oK es de Chebyshev para algan
o eR- { 0 }
Demostracion:
a) Por (b) de Teorema 2.16 se tiene que
K es proximal < P (x) # ¢, para todo xe X
<> P(x)+y=¢ para todo xe X y algin ye X
< P (x+y)#¢ para todo xe X y algin ye X
<P, (X)#¢ para todo xe X y algun ye X
< K+y es proximal para algun ye X

De 1gual forma se prueba (b), (c) y (d), usando (b) y (d) del Teorema 2 16

Teorema 2.18: Sea X un espacio con producto interno y K un subconjunto

no vacio de X Si K es proximal, entonces K es cerrado
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Demostracion.

Supongamos que K no es cerrado, entonces’ existe un x e X y una sucesién

{x,}°., deelementos de K tal que

n=1

Imx,=x y x¢K

N—w

luego,

0 <d(xK)=<d(x,x,) ——=—0
Por lo tanto,
d(x,K)=0
Por otro lado, como x¢K, se tiene que d(x,y)>0 paratodo yeK Esto
implica que P.(x)=¢, lo que contradice el hecho de que K es un subconjunto

proximal Por consiguiente, K es un subconjunto cerrado de X

Observacion: La reciproca del Teorema 2.18 es falsa, como lo muestra el

siguiente ejemplo

Ejemplo 2.5: Consideremos el espacio X =G ([-1,1], R) con el producto

interno
(xy)= [x(t)y(tydt

Sea

K={X€X ]x(t)dt=0}
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Por la linealidad de la integral, se tiene que K es un subespacio de X
Probaremos que K es un subespacio cerrado de X En efecto, sea {x, |-, una
sucesi6n de elementos de K y supongamos que

Imx,=x y xeX
N—c

Entonces,

]'x(t) dt‘ = ]x(t) dt- ]'x,,(t) dt‘

< ]| X(t) - x,(t) | dt

< 1'ﬂ X(t) — x,(t) | dt

Por la desigualdad de Schwarz se tiene que

1 1
2

1 1 5| 1
fxtyat | < { JIx-x, 0 dt]z [ at }
0 -1 2 ]
<V2|x-x, |
pero como
im | x-x, | =0
se tiene que
1
[ x(tydt|=0
0
Asi,

1
jx(t)dt=0 y xeK
0
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Lo que implica que K es un subespacio cerrado de X
Consideremos ahora el elemento X € X definido por
x.[-1,1]->R
x(t)=1
Luego, para cada y € K se tiene que

1

[x=y[ = [Ixt)-yet) et

-1

= [|1-y® [dt+ [|1-y) [t
= I|1—y(t)|zdt+_[[1—2Y(t)+(Y(t))z] dt

= [|1-y[*dt+1+ [(y(t) F ot
>1

y se obtiene la igualdad si

1 s1 -1<t<0
y(t)=
0 st O<tx1

Pero ningin elemento y e K satisface esta condicién

Por consiguiente,
d(xK)21 'y [x-y|>1

para todo yeK
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Por otro lado, para cada €, 0 <g <1 definamos el elemento y, e K por

y. [F1.1]-R

yg(t)=<—1 si —-g<t<0
€

| 0 sl 0<t<1

Luego,

1
[x=y. " = [I1-v.00]" ot
-1
] t 2 1
= I(1+~J dt+Idt
-€ € 0

0 20 10
- _[dt+;_[tdt+8—2 _[tzdt+1

Por consiguiente,

d(xK)<|x-y, ||=,/1+§

d(x,K)<1

paratodo g, O0<ge<l vy

Asi pues,
d(x,K)=1 y ||x—y||>1

para todo y e K
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De donde,
Pc(x)=¢

Esto prueba que K es un subespacio cerrado de X que no es proximal.

Una consecuencia Inmediata del Ejemplo 25 es que el espacio

X=6([-1,1],R) con el producto interno definido por

(xy)= [x@®y(t)dt

no es completo (0 sea que X no es un espacio de Hilbert) ya que posee un
subespacio cerrado que no es de Chebyshev (ver Observaciéon (4) posterior a

la Definicién 2 5)
2.6. La Mejor Aproximacion y Compacidad.

En esta seccidon introduciremos dos definiciones de compacidad, usando el
concepto de mejor aproximacion, y las compararemos con la definicion de
comgacidad usual

Las nociones de compacidad presentadas en esta seccidn seran definidas
sobre espacios con producto interno reales, aunque ellas pueden ser

presentadas en espacios normados reales

Definicidon 2.6: Sea X un espacio con producto interno y K un subconjunto no

vacio de X K es aproximativamente compacto si cada sucesiéon minimizante
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de K posee una subsucesion convergente en K Es decirr, st XeX y {y.}°,

es una sucesion en K tal que

im | x -y, | =d(xK)

n—>o0

entonces, {y,}, posee una subsucesién convergente en K

Observacion: Por el Teorema 2 1 para todo subconjunto no vacio K de un

espacio con producto Interno X y xe X, existe una sucesién minimizante

{y.}>, parax Mas aun, {y,}", es una sucesion acotada, ya que

[yal <[¥a=x[+] x| ——d(xK)+] x|

Teorema 2.19: Sea X un espacio con producto interno y K un subconjunto no
vacio de X. Si K es aproximativamente compacto, entonces K es proximal

Demostracion:

Sea xe X Entonces por el Teorema 2.1, existe una sucesion {y }°. de

n=1

elementos de K tal que
tm |-y, = d(x.K)
oseaque {y,}°. esuna sucesidn minimizante para x
Como K es aproximativamente compacto, la sucesién {y,}", posee una
subsucesion convergente { Yo }; ,digamos a yeK

Luego,

=hm|x-y,|=d(xK).

N

||\x—y |=hm || X— Yo

K—><0
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Por lo tanto, yeP(x) De donde, P((x)=¢ paratodo xe X, lo que implica

que K es proximal.

La reciproca del Teorema 2.19 no es verdadera, como lo muestra el siguiente

ejemplo

Ejemplo 2.6: Consideremos el espacio de las sucesiones

X = rz={ I, 3o ke }
n=1
con el producto interno definido por

(oo yalrr) = anyn

Definamos el conjunto K como sigue
K={x={xJr et |x]=1}

Probaremos que K es proximal En efecto, para 0 €/, se tiene que
d(0,K) =inf{|0-y| yeK}

=inf{]y| yeK}

=1
Ademas,
Jo-y|=]y]=1

para todo yeK Porlo tanto, P (0)=K

Sea xef; , x#0, entonces

X
—eK
x|
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= [x1-1]

X |H1__1_
| x| | x|

Por otro lado, paratodo yeK con y#+ X ,

%]

[x=y " =(x-y.x-y)
=[x|"-2(xy)+1

luego, como {x,y} es linealmente independiente,

Ix=y|=1x]"-2(xy)+1
> Ix|*-2(xy)l+1
>y 1% 17 -2] x| +1
= (Ix|-1)
=|x]-1]

o X
| x|

)l

=[ [ x]+1]

Ademas,

X+
[ x|

-Ix]+

2| x]-1]
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Asi pues,

x—”xinn = d(x,K)

PK(x>={ﬁ}

y K es un subconjunto proximal de £,

Por consiguiente,

Probaremos que K no es aproximativamente compacto En efecto, sea {e,}
la sucesion en K definida por
e,=(100, --)

e,=(0,10,-)

Note que
d(O,K)=1=||en ||=1,
para todo n

Por consiguiente,

Iim |0-e,|=1=d(0,K)

N—w

y {e.,)., es una sucesibn mnimizante para 0 Sin embargo, la sucesion
{e,}°, no posee subsucesion convergente, ya que
le.—en]=+2

para todo n=m. Asi pues, K no es aproximativamente compacto
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Teorema 2.20: Sea X un espacio con producto interno y K un subconjunto
no vacio, convexo y completo de X Entonces K es aproximativamente
compacto.

Demostracion:

SeaxeX y {y,,}:=1 una sucesion en K, minimizante para x, entonces

m | x-y,| =d(xK).

n—owo

Luego, por la ley del paralelogramo
" Yo — Ym”2 = " (X - Ym)_(x _Yn)||2
=2{]x=ya +]x =y ] (x=ya)+ (x=yo)[

=2 x=yal +I %=yl |- 2= (¥n - y)[

=2|| x-yal +]|x-va[ |-4

Como K es convexo,

> d(xK)

2 m 2 YI'I
Por lo tanto,

0] Yo —Ynl’ 2[[ X=Yolf +] x-va |-4d(xK)

| Yo = Yoo| —555—0

De lo anterior se tiene que {y,}-, es una sucesién de Cauchy en K Como K

es completo, {y,}", es convergente en K

Asi pues, K es aproximativamente compacto
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Observacion: Todo conjunto compacto es aproximativamente compacto Sin
embargo, la reciproca no es clerta, ya que en un espacio de Hilbert X de

dimensién infinita, el conjunto
K=B(01)={xeX |x|<1}

no es compacto, pero si es aproximativamente compacto ya que K es convexo

y completo (ver Teorema 2.20).

Definicion 2.7: Sea X un espacio con producto interno y K un subconjunto no
vacio de X K es acotadamente compacto s toda sucesion acotada de

elementos de K posee una subsucesién convergente

Observacion: Todo conjunto compacto es, obviamente, acotadamente
compacto Sin embargo, la reciproca no es cierta, ya que el conjunto de los
nameros reales R con el producto interno usual (métrica usual) no es
compacto, pero si acotadamente compacto (propiedad de Bolzano -

Welerstrass)

Teorema 2.21 Sea X un espacio con producto interno y K un subconjunto no
vacio de X. Si K es acotadamente compacto, entonces K es
aproximativamente compacto

Demostracion:

Sea xeK y sea {y,J°, una sucesion en K minimizante para x Luego,

{y.}>, es una sucesi6n acotada de K Como K es acotadamente compacto,
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{y,,};':’=1 posee una subsucesion convergente en K Por consiguiente, K es

aproximativamente compacto

La reciproca del Teorema 2.21 es falsa, como lo muestra el siguiente ejemplo

Ejemplo 2.7: Consideremos el espacio de las sucesiones

X =[2={{xn}:=1 ixﬁ <°°}
n=1

con producto interno definido por

(Bl k) = 3o

K=B(01)={yef2 |y|<1}

Como K es convexo y completo, por el Teorema 2 20, K es aproximativamente
compacto. Por otro lado, la sucesién {e,}”, definida en el Ejemplo 2 6, es una

sucesion acotada de K, la cual no posee subsucesion convergente Esto

implica que K no es acotadamente compacto

Los resultados anteriores se pueden sintetizar en el siguiente diagrama

=
K es compacto K es acotadamente compacto
&
U #
K es aproximativamente compacto

U #

K es proximal



93

Teorema 2.22: Sea X un espacio con producto internoy Y un subespacio

de dimensién finita de X

a) S1 K es un subconjunto cerrado de Y, entonces K es un subconjunto”
proximal de X

b) Si K es un subconjunto cefrado y convexo de Y, entonces K es un
subconjunto de Chebyshev de X

c) Y es un subespacio de Chebyshev de X

Demostracion:

a) Supongamos que K es un subconjunto cerrado de Y

Probaremos que K es aproximativamente compacto en X En efecto, sea
xe Xy {y.}, una sucesi6n mnimizante en K para x Luego {y,}", es
una sucesion acotada en X, y por lo tantoen Y Como Y es de dimension

finita, existe una subsucesién {ynk } (V.5 ¥ ¥y, €Y tal que

©
n=1

lim Yo, = Yo

k-

Como K es cerrado, y,eK Por lo tanto, K es aproximativamente

compacto Asi, por el Teorema 2 19, K es un subconjunto proximal de X
b) Esto es consecuencia directa de (a) y el teorema 2 7

c) Esto es consecuencia directa de (b)

Ejemplo 2.8: Sea

X=6([a,b],R)={x"[ab]> R/ x es continua }

el espacio con el producto interno defimido por



94

(xy)= [x()y(t)dt

Sea nelN, Y el subespacio de X de los polinomios de grado a lo sumo igual a
n, y consideremos el subconjunto de Y definido por

K={peY p(t)>0 para todo telab]}
Probemos que K es un cono convexo de Chebyshev de X En efecto, sean

P,.p,eK y ao,p20 Entonces

apy(t) + Bp,(t) 20

por lo tanto, ap, +Pp, €K y Kes un cono convexo

Probemos que K es un subconjunto cerrado de Y En efecto, sea {p,,,}:r’,=1 una
sucesion en K tal que

fm Py =x
Como Y es un subespacio cerrado de X, xeY. Sélo nos resta probar que

x(t)> 0 para todo t € [a,b]
Supongamos que esto no es cierto, entonces existe un t, [a, b] tal que

x(t,) <0 Por la continuidad de x, existe un intervalo [c,d] en [a,b], c<d, tal
que t elc,d] y x(t)s%x(to) <0 paratodot elc,d].

Luego como p,, €K,

b
[P =x[ = [ m(t)-x(t))"

> [(pm(t)—x(t) F ot
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zdj|x(t)|2dt

> cj [%| x,(t) |] dt

;1-|xo(t)|2 d-c)>0

para melN Esto contradice el hecho de que la sucesion {pm }:=1 converge a
x Por consiguiente, x(t)>0 paratodo te[ab] y xeK Asi, K esun

subconjunto cerrado de Y (y de X)
Como K es un cono convexo cerrado de Y, por el Teorema 2 22 (b), Kes un

cono convexo de Chebyshev de X.

Ejemplo 2.9: Sea X ={¢5(l) el espacio con producto interno completo definido

en el Ejemplo 1 4 (c) Consideremos el conjunto

K={xef2(l) x(t)=0 para todo 1}

Es claro que K es un conjunto convexo de #(l)

o

Probaremos que K es un conjunto cerrado de f2(lI) En efecto, sea {x,,} una

n=1

sucesion de elementos de K tal que x, — x en #(I) Luego,

0<lm | "n(')"‘(')|$l'£‘° [z (xn(i)—x(l))zr = lim | x,-x|=0

por lo tanto,

r'.'m X,(1) =x(1) paratodo 1€l
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Como x,(i)>0 paratodo ne N, se tiene que x(1)>0 paratodo il Por
consiguiente, xeK 'y Kes un cono convexo cerrado de £5(l)

Como /#»(l) es un espacio de Hilbert y K es un cono convexo cerrado de
{2(l), por la observacion (3) de la Definiciéon 2 5, se tiene que K es un cono

convexo cerrado de Chebyshev de (1)



Il CAPITULO
CARACTERIZACION DE LA MEJOR
APROXIMACION
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El objetivo de este capitulo es presentar teoremas de caracternzacién de la
mejor aproximacion para conjuntos convexos, conos convexos Yy subespacios
vectoriales, los cuales son las bases para la caracterizaciébn de la m\ejor
aproximacion en espacios con producto interno En el caso particular de que el
conjunto convexo es un subespacio vectorial, obtendremos la condicion de
ortogonalidad, el cual para el caso de dimensién finita se reduce a un sistema
de ecuaciones lineales llamado ecuaciones normadas

En este capitulo, al igual que en los anteriores, todos los espacios vectoriales

considerados son reales

3.1. Caracterizacion de la Mejor Aproximacion para Conjuntos

Convexos.

Teorema 3.1: Sea X un espacio con producto interno, M un subconjunto

convexode X, xe X y y,eM Entonces y, =P,(x) siy solo si

(X Y0¥ —¥,)<0

paratodo yeM

Demostracion:

Supongamos que y, = P,(x) y que existe un y* e M tal que
(X=Yo ¥ ~¥o)>0

Paracada a €R, 0<a <1, definamos el elemento y, por

Y, = oy +(1-a)y,
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Como M es un conjunto convexo, y, e M Ademas,
[x=yal = (x-yax-va)
= (x—ay’ ~y, +oy,, X~ay' Y, +ay,)

=<X—Yo—oc(Y'—yo)’X_yo_a(y—_y°)>

2

P 2.y -ye) vy -y,

="x_yo"2_a|: 2<X_y° !y‘_yo>—a H y._y°

il
Como <x Yo ¥V — y°> >0, para a suficientemente pequeiio, el término dentro
del paréntesis es positivo Por lo tanto,
2 2

[ x=yal” <[ x-vi
0 sea que

[ x-val <lx-vol .
para o suficientemente pequefio
Esto implica que y, = P,(x), lo que es una contradiccion. Asi pues,

<x—y0 : y‘—y°> <0

para todo yeM

Reciprocamente, supongamos que

(X-¥,,¥Y-Y,)<0

para todo yeM
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Entonces por la desigualdad de Schwarz,

[X=Yof = (X=Yo X=,)
= (X= Yo (X=Y)+{y -, ))
=(X= Yo, X=Y)+(X= Y0, Y= ¥,)
<(X= Yo X—Y) |
<

[(x= Yo x =)
<[ x=yol [ x~y|
Por lo tanto,
[x=ys| <[ x-]
paratodo ye M Estomplicaque y, € P,(x) Luegocomo M es convexo, por

el Teorema 27, y,=P,(x) (oseaque P,(x) es un conjunto unitario)

La interpretacion geométrica del teorema anterior es que el conjunto convexo M

se encuentra en uno de los hiperplanos que es ortogonal a x—y, y pasa por

Yo
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En el siguiente resultado presentamos, un tipo de unicidad fuerte para la mejor

aproximacién, el cual nos da un estmado cuantitativo de que tanto |x-y |

supera a | x—P,(x)| en términos de ||y —Py(x) |

Corolario 3.1: Sea X un espacio con producto interno, M un subconjunto

convexo y de Chebyshevde X y xe X Entonces,
[x=y [ 2| x=Ru0o [ +]y P
paratodo yeM

Demostracion:

Como M es un conjunto convexo y de Chebyshev de X, por el Teorema 3 1
(x=Pu(x),y —Py(x)) <0
paratodo y e M Luego,
[x=y[* = (x=Pu(0))-(y~Pu(0) |

= ((x=Pu())-(y-Pu(®)) , (x=Py(x))-(y-Py(x)))
=[x =PuC) " +]y ~Pu |* ~2(x~Pu(x). y ~Ru(x))

Por lo tanto,

[x=RuG [ +ly =Rt <] x-y

paratodo yeM

Definicion 3.1: Sea X un espacio con producto interno y S un subconjunto no

vacio de X El cono dual o polar negativo de S se denota por S° y se define
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por

S°={xeX (x,y)<0,para todo yeS}

Observacion: Note que
~8°={xeX (xy)>0,para todo yeS}
Por lo tanto,
st=s°n(-s°)
={xeX (xy)=0, paratodoyeS }

Ademas, si Sc T, entonces T° c S°

Geométricamente, el cono dual S° de S es el conjunto de todos los vectores de
X que hacen un angulo de al menos 80 grados con cada vector en S

(Recordemos que el angulo 6 entre los vectores no nulos x , y se define por

cose=u 0<6<m)

Xy
IxMly Il

%

SO ‘0
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En. el siguiente corolario se presenta una caracterizacion de la mejor

aproximacion utilizando conos duales.

Corolario 3.2: Sea X en espacio con producto interno, M un subconjunto

convexode X, xe X y y, €M Entonces y, =P,(x) siy solo si

x—yo € (M—yo)o
Demostracion:

Es consecuencia inmediata del Teorema 3 1 y de la Definicién 3 1
3.2 Caracterizacion de la Mejor Aproximacion para Conos Convexos.

Definiciéon 3.2: Sea X un espacio vectorial y S un subconjunto no vacio de X
La clausula cénica de S se denota por con(S) y se define como la interseccion
de todos los conos convexos que contiene a S, 0 sea,

con(S)=N{Mc X-M es un cono convexo y ScM}

Teorema 3.2: Sea X un espacio vectorial y S un subconjunto no vacio de X
La clausula céonica con(S) de S es un cono convexo; o sea que con(S) es el
cono convexo mas pequefio que contiene al conjunto S

Demostracion:

Por definicion

con(S)=N{Mc X M es uncono convexo y Sc M}

Sean x,yecon(S) vy o,peR, a20, p=0
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Luego para todo cono convexo Mcon ScM se tiene que x,yeM

Por lo tanto,

ax+ByeM
Asi pues,
ax+ByeN{Mc X Mesunconoconvexo y ScM}

oseaque ax+fyecon(S) Porconsiguiente, con(S) es un cono convexo

Corolario 3.3: Sea X un espacio vectorial y S un subconjunto no vacio de X

S es un cono convexo si y solo si S =con(S)

Teorema 3.3: Sea X un espacio vectonal y S un subconjunto no vacio de X

Entonces
con(S) = {Z ax X €S o0 ne N}
1=1

Demostracion:

Denotemos
C={Za,x..x,e$, a, 20, neN}
1=1

Como x=1.x, paratodo xS, setieneque ScC.

Por otro lado, sean x,yeC y a,p >0, entonces

xzzalxl ’ y=ZBIyI
1=1 1=1
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donde x,y,€S y «a,B, =0 Porconsiguiente,

ax+py =Zn:aalxl+iﬁﬁ|yl

1=1

n+m

=Y 8z,

=1
donde §, =a a, y 2z =x para 1<i1sn, y § =0y, Y Z =Y., S
n+1<1<n+m
Como zeS y §, 20, setiene que ax+ByeC Por consiguiente, C es un
cono convexo que contiene al conjunto S Asi pues con(S) < C.
Por otro lado, como con(S) es un cono convexo, se tiene que C < con(S)

De todo lo anterior se tiene que

con(S)=C = {Z aXx, X €S o220 ne N}
1=1

Teorema 3.4: Sea X un espacio vectorial y S un subconjunto no vacio de X
Si1 S es convexo, entonces
con(S)={ax xeS, a>0}
Demostracion:
Denotemos
C={ax xeS, a0}
Del Teorema 3 3 se deduce que

C c con(S)
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Reciprocamente, sea y € con(S). Si y = 0, entonces obviamente yeC

Supongamos que y = 0 Entonces por el Teorema 3 3

y=>ax, >0 xeS neN
1=1

Sea a=)a, y tomemos B, =21 i=1,2,-,n
1=1 o

Luego, B,>0 y > B =1 Como S es convexo,

X = iﬁlx, €S
1=1

Por consiguiente, ax € C Pero,

aX =QZB|X| =az(_x'_x| = Zalxl =Y
1=1 =1 & =1
de donde, yeC Asipues con(S)cC.

De todo lo anterior se tiene que

con(S)=C={ax xe8S, a>0}

Corolario 3.4: Sea X un espacio vectonal y S un subconjunto no vacio de X.
SiSesconvexo y 0eS, entonces

con(S)={ax xe$, a>0}
Demostracion:

Es una consecuencia inmediata del Teorema 3 4

Teorema 3.5: Sea X un espacio con producto interno y S un subconjunto no

vacio de X Entonces, S°es un cono convexo cerrado de X
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Demostracion:
Sean x,,x,€S° y a,2>0 Entonces paratodo ye S se tiene que

{ox, +BX,, ¥) = aX,, y) +B(X,, y) <0
Por consiguiente ax, +Bx, € S° y S°es un cono convexo
Por otro lado, sea x € S° Entonces existe una sucesion { x,} de elementos de
S° tal que x,—Xx
Por consiguiente, para cada y € S se tiene que

(xy) = Im(x, y) <0

oseaque xeS° Asipues, S°es un cono convexo cerrado de X

Teorema 3.6: Sea X un espacio con producto interno y S un subconjunto no

vacio de X Entonces,
a) S§°= (§ )°
b) S° = [con(s)]°= [ con(S)|°
c) con(S)c S°
d) Si1 S es un cono convexo, entonces
-y =sn{y}
paratodo y € S

e) Si S es un subespacio de X, entonces

S°=S'L
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f) Si'S es un cono convexo que es un conjunto de Chebyshev, entonces
S§* =8
g) Si S es un subespacio de Chebyshev, entonces
S =6"=8
h) Si X es un espacio de Hilbert, y S es un subconjunto no vacio de X,

entonces

S =con(S)
SOOO = SO

Demostracion:

a) Comos S c S, se tiene que (§ )° < S° Reciprocamente, sea x e S°
Para cada yeS ewste una sucesion {y,}>, de elementos de S tal que
Y, > Y, luego

(x.y)=lm(xy,)<0
Por consiguiente x e (§)° y S°c (§ )o
Asipues S° = (§ )o.

b) Como S ccon(S), se tiene que [con(S)]° =S° Reciprocamente, sea
x e 8°, yecon(S) Luego porel Teorema 33, y= Zoc,yI para algunos
=1

y,€S, a 20 y nelN Porlotanto

(x,y) = <x,§:a.y.> = Za'<x' y,)<0

Por consiguiente, x € [con(S)]° y S° < [con(S)]°
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Asi pues,
S° = [con(S)[

Por la parte (a) se tiene que
s° =[con(s) |° = [con(S) |°
c) Sea xeS Entonces para cualquier y eAS° se tiene que
(x,y)<0
Por lo tanto, x € S°° Asipues S c S%
Como porel Teorema3 5, S° es un cono convexo cerrado, se tiene que
con(S) c S°°
d) Sea x €(S-y)°, entonces (x,z—y) <0 paratodo zeS Tomando z = 2y
obtenemos que zeS y (x,y)<0 Por otro lado, tomando z=0, tenemos
que zeS y (x-y)<0, o sea (xy)=0 Asi, (xy)=0 Por lo tanto,
(x,z)<0 paratodo zeS y xe{y} Asipues xeS° y xef{y}
Por consiguiente, xe S°N{y}" y (S-y)cS°N{y}
Reciprocamente, sea x e S°[) { y }L, entonces (x, z) <0 paratodo zeS y

(xy)=0
Por lo tanto,

(x,z-y)=(x,z)~(x,y) <0 paratodo zeS

Por consiguiente, xe(S-y)° y S°N{y} c(S-y)f
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Asi pues, si S es un cono convexo, entonces
(S-y) =s"n{y}
e) Si S es un subespacio, entonces S=-S y S° =(-S)° Por lo tanto,
St =8°N(-Sf=8°Ns°=¢8°
f) Como S es un cono convexo, por la parte (c) se tiene que
S = con(S) c con(S) ¢ S*°
Supongamos que S®*-S=#¢ ysea xeS®-S Como por hipétesis S es un
conjunto de Chebyshev, existe un y, € S tal que y_  =Ps(x)
Por el Corolario 3 1, se tiene que
X-Y, €(S-Y,)°
Pero por la parte (d) se tiene
(S-vo)° =8°N{y.}'
de donde, x-y, € S°N{y,}* Por consiguiente,
0 <[ x=y,[ =(X=yo x-¥,)
= (X = Yo, X) = (X~ ¥5,¥o)

=(X—¥,,X)
<0

yaque x-y,e€S° y xeS% Porconsiguiente,
x=Y,=Ps(x)eS

Lo que es una contradiccion
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Asi pues,
§®-8S=¢ y S*=8

g) Se deduce directamente de las partes (e) y (f)

h) Como X es un espacio de Hilbert y con(S) es un conjunto convexo y

cerrado de X, por la observacion (3) de la Definicion 24, con(S) es un

conjunto de Chebyshev, el cual es un cono convexo Luego por las partes

(b) y (f) se tiene que

8% = lcon(S)]“: con(S)
Finalmente, por la parte (b) y lo anterior, se tiene que

s =|con(S) |°=&°

Observacion: De los Teoremas 35 y 36, se obtiene que si S es un cono

convexo de Chebyshev de X entonces S es un subconjunto cerrado de X
A continuacién enunciamos otras propiedades de los conos duales

Propiedades: Sea X un espacio con producto interno y {S,,S,,---,S,,} una

coleccién finita de subconjuntos no vacios de X Entonces
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c) S 0e[)S,, entonces
I=1

(0s) (=)

Si X es un espacio de Hilbert y los S, son conos convexos cerrados,

entonces

A continuaciéon presentamos una caracterizacion de la mejor aproximacion para
conos convexos, en lacual se obtiene mayor informacién que en el

Teorema 3 1

Teorema 3.7: Sea X un espacio con producto interno, K un cono convexo de

X, xeX y y,eK

Los siguientes enunciados son equivalentes

a) Yo =F(x)

b) x-y, eK°N{y.}'

¢) (x-vy,Y)<0 paratodo yeK y (x-y,y,)=0

Demostracion:

Como K es un cono convexo, por (d) del Teorema 3.6 se tiene que

K-y,)° =K N{y,}
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Luego, por el Corolario 32 se tiene que vy, eP(x) si y solo si

x-y, €K’ { Yo }l , 0 seaque (a)es equivalente a (b) Pero, obviamente (b) es

equivalente a (c), por consiguiente

() = (b) < (0

Como una consecuencia del Teorema 3 7, presentamos una caractenzaciéon de

la mejor aproximacion para el trasladado de un cono convexo

Corolario 3.5: Sea X un espacio con producto interno, C un cono convexo de

X, zeX, K=C+z vy Yy, €K Entonces y,=P(x) sy solo si,

(X-¥,,y)<0 paratodo yeC y (x-y,,y,-2)=0
Demostracion:
Como C es un cono convexo, por el Teorema 3 7,
y. =P.(x) & <x—y;,y> <0 paratodoyeC y (x-Y,,¥,)=0
Ahora bien, por el Teorema 2 16,
Pe(X) = Pe,,(0) =Pe,.((x=2) +2 )= Po(x-2)+2
Por lo tanto,
Yo =P(X) &y, =Pc(x-2)+2
<Y, -z=P.(x-2)
& ((x-2)-(y, —2z).y)<0 para todo yeC

y (x-2)-(y,-2).y,-2)=0
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< (x-Y,,y)<0 para todo yeC

y (X-Y¥,.¥,-2)=0

A continuaciéon presentamos un ejemplo, en el cual se aplica el-Teorema 37
para caracterizar la mejor aproximacion para el trasladado de un cono convexo

dado

Ejemplo 3.1: Sea
X=6([a,b],R)={x:[a,b] > R/x es continua}

con el producto interno definido por
b
(xy)= [x(®) y(t) dt

Tomemos v e X y consideremos el conjunto
K, ={yeX y(t)>v(t) para todo te[ab]}
¢ Note que
K,=C+v
donde
C={yeX y(t)>0 para todo te[ab]}
es un cono convexo, o sea K, es el trasladado de un cono convexo Por

consiguiente, K, es un conjunto convexo.
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Por otro lado,
xe X x,y <0 para todo yeC}

xe X xy <0 para todo ye X, y>0}

* ={
=
{xex [x()y(t)dt<0 para todo ye X, y>0}
{

={xeX.x(t)y<0 para todo telab]}

Sea x e X, y, € C. Luego por el Teorema 3.7

Yo =Pe(x) & x-y, e C°N{y,}*
o x-y, €(-C)N{y,J

QX—YOSO y (X_YO'YO>=O
b
SX-Y,<0 y [(x=y,)t) yo(t)dt=0

©X-Y, <0y (X-Y,)y, =0
yaque (x-y,)y,eX y y,20
Por consiguiente, como y, € C
Yo =FeX) @x-¥, <0 y y,(t)=0 s x(t)-y,(t) <0
& Y, (t) = max{x(),0}
Recordemos que si x € X, entonces la funcidn
x* [ab]>R

x* (t) = max{ x(t),0}
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Similar al Ejemplo 3 1 se pruebaque C°=-C, y que
Yy, =P.(x) siysolosi y, =max{x,0}=x"

Por lo tanto, C es un conjunto de Chebysheyv, el cual es un cono convexo

Ejemplo 3.3: Consideremos el espacio con producto interno

X=6([a,b] ,R) ={x [ab]>R /x es continua}

el subespacio Y de X y el subconjunto K de Y definidos en el Ejemplo 2 8 Note
que K es un cono convexo de Chebyshev de X
Paraelcason=0

Y = {x e X / x es una funcién constante }

K = { x € X / es una funcién constante no negativa }

Sea xe X y p, €K, entonces existe un a, eR, a, >0 tal que
p,(t)=a, , paratodo tela,b]
Por el Teorema 3 7

Po =P(X) & (x-p,,y)<0 para todo yeK y (x—p,,p,)=0

b b
@f(x(t)—ao)dtso para todo b>0 vy I(x(t)—ao)aodt=0

o bj(x(t)-ao)dt <0 y a, bj(x(t)—ao )dt=0

b
e Si a,=0, entonces Ix(t)dtso
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e Sia,#0, entonces a, >0 vy
1 b
°=b—aj x(t)dt >0

Asi pues, P((x)=p,, donde
p, [ab]>R

1 b
p,(t) = max { 0, b_a !x(t) dt }

Ejemplo 3.4: Consideremos el espacio de Hilbert #5(l) y el cono convexo de

Chebyshev

K={xefyl):x()=0 para todo 1el}

del Ejemplo 2.7

Sea xe X, y,€K Entonces por el teorema 3 7

Yo =P(X) & (x-y,y)<0 para todo yeK y (x-y,y,)=0

o

&Y (x-y X)y()<0 para todo yeK y Y (x-yX)y,()=

1el 1€l

& Y [x()-y,) ]y()<0 para todo yeK 'y

1€l

> [x() -y, )]y, ()=0

el
o Sitel-l, =l-{iel:y,()»0}=1-{1el y,()>0}, entonces y,(1)=0
Definamos el elemento y e K por

y'I->R

0 si =1
y() =

1 st j=1
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Como (x-y,,y)<0, setiene que
x() -y, <0
por lo tanto, x(1)<y,(i)=0
e Siiel, ,entonces y,()>0 Supongamos que x(i) # y,(1), y definamos el
conjunto
o={iel, x0)#y,0 )

Entonces, I)‘,o e

Paracadaie I;,o definamos el elemento y, e K por

y >R
0 s1 =i

y() =

luego,
(X=Yo,¥) = X()-y,( <0
de donde
x()-y,() <0, yaque 1€l .

Asi pues,

0= <X Yo~ YO>
3 [x(0 -y, Jy.0)

1el

3 [x0)-y,0) ly.0)

lelyO

= 3" [x0) -y, () ]y )

.
lelh
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pero,

> [x(-y,0) ly,(n <0

L
l(sl),o

lo que es una contradiccion Por consiguiente, I} =¢, es decrr,

x(1) =Y,(1) >0 paratodo tel,
De todo lo anterior se tiene que
¥,(1) =max {0,x(i) } paratodo i€l
o sea,

Pe(x)=x* =max {0,x }
3.3 Caracterizacion de La Mejor Aproximacién para Subespacios.

Cuando el conjunto convexo es un subespacio vectonal, la caracterizacion de la
mejor aproximacion es mas sencilla y elegante, la cual se presenta en el

siguiente teorema

Teorema 3.8: Sea X un espacio con producto interno, K un subespacio de X,

xeX vy y, € K Entonces, y, =P.(x) siy solo si x-y, e K" Esto es,
Y, =Pc(x) stysolosi (x-y,y)=0 paratodo yeK

Demostracion:

Por el Corolario 3 2

yo = PK(X) g X_YQ € (K—yo)o
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Luego por el Teorema 36 (e) y el Teorema 3.7
Yo =Pe(X) & x -y, K N{y,}"
& x -y, eK' N{y,}"
Pero como y, €K,

Y, =P(x) & x-y, eK*

El teorema nos dice que, y, es la mejor aproximaciéon a x por elementos del
subespacio K siy solo si el error x -y, es ortogonal a K Esta es la razén por la
cual P, (x) es casi siempre llamada la proyeccion ortogonal de x sobre K

o X
X-Yo o

En el siguiente corolario se presenta una caracterizacion de la mejor

aproximacién para subespacios de dimension finita
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Teorema 3.9: Sea X un espacio con producto interno, K un subespacio de X de
dimension finta n, y {X,X,--X,} una base para K. Entonces K es un

subespacio de Chebyshev, y para cada x e X,
Pe(X) =Y ax,
1=1

donde los escalares o, estan univocamente determinados por la ecuacion

normal

n

Yax.x)=(xx), 1=1,2, ,n.

1=1

En particular, si {x1,x2,---xn} es una base ortonormal para K, entonces

PK(X) = i <X, x|>x|

paratoda xeK, y

n

2 [oxx) <[ xf

=
Demostracion:

Como K es un subespacio de dimension finita, K es completo, luego por el
Corolario 2.2, K es un subespacio de Chebyshev de X Fijemos un x e X,

Y, €K entonces existen escalares a,,a,,-:-,a, tales que

Yo =D, 0UX,
1=1

Por el Teorema 3.8,
Y, =Pc(X) & x-y, eK*

& (x-Y,,y)=0 para todo x eK



123

Por consiguiente,

Yo =Pc(x) & (x-y,,x})=0 para todo j=12n

¢:><x— a,x,,x]>=0 para todo j=12,---,n
1=1

x,xj>—zn:a,<x,,x,>=0 para todo j=12,---,n

3

@Zn:a,(x,,x]>=<x,xl> para todo j=12--,n

Asi pues, los coeficientes o, a,,--,a, de Yy, estan univocamente

determinados por la ecuacidn normal

n

Yox,x)=(xx) , j=1,2, ,n

1=1

e Si {x,x,--X,} esuna base ortonormal de K entonces,
a,=(xx) , J=12 ,n

Por consiguiente

P (x) = IZn1:(x X,) X,
para todo x eK
Finalmente, como x — P, (x) € K*, por el Teorema de Pitagoras
0<|x|f =] (x=Pe(x)+P(x) |
=[x-Reof +[Re0T
de donde

[P 2 <] x|®



124

Nuevamente, por el Teorema de Pitagoras

| Pl =

.Z;: (x, x,)xI

Por consiguiente,

> foox ) <l

Otra consecuencia del Teorema 3.8 es el siguiente resultado, el cual presenta
una caracterizacibn de la mejor aproximacion para trasladados de un

subespacio (conjunto afin)

Corolario 3.6: Sea X un espacio con producto interno, M un subespacio de X,
veXy K=M+v
a) Sea xeX, y,eK Entonces
Y, =P«(x) sl ysolosi x-y, eM*
b) Sea xe X, ze M*. Entonces

Pc(x+2) =PF(x)
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Demostracion:
a) Porlos Teoremas 2 16 y 3 8, se tiene que
Yo =Pu(X) © ¥, =Py, ((x-V)+V)
Y, =Py(x-v)+v
Sy, -V =Py(x-v)
& (X=V) = (¥, - V) e M*
o x-y, eM
b) Como ze M*, por la parte (a) se tiene que
Y, =P(x+2) & (x+2Z)-y, eM*
< (x+z-y,,y)=0 para todo yeM
< (x-y,Yy)=0 para todo yeM
o x-y, eM
<Y, =F(X)

Asi pues, Py (x+2z)=P(x)

3.4. Caracterizacion de La Mejor Aproximacion para Subespacios

Completos de Dimension Infinita.

Para presentar una caracterizacion de la mejor aproximacion para subespacios
completos de dimension infinita es necesario recordar algunos resultados del
Analisis de Fourier

Primeramente, recordemos que si X es un espacio con producto internoy M es

un conjunto ortonormal en X, entonces por el Teorema 1 10, para cada x < X el
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conjunto
M, = {eeM (x,e)¢0}
es enumerable Mas aun, si escribimos
M, ={e,e,, -}

entonces, por el Teorema 1 7

Zl(x e)|2 = Zl(x e)|2 = i](x, e,)|2 <| x I (desigualdad de Bassel)
eeM t=1

eeM,

La serie de Fourier de x relativa al conjunto ortonormal M se define por

0

Y(xele=> (xele=) (xele = Im Zn: (x,e)e,

eeM eeM, =1 1=1
si este limite existe, y es independiente del ordenamiento de los elementos My

/

(Esto se probara en el Teorema 3 10) Los escalares (x, e) son llamados los

coeficientes de Fourier de x relativos al conjunto M Si M, =¢, entonces la

serie de Fourier de x es el vector 0.

Teorema 3.10: Sea X un espacio con producto interno y M un subconjunto

ortonormal de X  Si x e [M], entonces

x=3 (xe)

xeM

Demostracion:

Sea x<|[M] Si M, = ¢, entonces (x,e) =0 paratodo ecM Luego,

xeMt=[M}=(M] )
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xe[MIn(M]) ={o}
por consiguiente, x =0 y es igual a su serie de Fourier

e Supongamos que M, ={e,e,,---, e, } esfinto Sea >0, entonces

existe un ye[M] tal que
[x=y]<e
\\
Luego existen vectores s,,s,,--*,S, €M vy escalares a,a,, -, a,cR tal

que

Por el Teorema 39

m
X-Y a8 =

<

x—é(x,s,)s,

Note que si (x,s;)=0, entonces

m

2
=|x[ -2 afxs)+ o
1=1

1=1

m
X—Y as,
1=1

m-1 m-1

>| x|’ —ZZ:a,(x, s)+> af
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Por consiguiente,

1

X~ 2 (x,8,)s,

1=1

m
X-> a8,

1=1

< < =|x-y|<s

m-1
X—-Y a8,
=1

Repitiendo este argumento, podemos eliminar los términos (x, s,)s, y oS,

m m
de las sumas Z(x s,)sl -y ZG.S., respectivamente, para los cuales
1=1 i=1

(x,5)=0; o sea que s ¢M, Esto quere decr que, sin pérdida de

generalidad, podemos tomar y € [M,]=[e,.e,.-- ,e,]. Para estos y e [M,] se

tiene que
x—zn:(x,e,)e, <[ x-y|<e
Asi pues,
n
x-Y (xe)el<e
I=1
para todo € > 0. Esto implica que
n
x=) (xe)e,.
1=1

Finalmente, supongamos que M, ={e, e,,--- } €s un conjunto infinito

enumerable Sea € >0, entonces existe un y e [M] tal que

"x—y"<a.

Siguiendo un razonamiento similar al del caso anterior se concluye que vy

se puede tomar del subespacio [M, |. Luego existe un nimero natural n lo
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suficientemente grande tal que

y=> ae

1=1

con o, eR Porel Teorema 39

X —zn:(x, e e <

=1

“Ix-y|<e

I x - Zn: e,
1=1

Asi pues, existe un numero natural N tal que

X - z“: (x.e)e,

=1

<Eg

paratodo n>N

Por consiguiente,
him }n: (x.e)e, = i (x.e)e =x
N—w =1 1

Si los elementos de My son ordenados de otra forma, digamos

M, ={e,e,,-- | Entonces tomemos un Nj tal que

para todo n>N,. Tomemos ahora un N, >N, tal que

{e,,ez,---em}c{e;,e;,- -,e'Nz}

Luego para todo n>N,,

por consiguiente
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El Teorema anterior nos dice que la serie de Fourner de x converge para todo
x €[M] y converge al vector x Ademas, la sernie de Fourier no depende de la

ordenacion de My

Teorema 3.11: Sea X un espacio con producto interno y M un subconjunto

ortonormal de X Si

x=>Y (xe)e y y=>Y (v.e)e

eeM eeM

entonces,

(xy)=2 (xe)ey)

eeM

donde

n

2.(x.e)ey) =Im > (x.e)e.y)

=1
y {e,e, -} es cualquier enumeracién del conjunto enumerable M, U I\ily
Demostracion:

Como x,y € [M], por el Teorema 3 10 se tiene

x=> (xe)e, , y=§:(y,e,)e,

1=1
Por la continuidad del producto interno,

(x3) = (im3-(x.e)e,im (e e
= I|m<i (x, e,)e,,i(y, e,)e,>

N> 1=1 t=1



y como el producto interno (x,y) no depende de la ordenacion de M, UM, se

tiene que

(xy)=2 (xe)ey).

eeM

Teorema 3.12: Sea X un espacio con producto interno y M un subconjunto

ortonormal de X Consideremos los siguientes enunciados.

a) M]=X

b) Paratodo xe X,

x=>) (xe)e

eeM

c) Paratodo x,y € X,

(xy)= 2 (xe)e.y)

eeM

d) Paratodo xe X,
[x [ = > fox )

e) M es un subconjunto ortonormal maximal Esto es, que ningun cc'>njunto

ortonormal de X contiene propiamente a M -
H M ={0}

g) St (x,e)=(y,e) paratodo ecM, entonces x =y
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Entonces,

(@) = (b) = (c) = (d) = (e) = (f) = (9)
Mas aun, si [1\—/1] es completo (o X es completo) entonces los siete enunciados

son equivalentes

Demostracion:

(a):; (b) Sea x e X, entonces xe[l\_/l] Luego, por el Teorema 1 10
x=>Y (x.e)e
eecM

(b)=(c) Fue probado en el Teorema 1 11

(c)=> () Sea xeX, entonces
X[ = (xx) = 3 (x.e)(e.x)
=Y [(x.e)f

eeM

(d=>() SeaxeX y M _={e,e, - } Entonces

2
-IxF -2(x

0 2

2 (xe)e

1=1

“x—g(x,e,)e,

n
1=1

(x, e,)e,>+

=[x[ -2 el + S fe)’

Ix [ -3 fme) —r0

Por consiguiente, como i(x,e,)e,e[M], se tene que xe|M] Asi pues,
1=1

M]=x
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De lo anterior se tiene que
(a) & (b) & (c) < (d)
(d)=(e) Supongamos que M no es un conjunto maximal. Luego, existe un
xe X —-M tal que MU{x} es un conjunto ortonormal

Luego xeM* y |x|=1 Porlo tanto,

(x,e)=0 paratodo eeM

Lo que implica que

S|ixef =0

eeM

Pero esto contradice que
2
Ix[ = X fxe)

Asi pues, M es maximal como conjunto ortonormal

(e)=(f)  Supongamos que M = {0}, entonces existen xeM* con x =0

Por lo tanto, el conjunto MU{L} es un conjunto ortonormal que contiene

I x]
propiamente al conjunto M, lo que contradice el caracter maximal de \M Por
consiguiente, M* ={0}
(f)=(g) Sean x,y e X tal que
(x,e)=(y,e), paratodo eecM
Luego,

(x-y,e)=0 , paratodo eecM

Por lo tanto, x—yeMl={o} y X=y
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(g) = (e) Supongamos que M no es un conjunto maximal, entonces existe un
xe X talque MU {x} es un conjunto ortonormal Luego xeM* y |x|=1

Por lo tanto,

(x,e)=0=(0,e), paratodoeecM

Esto implica que x = 0, lo que es una contradiccidn Asi pues, M es un conjunto
maximal, como conjunto ortonormal
De todo lo anterior se deduce que
(d)=(e) & (f) = (9)
En conclusion,

(@) e (b)=(c)=(d)=(e) = (f)=(9)

Por dltimo, supongamos que [1\7[] es completo y probemos que (f) = (a) En
efecto, supongamos que M* ={0} y que[M]= X Sea xeX-[M] Como [M]

es convexo y completo, por el Corolario 2 2, [l\_ll] es un conjunto Chebyshev.

Luego, por el Teorema 3 8
x—P m(x)e[l\_ar =M

pero x—P [m(x) #0 Por consiguiente, M* # {O }, lo que es una contradiccion

Asi, M]=x.

De lo anterior se concluye que los siete enunciados de este Teorema son

equivalentes
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Corolario 3.7: Sea X un espacio con producto mternd, Y un subespacio

cerrado de Xy M un subconjunto ortonormal de Y Considere los siguientes

enunciados

a) M]=Y

b) Paratodo xeY,

x=Y (xe)e

eeM

c) Paratodo x,yeY,

(x¥)= 2 (xe)e.y)

eeM

d) Paratodo xeY,

Ix[F =3 [(x.e)f

eeM

e) M es un subconjunto ortonormal maximal de Y
) YNM'={0}
g) Sean x,yeY Si
(x,e)=(y,e), paratodo eecM

entonces, x=y
Entonces,

(@) = (b) = (c) = (d)=(e) = () <= (9)

Mas auan, s1 Y es completo, entonces los siguientes enunciados son

equivalentes

UNMIVERSIDAD DE PANAGMA.
BIBLIOTECA
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Definicion 3.3: Sea X un espacio con producto interno Y un subespacio de X

y M un subconjunto ortonormal de Y. M es una base ortonormal para Y si

Y =[M]
Observaciones:

1 SiY posee una base ortonormal, entonces Y es un subespacio cerrado de X

2. Por el Corolario 3 7, M es una base ortonormal para Y si y solo si

x=>Y (xe)e

eeM
para todo xe Y

3 SiMes unabase ortonormal para Y y M es un conjunto finito, entonces M
es una base algebraica paraY y Y es un espacio de dimensién finita
Reciprocamente, por el proceso de Gram-Schmit, todé subespacio de
dimensién finita posee una base ortonormal

4 Por el Corolario 3.7, para probar que es un espacio con producto interno
completo tiene una base ortpnormal, es suficiente probar que el espacio
contiene un subconjunto ortonormal maximal

5 Dado un espacio con producto interno X y M un subconjunto ortonormal de

X, M es una base ortonormal para X si y solo si M es total en X

Teorema 3.13: Todo espacio con producto interno X = { 0 } posee un

conjunto ortonormal maximal

Demostracion:

Sea (C la familia de todos los subconjuntos ortonormales de X
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e Como X=z{0}, exssteun xe X, x=0 Luego, { X

I

} es un subconjunto

ortonormal de x Porlotanto, C#¢

¢ Definamos larelaciéon < en C por M,<M, siysolosi M,cM,

Note, que < es una relaciéon de orden parcial sobre C

)
Sea ¥ un subconjunto no vacio totalmente ordenadode C. ysea.

M= M.

MeF

e Sean x,yeM' Como ¥ es totalmente ordenado, existe un Me¥ tal que

X,y € M. Por lo tanto

0 si x=zy
(x.y)=
1 s1 x=y

Asi pues, M* es un conjunto ortonormal y M'e C
Note que M< M* paratodo MeF Por lo tanto, M* es una cota superior

de MeF en C. Por el Lema de Zorn, C contiene un elemento maximal M

Por consiguiente M es un subconjunto ortonormal maximal de X

Teorema 3.14: Todo subespacio completo Y¢{O} de un espacio con

producto interno X tiene una base ortonormal. En particular, todo espacio de

Hilbert tiene una base ortonormal -
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Demostracion:

Por el Teorema 3 13, Y posee un subconjunto ortonormal maximal M Luego por
la segunda parte del Corolario 3.7, [IW]= Y Esto mplica que M es una base

ortonormal para Y.

En el siguiente teorema presentamos una caracterizacibn de la mejor
aproximacion para subespacios completos de dimension infinita; la cual nos
dice que sI se conoce una base ortonormal para el subespacio completo Y
entonces, en principio, es sencillo calcular la mejor aproximaciéon a x por

elementos de Y, utiizando los resultados del Analisis de Fourier.

Teorema 3.15: Sea X un espacio con producto interno y Y un subespacio

completo de X Si M es una base ortonormal para Y, entonces

Py(x)=) (x,e)e

eeM
para todo xe X Es decr, que P,(x) es exactamente igual a la serie de
Fourier de x con respecto el conjunto ortonormal M
Demostracion:
Por el Corolano 2 2, Y es un subespacio de Chebyshev y por el Teorema 3 14,
Y posee una base ortonormal

Sea M una base ortonormal para Y ysea xeX, y, =P,(x).

Por el Corolario 3 7,

Yo =2 (Vo€)€

eeM
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y por el Teorema 3.8,
X-y,eY*
Pero como
YE=[M] =Mt

se tiene que x-y, e M*; o0 sea

(x-Y,,€)=0, paratodo eeM
es decrr,

(x,e)=(y,.e), paratodo eeM

Por consiguiente,

PY(x) =Y, = z <X, e>e

eeM

paratodo xe X

3.5 La Proyeccion Meétrica Sobre Conos Convexos.

En esta seccidon probaremos algunas propiedades de continuidad de la

proyeccidon meétrica, cuando ella es una funcidon univaluada (es decir, P.(x) es

un conjunto unitario para todo x € X y K es un conjunto de Chebyshev).

Teorema 3.16: Sea X un espacio con producto interno y K un cono convexo
)

de Chebyshev de X Entonces,

a) K° es un cono convexo de Chebyshev
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b) Paracada x e X,

X=P(x)+P.(x) 'y Pc(x) L P (x)

Mas aun, esta representacion es unica (o0 sea que S| X=y+2Z,

zeK® y y Lz, entonces y=P(x), z=P,(x)
c) Paracada xeX,
IX[F =[Pt +|Pe 00 = [dx KO + [ax k)]
d) K°={xeX P(x)=0} 'y
K={xeX.P,(x)=0 }={xeX Py(x)=x]

e) Paracada xeX,

[Pt ] <] x|
Mas audn,
|Pcx)| =] x| siysolosi, P.(x)=0
es decirr,
|Pc)|=] x| siysolosi, xeK
) K=K

g) P, es positivamente homogéneo, es decrr,
P (AX) = A P(X)

paratodo xeX y A=20.

Demostracion:

a) Sea xe X ydefinamos el elemento

Yo =X _PK(X)
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Entonces, por el Teorema 3 7
x—(x-Y,) K N{x-y,}"
luego,
Y.€K® 'y y,Lx-y,

Por otro lado, paratodo y € K° se tiene que

(x=¥o . ¥)=(Px(x), ¥)<0

por lo tanto,

x-y,e(K° )y x-y, Ly,

0 sea

]

x-y, € (K* ) *N{y,}"

Aplicando nuevamente el Teorema 3.7 (pero esta vez al conjunto K°) se tiene
Yo =P kx) :
Por consiguiente, K° es un conjunto proximal Pero por el Teorema 3 5, K° es
un cono convexo cerrado. Asi, por el Teorema 2 7, K° es un cono convexo
+ cerrado de Chebyshev
b) Por la parte (a) se tiene que
X =Y, +Pc(X) =R(X)+P.(x) ¥y Pu(x) LP.(x)
Probaremos ahora la unicidad de la representacién En efecto, supongamos
que

x=y+z, yeK, zeK’, ylz

Sea ueK, entonces
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(x-vy, uy=(z,u)<0

0

It

(x=y.y)=(z. )
luego,
x-yeK°N{y}"

Por el Teorema 3 7, se tiene que y=P.(x) Similarmente,

x-ze (Ko )Nz}

z=P,.(x)
Por consiguiente, la representacion es Gnica
c) Como x=Pc(x)+P.(x) Yy Pc(x) LP.(x), porel Teorema de

Pitagoras, se tiene que
X =[P+ R0

=[P +[ P
=|x-Pe GO +]x =Pt f
= [d(x, K°) |2+ [d(x, K)]?
d) Porla parte (b) se tiene que
xeK® &P, (X) =X
&P(x)=0
por lo tanto,

K°={ xeX P(x)=0 }



143

De 1gual forma,
K={xeX:P.(x)=0}={xeX P(x)=x}
e) Sea x e X, entonces por la parte (c),
[P <] x]
Mas aun,
[P0 =]x] = |Pata]=0

&P, (x)=0

< xeK
f) Como K y K° son conos convexos cerrados de Chebyshev, por (d) se

tiene que
K =(K°)° = {xe X"P.(x)=0 }=K
g) SeaxeX y A=>0 Entonces, por (b)
X =Py (x) +P. (x)
luego,
A X =APc(X)+ AP, (x)

Como K y K° son cono convexos, AP.(x)eK vy AP (x)eK®

Ademas, AP(x) L AP,(x). Luego, por la unicidad de la representacion, se

tiene que

Pe(Ax)=AR(x) 'y Pee (A X) = AP, (X).
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Observacion: De la parte (b) del Teorema 3.16, se obtiene que

1=P + P
donde | X— X es el operador identidad de X En particular, esta relacion
mplca que determinar la mejor aproximacidén a x por elementos de K es
equivalente a determinar la mejor aproximacién a x por elementos de K° Este

resultado, nos permite escoger el caso mas sencillo entre el calculo de P, (x)

yde P, (x).

Corolario 3.8: Sea X un espacio con producto interno y M un subespacio de

Chebyshev de X Entonces,

a) M* es un subespacio de Chebyshev
b) Paratodo x e X,
x = Py(x) +P,. (x)
Mas auln, esta representacion es Unica en el sentidode que si x=y+z, yeM ,
zeM"; entonces, y=P,(x), z=P,(x).
c) Paratodo x e X,
I =R | +[+R 0]
=[d(x, M) ]2+ [d(x, M*) ]2

d) M'={xeX P,(x)=0} vy

M={xeX P,.(x)=0 j={xe X Py(x)=x}
e) Paracada xe X,

[Paca ] < x]



145

[Pu(x)| =] x| siysolosi, xeM
f M*=M
g P, es positivamente homogéneo
Demostracion:

Como M es un subespacio de X, entonces por el Teorema 36 (e), M° =M".

Luego, este corolario se deduce del Teorema 3 16.

Definicion 3.4 Sea X un espacio con producto interno y A, B subconjuntos
de X. X es la suma ortogonal de Ay B, y la denotamos por X=A B sI
cada xe X tiene una representacion Unica de la forma x=a+b, donde

acA, beByalb

Teorema 3.17: Sea X un espacio con producto interno y K un cono convexo
de X Entonces K es de Chebyshev si y solo si
X=K K®
Demostracion:
Supongamos que K es de Chebyshev, entonces por la parte (b) de Teorema

3 16 se tiene que

X=K K°
Reciprocamente, supongamos que X =K [ K° Sea x € X, entonces existe
yeK, zeK°® dunicos, talesque ylz y ' x=y+z Luego,

x-yeK® 'y x-yly
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0 sea que
x-yeK°N{y}
Luego, por el Teorema 3 7, y e P(x)
Asi, P(x)=¢ paratodo xeX y K esunconunto proximal Entonces,

por la Observacion (5) de la Definicién 2 5, se tiene que, K es un conjunto de

Chebyshev

Corolario 3.9: Sea X un espacio con producto interno y M un subespacio de
X Entonces M es de Chebyshev si y solo si

X=MeM
En particular, si M es un subespacio cerrado y X es un espacio de Hilbert,
entonces

X=MeM*
Demostracion: Esto es consecuencia inmediata del Teorema3.6 (e) y el

Teorema 3 17 (ver también Teorema 2 12).

Observacién: Si K es un cono convexo del espacio con producto interno X,

entonces de los Teoremas 316 y 3.17 se deduce que si X=K K° vy

x=Yy,+2, con y,eK, z,eK° entonces y,=P(x), z,=P.(x)

Finalizaremos esta seccidn con un teorema sobre la continuidad de la
proyeccion métrica, que generaliza los resultados de la observacion del

Teorema 2 12



147

Teorema 3.18: Sea X un espacio con producto internoy M un subespacio

de Chebyshev de X Entonces
a) P, es un operador lineal acotado, y |P,[=1,y M={0}.
b) P, esidempotente
¢) P, es auto-adjunto, es decrr,
(Pu(x), y) = (x, Py(x))
paratodo x,yeX
d) Paratodo xe X
(Pux). ) = Pl |
e) P, es no negativo, o sea
(Pu(x),x)20
paratodo xe X

Demostracion:

a) Sean x,ye X y a,peR Entonces, por el Corolario 3 8,
X =Py(x) +Py.(x), y =Pu(y)+ P, (y)
luego,
| X — Py (x) e M+, y —P,(y)eM*
Como M™ es un subespacio,
(ax+By)-[oPy(x) +BPu(y) e M*
Pero, aP,(x)+pPy(y)eM Luego, porel Corolario 38 (b) se tiene que

Pu(ax +By) = a Py(x) + B Py(y)
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lo que implica que P,, es un operador lineal.

Ademas, por el corolario 3 8 (e), se tiene que
[Put) | <[ ]
para todo xe X Por consiguiente, P,, es un operador lineal acotado vy
[Pul<
Finalmente, supongamos que M¢{O } y sea xeM, x=z0 Entonces,
Pu¥)=x y |Pux)|=|x| Porlotanto, |R,|=1.
b) Sea x € X, entonces P,(x)eM Por lo tanto,
Pa () =Py(Pu(x) ) =PRy(x)
Asipues, P2=P, vy P, es idempotente
c) Sean x,ye X Entonces por el Corolario 3 8 (b),
Pu(x)eM ., y-Pyy)eM"
luego,
(Pu(x) .y =Pu(y)) =0
de donde,
(Pu(x),y) = (Pu(x) , Pu(y))
De igual manera se prueba que
(Pu(¥), X) = (Pu(y), Pu(x)) = (Pu(x), Pu(y)) -
Por consiguiente,

<PM(X) 1y> = (PM(Y) ’ X)> = <X ’ PM(Y))
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d) Tomado y = x en la demostracién de (c) obtenemos

Pu(x) , X) = (Puy) , Pu(x)) = | Pu®) |*

e) Es una consecuencia inmediata de (d)

3.6 Aplicaciones.

Finalizaremos este capitulo con unos ejemplos en los cuales se aplica

directamente la teoria de la mejor aproximacién desarrollada en este trabajo.

Ejemplo 3.5: Sea |c R novacio y £2(l) el espacio con producto interno
defimido en el Ejemplo 1 4 (c) El conjunto

M= {el jel }
donde

e 1> R

0 si 1}

g =3, ={
1

sl 1=

es un conjunto ortonormal de £2(I) Ademas, f£»(I) con ia norma

||xn=[2x2<or

lely
es completo, o sea que f(l) es un espacio de Hilbert
Sea I, un subconjunto novacio del, y definamos el conjunto

Y, ={xeX x()=0 para 1el-I,}
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Es claro que Y, es un subespacio de f(l)
e Probaremos que Y, es cerrado en f2(1) En efecto, sea x e Vuo , entonces

existe una sucesion {x, }-

n=1

de elementosde Y, tal que

Im | x-x,[=0

Nn—»w

Sea

(O JUL

n=1

luego, I' es un conjunto enumerable y

|x-x, =[Z(x<i)—x.,<i) )ZF

el®

por lo tanto

1

Ix(o-xno)ls{ > (x() =%, 0) )’]2 <|x=x, |

el

para todo 1€l

Sea 1el-1, Entonces

1el =] x() - %, =0 < x-x,]|

tel” = | x() — X, ()| < x=x, |

o0 sea que
| x() =%, ()| <[ x~x, |

paratodoiel-1,.
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Pero x,(i)=0 paratodo 1€l-1, por lo tanto
| X0 | <] x-x, |
Asi pues
Oslx(l)]srlliﬂ"x—xn |=0
Esto implica que x(1)=0 paratodo 1el-l, Porlotanto, xeY, y Y, es
un subespacio cerrado del espacio de Hilbert ¢x(1)

Por la observacion (4) de la Definicion 2 4, se tiene que Y, esun

subespacio completo y de Chebyshev de /(1).

Consideremos el conjunto

M|o = {el ie Io}
luego, M, es un subconjunto ortonormal de Y, .
Probemos que Y, "M, ={0} Enefecto, Si xeY, MM, entonces

x(1)=0 paratodo 1el-1,

(x,e)=x(1)=0 paratodoi¢l,
Por consiguiente,
x=0 y Y NM ={0}
Como Y, es un subespacio completo de £5(1), por el Corolario 3.7 se tiene

que M, es una base ortonormal de

lo
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Por el Teorema 3 15, se tiene que para todo xefa(l),

P, = D (xe)e=> x()e,

ech,, iely
En particular, si |, =1, entonces

M, =M , Y =)
osea que M es una base ortonormal para (1) y

X = ZX(I) e =Y x()e,

el 1€l

para todo xef»(l).

Ejemplo‘ 3.6: Sea
r={(t,x(t))eR? 1=12-,m }
un conjunto de datos. Para cada n <m fijo, determinar un polinomio
p(t) = zn: o, t*
k=0
de grado a los sumo n, tal que la expresion

i_ | x(t) -t | 2

sea minima
En efecto, sea 0<n<m fijo, |={t,t,- -,t,} y consideremos el espacio con

producto interno (’z(l) definido en el Ejemplo 14 (¢) Denotemos por M el

subespacio de f2(I) formado por los polinomios de grado a lo sumo igual a n
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Note que la funcién x | > R cuyo grafo es el conjunto I' es un elemento de

{2(l) Ademas, paratodo pe M se tiene que

| x-p[ =3 | xtt)-p(t)|*
Por otro lado, como {1, t, t%,.. t" } es una base para el subespacio M de

{2(1), por el Teorema 39 se tiene que p(t)= Za,t‘ es la mejor aproximacion
1=0

a x por elementos de M si y solo si los o, satisface la ecuacién normal

n

Yaft, ty=(xt) , 1=0,1,2, ,n (31)

1=0

donde

<x, t’> =

Por lo tanto, la ecuacion normal (3 1) se puede escrnbir como

x(t) t

n
k=1

ia,(it}j‘)=ix(tk)t‘, j=0,1,2, .n 32)

1=0 k=1 ki=1
En particular
a) En el caso de la mejor aproximacién a x por medio de constantes (o sea

n=0), la ecuacién normal (3 2) se reduce a

L

m
1 k=1

x(t,)

m
aO
k=

de donde,

18 t
= — X
o, m; (t)
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b) En el caso de la mejor aproximacion a x por medio de polinomios lineales
(n=1),
c) p(t)=a,+a,t

donde o, y a, estan determinados por el sistema

m m
aoz 1+ a1z t. =
K=1 k=1

x(t)

m
k=1

O sea

Ejemplo 3.7: Consideremos el siguiente sistema de m ecuaciones lineales
con n incégnitas
)
A, X +a, X, +--+a,,X, =b,
a, X, +a,, X, +---+a,.X, =b,

Apq Xy +an, Xy +-+3,,X, =b,,
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Utiizando matrices, este sistema se puede escribir como
Ax=b
donde

A=(a,)

mxn

, x=(x,X%,, --,x,)eR" , b=(b,b,,---,b,)eR"
n 2

En este problema se desea minimizar la expresion

m n 2

Z Z a, xl_bl

1=1 =1

Para resolver este problema utilizaremos los resultados de la teoria de la mejor
aproximacién desarrollada en este trabajo En efecto, sea 1={12---,n} y
consideremos el espacio con producto Interno f»(l) defindo en el
Ejemplo 1 4 (c)

Note que en este caso, f>(I) =R" y nuestro problema equivale a encontrar un

x eR" que minimice la expresién

2
ly-o =l Ax-bF -5 5 a,5,-1)

1=1 =1

donde

y=Ax=(Za” , Day, ,Zam, J
3=1 1=1 1=

Denotemos
M={yeR"‘ y=Ax |, XER"}
Como M es el rango de A, M es un subespacio cerrado de R™ Por

consiguiente, este problema puede ser reformulado como sigue



156

Determinar la mejor aproximacién y,=Ax, a b por elementos del

subespacio M de R™

Por el Teorema 38, y, =P, (b) siysolosi b-y, eM*, esdecrr,
(b-y, Ax)=0
para todo XeR™ Por lotanto, y, =P,(x) siy solo si
(A'(0-y,),x)=0
para todo xeR" donde A' esla matriz transpuesta de A Pero,
(A'b-y,).x)=0, para todo xeR" & A'(b-y,)=0
Por lo tanto,
y,=P,(b) si y solo si A'b=A'y,
Ahora bien, como vy ,eM, existe un x eR" tal que y,=Ax, Por
consiguiente, x, eR" es una solucién de este problema sy solo si
A'Ax, =A'b
En particular, si la matnz A'A es invertible, entonces existe una Gnica

solucion x, al problema, dada por
x, =(A'A]'Alb
Sin embargo, si A'A no es invertible, entonces el problema tiene infinitas

soluciones, las cuales son las soluciones del sistema

A'Ax =A'b
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Queremos puntualizar que esto , de ninguna manera, contradice la unicidad de
la mejor aproximacion en el Corolario 2.2, ya que a pesar que existen varios
x eR" que minimizan la expresion dada, todos estos vectores tiene la propiedad

de que Ax=y,, donde y, es la mejor aproximacion (inica) a b por

elementos de M

Ejemplo 3.8: Sea x [ab]—> R una funcién continua Para un nimero

natural fijo n, se desea determinar un polinomio
n
pt) =D at',
1=0
de grado a lo sumo n, que minimice la expresion
b
[(x(ty-p(t) )dt
a

En efecto, sea

X=6(la,b],R)={x [ab] >R/ x es continua}

con el producto interno dado por

b

<mw=jnnﬂnm

y M el subespacio de X de los polinomios de grado a lo sumo igual a n

Como M es de dimensién finta, M es un subespacio completo, y por lo tanto
cerrado, de X

Usando el resultado de la teoria de la mejor aproximacién, el problema consiste

en determinar la mejor aproximacién a x por elementos del subespacio M.
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Como {1, t, t%,-- ,t" } es una base para M, por el Teorema 3 9 se tiene que
p(t) = ot
1=0

es la mejor aproximacién x por elementos de M si y solo si los «, satisfacen la

ecuacion normal

n

a (t,t)=(x,t') , j=01--,n
Sa,{t.t)=(x.t)
Asi pues,
p(t)=za‘1tl
1=0

es la mejor aproximacion a x por elementos de M si y solo si

b b

> a, jt'ﬂ dt = jtl x(t)dt, j=0,1,--,n
a a

o equivalentemente

. b
zl+(j,l+1 (b,+,+1_a|+1+1 )= Itl X(t) dt , j=0, I,---,n
1=0 &

En particular, la mejor aproximacién a x por constantes (o sea n = 0) esta

dada por
b
o, (b-a) = j x(t)-dt
sea que

x(t) dt

3]
o
l
o
[ =N
]
m._'c'

es el valor medio de la integral de x



10

11

12
13
14

15
16

17

159

BIBLIOGRAFiIA

W Arveson A Short Course on Spectral Theory, Springer- Verlag, 2002
E Asplund Chebysev sets in Hilbert space, Trans Amer Math Soc, 1969

J.P Ausbin Applied Funtional Analysis, Wiley-Intersciencie, New York,
1979

G Bachman and L Narici, Functional Analysis, Academic University Press,
Cambridge, 1996

S K Berbenan, Lectures in Functional Analysis and Operator Theory,
Springer-Verlag, 1988.

M Berger, Nonlineanty and Functional Analysis, Academic Press, New
York, 1977

N Boccara, Functional Analysis, an Introduction for Physicists, Academic
Press, New York, 1990

B Bollobas, Linear Analysis an Introductory Course, Cambridge University
Press, Cambridge, 1990

N Borubaki, Elements of Mathematics Funtions of a Real Variable
Elementary Theory, Springer-Verlag, New York, 2004

D Braess, Nonlinear Approximation Theory, Springer-Verlag, New York,
1986

Conway, A course In Functional Analysis, Springer-Verlag, New York, 1990
Deimling, Nonlinear Functional Analysis, Springer-Verlag, New York, 1985

F Deutsch Best Approximation in Inner Product Spaces Springer-Verlag,
New York, 2001

J. Dugundji, Fixed Point Theory, Springer-Verlag, New York, 2003

D. Estep, Practical Analysis in One Vanable, Springer-Verlag, New York,
2002

F Fabian, Functional Analysis and Infinite-Dimensional Geometry,
Springer-Verlag, 2001



18
19

20
21
22
23

24

25
26
27

28
29
30
31

32

33.

34
35

36.

37

160

R V Gamkrelidze (Ed), Analysis Il, Springer-Verlag, New York, 1990

J Giles, Introduction to the Analysis of Normed Linear Spaces, Cambridge
University Press, Cambridge, 2000

R Godement, analysis |, Springer-Verlag, New York, 2004
H G Heuser, Functional Analysis, John Wiley and Sons, New York, 1982.
H Hochstadt, Integral Equations, John Wiley and Sons, New York, 1973

L Kantorovich and G Akilov, Functional Analysis, Pergamon Press, New
York, 1982

L Kantorovich and G Akiov, Functional Analysis in Normed Spaces,
Macmillan, New York, 1964

R P Kanwal, Linear Integral Equations, Birkhauser, 1996
R Kress, Linear Integral Equations, Springer-Verlag, New York, 1989

E Kreyszig Introductoty Functional Analysis with Applications, John Wiley
and Sons, New York, 1978

C S Kubrusly, Elements of Operator Theory, Birkhauser, 2000
S Lang, Analysis ll, Addiso-Wesley , Reading,Massachusetts, 1969.
S M Nikol'skn (Ed), Analysis |lI, Springer-Verlag, New York, 1991

E Meggison, An Introduction to Banach Space Theory, Springer-Verlag,
New York, 1998

M  Philips, Interpolation and Approximation by Polinomials, Springer-
Verlag, New York, 2003

D Portes and D Stirling; Integral Equations, Cambridge University Press,
Cambridge, 1990

C C Pugh, Real Mathematical Analysis, Springer-Verlag, New York, 2004

G Ramm, A simple Proof of the Fredholm Alternatve and a
Charactenzation of the Fredholm Operators, Amer Math. Monthly 108
(2001), 855-860

M Robbera, A Conciense Approach to Mathematical Analysis, Springer-
Verlag, New York, 2004

W Rudin, Functional Analysis, Mc Graw Hill, New York, 1973



38
39
40

41.

42
43

44

45

46

47

161

K Saxe, Biginning Functional Analysis Springer-Verlag, New York, 2000
V S Sunder, Functional Analysts, Birkhdauser, Cambridge, 1998

M Takesaki, Theory of Operator Algebras |, Springer-Verlag, 2002

M Takesaki, Theory of Operator Algebras Il, Springer-Veriag, 2003

M Takesaki, Theory of Operator Algebras Ill, Springer-Veriag, 2003

A Vretblad, Fourier Analysis and its Appiications, Springer-Verlag, New
York, 2003.

P Walker, Examples y Theorems in Analysis, Springer-Verlag, New York,
2004

Zeidler, Nonlinear Functinal Analysis and its Applications | Fixed-Point
Theorems, Springer-Verlag, New York, 1986

V A Zonch, Mathematical Analysis |, Springer-Verlag, New York,
2004

V A Zorich, Mathematical Analysis Il, Springer-Verlag, New York,
2004.



