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RESUMEN

Generalmente tomar una decisién involucra situaciones complejas ya que la decision debe
tomarse teniendo en cuenta diversos critetios en conflicto que deben ser resueltos, en muchas
ocasiones, considerando a varios decisores, cada uno de los cuales tiene su propio punto de vista; el
método que se elija para tomar la decisién debe tomar en cuenta estas situaciones. En este trabajo
se presenta “El Proceso de Jerarquia Analitica” desarrollado por Thomas Lorie Saaty como un
método de ayuda para la toma de decisiones, que puede aplicarse en distintas actividades humanas.

En el Proceso de Jerarquia Analitica, los elementos bésicos del problema se estructuran en
niveles que representan la estructura del sistema en el que se enmarca el problema, luego, a través de
simples comparaciones por pares, que reflejan la fuerza relativa de las preferencias y los sentimientos
del decisor, este proceso permite tomar decisiones efectivas en problemas complejos, simplificando y
aligerando el proceso natural de toma de decisiones a través de tres principios que se aplican en la
solucion de los problemas.

SUMARY

To make a decision, generally involves complex situations since decision should be made by
taking in to account different criteria 1n conflict, and they should be solved various decisors 1n which
each ope has its own pomt of view. The method, chosen to make a decision should take m to
account this situation In this work 1t 1s presented the Analytic Hierarchy Process developed by
Thomas Lorie Saaty as a helping method to make decisions and it can be applied in different human
activities.

In the Analytic Hierarchy Process the structure of the system in which the problems 1s
involved, then by means of simple comparisons in pair that reflect the relative strength of preference
and the sentiments of the decision make, 1t allows us to make decision effectively i complex
problems, simplifying and fastening the natural process of making decisions by means of three
pnnciples that are applied m solving problems



INTRODUCCION

Resolver un problema de toma de decisiones se traduce en la acci6n de elegir, entre vanas
alternativas, la mejor. [Esta eleccion esta apoyada por acciones de medicion de las alternativas y/o
de los atributos, a través de una funcién objetivo, una funcién de utilidad, o una funcién de valor,
entre otras. Es el caso de los problemas que se resuelven por programacion lineal, dinamica, o no
hineal, por los métodos de sobreclasificacion y por el proceso de jerarquia analitica.

I.a vanedad de técnicas de medicion se han denivado por la consideracion de algunos
pardmetros, tales como el nesgo o la incertidumbre en las preferencias, el mimero de atributos
tomados en cuenta, el numero de decisiones, la independencia preferencial entre los atributos, u otras
serie de aspectos. El resultado es una medida umica para cada alternativa, lo que las convierte,
cuahtativamente, en elementos comparables para los efectos de la eleccion.

El Proceso de Jerarquia Analitica (PJA) es un método de ayuda en la toma de decisiones,
usada para evaluar alternativas descritas a través de multiples atributos con objetivos en conflicto
entre uno a mas actores, este ha recibido especial atenciéon desde su desarrollo por Thomas Lone
Saaty en 1971 para dar soluciones a problemas de planeacién de contingencias militares.

Esta técnica ha probado ser una metodologia uhl en gran vanedad de situaciones, que van
desde problemas personales simples hasta problemas de decisiones complejas que involucran
grandes sumas de dinero. Entre las areas de aphcacion se pueden mencionar: planificacién,
decisiones secuenciales, disefios, finanzas, pronosticos, mercadeo, ecologia, medicina, leyes,
transferencia de tecnologia, sector publico, hidrdulica, control de vuelos, ingenieria y administracion.

En 1988 Thomas Lone Saaty publica el libro The Analytic Hierarchy Process, revision y
amphaci6n del libro con el msmo titulo publhicado en 1980, en el cual expone el fundamento tedrico
del método.  Aparte de este, se han publicado un gran numero de articulos por él y otros



investigadores en los que se profundiza el método, se extiende, se modifica y se vincula con otras
teorias.

En este trabajo se presenta El Proceso de Jerarquia Analitica como una téenica en la Toma de
Decisiones Multiatributos

El trabajo se estructura de la siguiente manera: En el Capitulo I se mencionan los
componentes de un problema de Toma de Decisiones Multiatributos en forma general y se explica
como estas componentes pueden estructurarse y dar lugar a arreglos matriciales.

En el Capitulo II se presenta una descripci6n del Proceso de Jerarquia Analitica, se explica
como el proceso se desarrolla con base en tres principios fundamentales y se analizan-e] fundamento

axaomatico del proceso y algunos resultados tednicos

En el Capitulo IIT se ilustra el proceso en un problema de aplicacion sobre seleccion de una
cartera de inversion.



CAPITULOI
COMPONENTES DE UN PROBLEMA DE TOMA
DE DECISIONES MULTIATRIBUTO



1.1. GENERALIDADES

El proceso de toma de decisiones no consiste inicamente en seleccionar una alternativa
entre un conjunto de ellas. En la prictica, la toma de una decisién es el resultado de un proceso
analttico que consta de varias etapas una de las cuales es la seleccitn.  Este proceso es el
desarrollo de confrontaciones permanentes entre las preferencias de los interventores dentro de
las esferas donde ellos se mueven. En algunos casos la decision se reduce solo a un acto de
eleccién final que en ocasiones es inapropiada ya que en el proceso pueden aparecer opciones
miermedias no consideradas en la seleccion final, sobre tods ‘cuando se selecciona con base en
decisiones anferiores, que en conjunto constituyen la decision final como sintesis de las

anteriores.

La decisién puede ser tomada por un solo individuo o por un conjunto de ellos, a estos
actores se les denomina decisores. El decisor es el que precisa los objetivos que se persiguen en

el proceso de decision.

Para tomar una buena decision se deben tomar en cuenta los siguientes aspectos:

1 Emmerar la mayor cantidad de posibilidades que puedan ser consideradas como
objeto de la decisién.

2. Analizar las consecuencias de cada una de las posibilidades emumeradas, con el fin

de detectar sus ventajas y desventajas.



3 Evaluar las diferentes posibilidades para detectar el valor relativo o los defectos de
cada una de ellas.
4 Clasificar las conclusiones de las evaluaciones de los decisores.

En resumen, hay que tener en cuenta que para tomar una buena decisién se debe contar

con excelente informacién, un analisis cientifico y una deduccion rigurosa.

1.2. . TOMA DE DECISIONES MULTICRITERIO

En la segunda guerra mundial, cuando 1a investigacién de operaciones empez6 a tener
auge, los problemas de decisién tomaban la forma de la optimacién de una funcién objetrvo (por
ejemplo, de la funcion de utilidad). Esto representaba una ventaja porque la situacion se
presenta como un problema matemético bien defimdo, pero con el mconveniente, en muchos
casos, de apartarse de la realidad.  Posteriormente surgen muevos enfoques que tratan de
solucionar estos impedimentos y de ser mds realistas en los supuestos acerca de las propiedades
matematicas de las relaciones de preferencias, tomando en cuenta mmiltrples criterios y decisores

La toma de decisiones multicriterio es un término que se usa para referirse a los métodos
de soluci6n para tomar decisiones en problemas multiobjetivos y/o multiatributos y a aquellos
que utilizan relaciones binarias de sobreclasificacién  Aunque en la bibliografia universal sobre
el tema no se presenta una separacién entre mmitiobjetivo y mulfiatributo, vale la pena aclarar



que, conceptualmente, multiobjetivo se refiere a los objetivos del decisor, mientras que los
atributos rltiples caracterizan a las alternativas y determinan la medida en que se logra cada
objetivo.  Las técnicas referentes a situaciones de atnbutos miltiples requieren de la preferencia
del decisor sobre el espacio de atributos, mientras que las de objetrvos multiples requieren
informacién de las preferencias sobre los distintos objetivos y de la forma en que estas son

medidas a través de los atributos

El mimero de posibles altemativas de solucién al problema de toma de decisién
multicriterio, define dos categorias: El 4rea de la Toma de Decisiones Multiobjetivo que se
dedica a los problemas con un mimero mfinito de alternativas y el 4rea de Ia Toma de Decisiones
Multiatributo cuyo rasgo distinguible es que estudia modelos en los que, usualmente, existe un
mimero finito de alternativas. Convencionalmente ambos grupos de problemas asumen un tmico

decisor o al menos un conjunto de opiniones ya umficadas.

12.1 Toma de Decisiones Multiatributo

En un problema de toma de decisiones multiatnibutos las altemnativas predetermimadas
estan asociadas a un nivel de logro de ciertos atnbutos (no necesartamente cuantificables) que
sirven de base para la toma de la decision.  La seleccion final de la alternativa se efectia con la

ayuda de comparaciones infer e infra atnbutos que pueden estar vinculadas a tasas de

sustituciones implicitas o explicitas



Enhmmadedemsionmmulﬁambmoslasophﬁomdebsdemsmvadanenformay

profundidad. J.as preferencias se pueden indicar a través de los atnbutos o de las alternativas.

Se puede conchuir que en todo problemsa de toma de decisiones mulhatnbuto destacan
tres componentes: las altemativas, los criterios y los decisores. En esta seccidn se mostrara
como estos componentes pueden combinarse y conformar diferentes matrices  Esto nos llevara
almadiscusiénsobrelaponderaciényvaloresmcadamauizyalarev:sibndelos

Sean A un conpmto de m altemativos A,,A,,...,A_; C un conjunto de n cnterios
C,,Cy,...,C,, YD un conpnto de L decisores D,,D,,...,D; éstas tres componentes se

pueden combinar y formar arreglos matriciales como los sigwmentes:

Al Ay - A - Ag D, D --- Dy - D
C, [ I C [ |
C2 C2
C.l SJl C.l S
Cal Ca )




S,,,wlapondemciéndelaaltemaﬁvaideawerdooonelmtmoj.
S,k,wlapondemciéndeldecisorkpmaelmitmioj.
S, es la ponderacion del decisor k para la altemativa i.

Otras matnices que describen relaciones enfre las componentes son las de las
dtemaﬁws,hsdebsaitmiosyhsdebsdecisom,qmsmimoﬁemdaspormgmpode

decisores o por cada uno en particular, al hacer composiciones internas entre cada uno de estos

componentes.
A Ay oo A e A CE C, C,
Al | c,[ l
A, C,
A C,
Agl C.

Matnz de Alternativas Matnz de Cntenos



Matriz de Decisores

En las matrices de decisores se tiene el problema de establecer quén debe dar la
ponderacion. Cada decisor debe ser capaz de identificar los asuntos comnmes entre ellos, al

igual que los puntos de contraste y confrontacién.

En esta primea etapa se trat6 la formacion de un conjunto de matrices que suministran
un marco de trabajo util para manejar el debate de la descripcion de las alternativas, los entenios
y los decisores. Posterionmente se debe considerar como se puede derivar la ponderacion de

cada una de ellas y como pueden ser usadas.

1.3. PONDERACIONES

Una vez que se ha decidido qué matriz se va a examinar, la sigmente tarea es obtener la

ponderacion para las entradas. Para esto pueden ser utilizadas algunas escalas de medidas que

se describen brevemente:



Escala de Proporcién: Contiene informacion para ser usada como punto de partida,

proporciona el ongen y la magmitud de la unidad de medida

Escala Nominal: Provee informacion categorica, lo que hace dificll su uso para

propositos comparativos.

Escala Ordinal: Es empleada frecuentemente por planificadores  Si se usa debe
tenerse cdado y asegurarse de que no se realicen operaciones aritméticas con ella  Esta escala
0o da detalles de magnitudes de diferencias.

Escala de Intervalo: Contiene informacion de magnitudes de diferencias

Al colocar mimeros en las matrices se debe declarar la escala, de manera que se eviten

ambiguedades y se alcance la mixima precision.  Una smple anotacion de mmmeros sin

explicaciones puede llevar a conclusiones falsas

14 ESTANDARIZACION DE DATOS EN BRUTO

La razén para estandanzar los datos se encuentra en el argumento de que los valores

estandanzados dan una estructura umforme a la informacion.  S1 se desea combinar valores de

un conjunto de cntenos es necesano que las escalas que se usen sean conmensuradas, de manera



que los datos en bruto puedan ser estandanzados. Hay vanas formas de estandanzar la

informacién; entre estas:

Ponderaci6n del critenio
a.
' todas las ponderaciones

b Ponderacién del cnteno
" Ponderacién maxima

Ponderacién del cniteno - Ponderacion minima
Ponderaci6n mésxama - Ponderacidn minima

Ponderaci6n del ciiterio
' Z (Ponderacion en bruto)?

1.5. ERRORES EN LA ESTIMACION DE PONDERACIONES

Un reconocimiento explicito de posibles errores asociados a valores en las matrices
puede ayudar a reducir la incidencia de alternarvas con errores.  Posiblemente el enfoque mas
satisfactorio sea el usar pruebas de sensibilidad asurmendo diferentes cantidades de errores. Las
estimaciones para los errores se pueden obtener por anAlisis técnico o examinando pasadas
expenencias. También pueden hacerse ajustes arbirrarios con el proposito de identificar la
maxima cantidad de efrores que se necesita con el fin de cambar una clasificacion. Este

9



enfoque parece ser el mas fuerte; ya que un pequefio cambio en la ponderacién de un cniterio
particular puede alterar draméticamente el afractivo de una altemativa. En otros casos puede

que las variaciones consideradas en la ponderacion produzean la misma clasificacion.

1.6. ORDEN DE LOS CRITERIOS

La aplicacion de una técnica particular de toma de decisiones con mmltiples cnterios
exige el ordenamiento de los criterios. Unas, posibles estrategias para establecer este orden

serian:

1. Asumir que todos son de igual importancia.

2. Ordenarlos subjetivamente de mayor a menor importancia.

3. Asignarle peso a los criterios para indicar su importancia relativa.

Con relacién a esta ulima forma, se cuenta con un método para asignar peso a los
criterios, basandose en la formacion de matrices positivas reciprocas. Este método, propuesto
por Thomas L. Saaty, es el objeto de este trabajo, y sert descrito con profundidad en el siguiente

capitulo

10



CAPITULOII
EL PROCESO DE JERARQUIA ANALITICA



2.1. INTRODUCCION

En el proceso de toma de decsiones, el problema basico es el de tener que elegir la mejor
opci6n dentro de un comunio de alternativas competiivas, que son evaluadas bajo critenos en

conflicto

Un método de ayuda a la toma de decisiones es el Proceso de Jerarquia Analitica (PJA)
que fue desarrollado por Thomas Lorie Saaty en 1971 para dar solucién a problemas de
planeacién de contingencias militares, y que, desde entonces. ha encontrado aplicacion en
distintas actividades humanas que mnvolucran toma de decisiones EL PJA brinda un marco de
trabajo comprensivo para resolver problemas que pueden 1r desde los de indole personal hasta

los de caricter nacional, desde los mas simples hasta los mas complejos.
El PJA es una técnica que presenta a los elememos de un problema organizados en
Jmarqnasombasemhmmmaﬁdadlosdmglmamsmomnpmﬁnmmaspequﬁésthgo,a

través de simples comparaciones de juicios, desarrolla prioridades en cada jerarquia.

En este capitulo se presentan los tres prmcipios que ngen el PJA y los axiomas y

teoremas que lo fundamentan.

12



2.2. PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DEL PJA

El Proceso de Jerarquia Analitica se basa en tres principios fundamentales: el principio
de descomposicion, el de juicio comparativo o de comparacion y el de sintesis de prioridades.

2.2.1. Principio De Descompeosicién

El principio de descomposicién se aplica en la estructuracién de la jerarquia que
representa la relacién entre los elementos que intervienen en el problema de decision. Una vez
que se han reunido todos los elementos basicos del problema se debe armar la estructura
comrespondiente. Una manera efectiva de hacer esto es trabajar de arriba hacia abajo, ubiwcando
en la cima de la jerarquia el objetivo general o principal del problema, éste serd el pnmer nivel
Los niveles mas bajos contienen criterios o atributos, que contribuyen a la calidad de la decisién
y cuyos detalles aumentan a medida que se baja de nivel. El 1iltimo nivel contiene las posibles
altemnativas de solucion al problema. Los elementos en cada nivel pueden ser considerados
como refinamiento o descomposicién de los elementos del nivel inmediato superior. En la

siguiente figura se muestra la estructura general de una jerarquia.

13



OBJETIVO

Nivel 1

GENERAL

Estructura de una jerarquia

al

It
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Jerarquias Completas O Incompletas

Surge aqui la pregunia ;Cudntos mveles se deben mcluir en una jerarquia? FEn la
pricuca no hay un procedimiento general establecido para generar los objetivos, critenios,
atnibutos y suberitenios que deben ser incluidos en una jerarquia.  Una regla general al constnor
12 jerarquia es que ésta debe ser suficientemente compleja para captar y mostrar la situacién,

pero pequedia y suficentemente flexable para ser senstble a los cambios

Una jerarquia es completa cuando todos los elementos de un nivel tienen a todos los
elementos del mivel que le sigue como descendientes. De otra manem se dice que 1a jerarquia es

incompleta.

A contmuacién se presenta un problema de decision y se muestra la jerarquia que lo

representa.

Ejemplo 1:
El padre de un estudiante desea seleccionar el mejor colegio secundano para su hyjo, de

acuerdo a cuatro crtenios que ha establecido: C, localizacion, Cp: reputacion, Cs. rehgion,
C. excelencia académica. Como el costo es

cas1 el mismo en todos los colegios candidatos. este no esta mchuido como un crteno.  Después

de analizar muchas alternativas, el padre selecciono a cinco de ellas:  A;  San Agustin, Ay,

15



San Vicente de Paul, A; Instituto Panamencano, A, Javier, As.  Episcopal San Cristobal.
e acuerdo con esios elennentos distinguidos del problema, la jerarquia que lo representa

constara de tres niveles que se estructuran asi.

Foco Elegir el mejor colegio

Crterios

Jerarquia Completa

2.22 Principio De Juicio Camparative

En esta etapa del proceso se determunan algunos datos importanies a partir de
comparaciones por pares de los elementos que intervienen en la decision. Estos datos de
entrada del problema se deducen de comparaciones por pares concemientes a la importancia
relativa entre los clementos de un mivel de la jerarquia con respecto a los clementos del mvel

inmediato supenior y contorman una matnz cuadrada, llamada de comparacion

16



Matnices de Comparacion

Segim la propuesta de Saaty, las matrices de comparaciones empleadas en el PJA son

recrprocas positivas. Una matriz cuadrada A de orden n es rectproca postiiva si:

au>0,pamtoda1,j=l,...,n
a, =1, paatoda i=1, .,n

1 ..
a =-—, paatodaij=1, ..n

1

Supongamos que el mvel k de una jerarquia esta formado por n elementos y que bes un
elemento en el nivel inmediaio superior.  Se denotard por A a la matnz cuadrada de
comparaciones de los elementos del mvel k.  Sus filas y columnas comesponden a los
elementos del nivel. Las entradas de esta matnz de orden n se obhienen de lo siguienie  se
comparan por pares los elementos del mvel en relacién al grado de importancia de uno sobre el
otro respecto al elemento b. Se evaliia la importancia, por ejemplo del i-ésmmo elemento sobre el
j-és1mo, de acuerdo con una escala mumérica v se coloca el numero asignado en la enfrada a, de

lamatnz. De esto se deduce que enla comparacién de la importancia del j-ésimo elemento

sobre el i-ésimo, Ia calificacién debers ser —— y que sobre la diagonal las entradas seran iguales,

a,

pues se compara cada elemento con él mismo

17



Escala de Comparacion:
Para calificar ]a comparacién se usa una escala proporcional del 1 a 9, siguiendo las
ideas de Saaty (1980). En la fabla #1 se presenta esta escala. En ella, un valor de 1 indica que

en la comparacién de las dos altemativas, cnitenos, decisores etc., ambos ftienen "idéntica
importancia”. Un valor de 9 indica que el primer elemento del par es "absolutamente mas
importante” que el segundo. Una ponderacion de 3 indica que el primero del par es "débilmente
mﬁsnnpoﬁame" 5 sugiere que el primero del par es "fuertemente mas importante” y 7 que el
primero es de una "importancia mucho mas fuerte” que el otro. En general la entrada a, de la
matriz. A de comparacion representa la mnportancia relativa, segin la opinién del decisor;-det
elemento i sobre el elemento j.

18



TABLA 1

ESCALA DE IMPORTANCIA RELATIVA

INTENSIDAD DE DEFINICION EXPLICACION
IMPORTANCIA
Las dos actividades
1 Igual importancia ccmibuym igualmente al
objetivo.
Las expeniencias y el juicio
3 Importancia débil de una | favorecen ligeramente a una
sobre 1a otra. actividad sobre 1a otra.
Las expesriencias y el juicio
5 Importancia fuerte. favorecen a una actividad
sobre la otra.
Una actividad es favorecida
7 Importancia muy foerte y | muy fuertemente sobre la
demostrada. otra; su dominio estd
demostrado en la prictica.
La evidencia que favorece a
una actividad sobre la otra es
9 Importancia absoluta. del mayor orden posible de
confirmacién.
2,4,6,8 Valores intermedios entre | Se usa cuando se necesita otro
valores adyacentes de la | nivel de precision
escala.
Reciproco o inverso Si se asigna a, al comparar la
actividad i sobre la j,

mtmsseasigm—l-al

a
3
compararlajconlai

19




Por ejemplo, se considera la matriz A de comparaciones del ultimo nivel, el de las m
altemativas A;, Ay, .... An de una jerarquia. Algunas entradas de 1a matriz son las siguientes:

A, A, - A - A
A1 9 o 13 o 1]

A, 1/9 1 1/4

A= A, 3 4 1
Al 1 1

Estas entradas han sido dispuestas de acuerdo a 1a escala de comparacion de 1a tabla 1:
Las entradas de la diagonal son 1.
a;; =9 indica que la altemativa 1 "es absolutamente mas importante” que
la2.
a; =3 indica que la altemmativa i es "débilmente mas importante™ que la 1.
8y =1 indica que la alternativas 1 y m son de "igual importancia”.

Ademas, los valores reciprocos, de éstos son colocados en las entradas simétricas:

1

a12=§
g =1
!1_3
a_ =1
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Justificacionde laescalade 12 9

La justificacion de esta escala estd dada por la Ley Psicofisica de Weber - Fechner

formmiada en 1846.

Para formmlar su ley, Emest H Weber considera un estimulo como un elemenio medible,
por ejemplo, de medida s Se mncrementé s en una cantidad minima As hasta obtener un punto
donde los sentidos pudieran distinguir entre s y s + As (As es llamada la diferencia notable justa),

se denota por r al coctente As's

La Ley establece que el cambio en la sensacion es notoro cuando el estimulo es
incrementado por un porcentaje constante del propo estimulo, y es valida en rangos donde As es

pequefia comparada con s. en consecuencia, falla cuando s es muy pequefia o muy grande.

En 1860 Gustav T  Fechner considerd una secuencia de estimulos notablemente
creciente. Denot6 a la prumera medida del estimulo como so. A la medida del siguiente

estimulo notable, por:

As
s, =8, +4s, =5, ———3, =3, (1+r), utlizando la Ley de Weber. Similarmente
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s, =s,,@a=sa (@=0,1,.)

Asi los estimulos de diferencias notables siguen secuencialmente en una progresion
geaméirica. Fechner pens6 que las sensaciones correspondientes podrian seguir una a la
otra en una secuencia aritmética que ocurre en puntos discretos en los que se dan
diferencias notables justas. Esto se obtiene cuando se resuelve la ultima expresion para n.
Se tiene que:

log s, = log 5, +n log &
nlog @=logs:-log s,

n= logs,-logs,
log @

loga

En psicofisica la sensacién es funcion lineal del logaritmo del estimulo. Luego si M es

la sensacion y s el estimulo entonces:
M=alogs+b, a0

Se asume que el estimmlo surge al realizar comparaciones por pares de actividades
relativamente comprables, e interesan las respuestas cuyos valores mméricos estén en forma de
razones.
De esta manera b =0, de donde se obtiene que log s, =06 bien que s, =1.
La siguiente respuesta notable se debe al estimmulo
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Esto produce una respuesta de
loge _
loga
El siguiente estimulo es
s, =s,a’
que conduce a una respuesta de 2.

En conclusién, para una secuencia de estimulos crecientes (como la secuencia de

comparaciones), la secuencia de respuestases 1,23, .

Por ofro lado existen algunas razones que justifican que el limite superior sea 9
Experimentos psicologicos han mostrado que la habilidad humana para diferenciar es muy
restringida dentro de ciertos ltmites y que cuando hay disparidad entre los objetos o actividades
que son comparados, los juicios tienden a ser arbitrarios y, commmmente, lejos de ser verdaderos.

Esto sugijere que la escala a utilizar deba tener limites finitos.

representada por cinco atnbutos: igual, débil, fuerte, muy fuerte y absoluto, y que se pueden
hacer amreglos entre atributos adyacentes cuando se necesita mayor precision. En total, una
persona puede comparar 7 + 2 valores y éstos deben ser consecutivos para distinguir las
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La ley de Weber - Fechner y las mzones que se acaban de exponer justifican que la

escala de valores que propone Saaty seade 1a 9

Consistencia y Transitividad

E1 PJA no requiere que los juicios emtidos por el decisor sean consistentes y transitivos
Si el criterio del decisor es “perfecto” en todas las comparaciones, enfonces se tendra que

a, =aa, pamtoday, j, ky se dird entonces que la matniz. A es consistente

Cuando el dectsor emite sus juicios cuahitativamente y se traducen en valores numeérncos
de acuerdo a una escala, no se puede esperar consistencia cardinal, ya que las preferencias varian
de acuerdo a muchos factores y no obedecen una regla fija.  Tampoco se puede esperar
consistencia ordinal pues las preferencias de las personas no necesanamente son transitvas
Por ejemplo, st la wnportancia relativa de ¢; es mayor que la de ¢; y la imporiancia relattva de c;
es mayor que la de c3, entonces la relacion de importancia de ¢; no necesanamente es mayor que
la de ¢3, esto ocurre comummente con los criterios del ser humano. Por supuesio que un modelo
puede requenr transitividad interna.  Kenneth May [10] estudi6 1a idea de que la intransitividad,

en medio de las preferencias, puede ser un fenomeno natural y no una consecuencia de cnienos

emrados



El Vector de Prioridades Relativas como un_vector caracteristico

Se consideran n criterios ¢;, Cy,..., ¢, € cierto nivel de una jerarquia. Se desea encontrar
sus pesos relativos wi, Wa, ..., W, conforme a algun criterio del nivel antenior.  El recurso basico
es una mainz de mimeros, que represente las opiniones sobre las comparaciones por pares. El

vector caracteristico de esta matriz es el escogido para proporcionar las prioridades.

Se denotara por ¢, al mimero que indica la magnitud de la comparacién de ¢, sobre ¢, y
por C = (c,) a la matnz conformada por éstos mimeros. La matnz C también es reciproca, es

decir: ¢, = —.

Cy

Si las comparaciones estin basadas en medidas exactas, es decir, si los pesos

W,, W,,..., W, son conocidos, entonces:

¢, =1 i j=1,...,n 1)

por lo tanto la matriz C resulta consistente pues

Cx =CCyx

1 1

c, =p—s=—
3 w,]
wl
De la ecuacion (1) se puede escribir
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c,e—=1 1)=1,.,n
W,

Y en consecuencia que:
So,w, =2 1
C,W, =—= 1=1,..0
=l L w, n,
Dc,w, =ow,, i=l...n
s=1
lo que equivale a escribir

CW =W @
Esta ecuacién expresa que W es un vector caracteristico de la matriz C con valor

caracteristicon.  En forma matricial se tiene:

Cl C2 Cn
B -
W, W, w, | r. - = z
m—— — — W, W,
W, W, Wa
w w w
= TR e 3 —2 | |w, W,
=n|
wl w2 wn &
wn wn wn
w w
W _Wa
-wl Wy wn_

En el caso prichico, en el que ¢, no se basa en medidas exactas, smo en juicios

mbjeuws,cumdadmﬁmsedehtdadbnideal%ypmemsigﬁmﬁeheamdbn&)po&a

J
no safisfacerse. En la teoria de matrices se tienen dos resultados importantes:
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El primero es que s1 4;, .., 4, son los valores caracteristicos de C, es decir, si se satisface
la ecuacion
Cx=ix, A=, 4)

y sic, = 1, para toda 1, enfonces:

il,:n

1=l
por lo tanto si la ecuacion (1) se cumple, entonces todos los valores caracteristicas de C son cero

excepto uno, que es igualan.

Fl segundo es que si el valor de la entrada ¢, de una matriz reciproca positiva C cambia
en cantidades muy pequefias, entonces los valores caracteristicos de C cambian también en

pequefias canfidades.

Combinando estos resultados se tiene que s1 la diagonal de 1a matriz C esta formada por
1's y si C es consistente, entonces pequefias variaciones de ¢, mantienen el mayor valor

caracteristico Amax, proximo a n, y los valores caracteristico restantes proximos a cero.

Este hecho y el de que W es el vector propio de la matriz (%J llevan a pensar que s1
g

y

¢, esta proximo a &, 8 decr, Amax proximo a n, entonces el vector W solucién de la ecuacion
w
J

CW = Amax W
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es una buens aproximacion de vector real de pesos W.

El problema entonces es el siguiente: si C es la matriz de comparaciones por pares de
un conjunto de criterios, para encontrar su vector de prioridades se debe determinar el vector W
que satisfaga la ecuacién

CW =imax W

Esta ecuacién tiene infinitas soluciones, sin embargo, se puede asegurar la unicidad

nommalizando W, es decir , estableciendo

a

a=y w,

1=]

w
yreanplamdonor;

Amax es el mAximo valor camacteristico de la matriz, y su proximidad a n es una medida de la
consistencia de las opiniones emitidas. Esto conduce a definir el indice de consistencia (IC) de

la matriz de comparaciones como

Amax -n
n-1

IC
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En general se considera aceptable que este mimero sea menoroiguala0.1. En

caso contrario se deben revisar las opiniones.

22.3. Principio de Sintesis de Prioridades:

En el PJA las prioridades relativas o locales obtenidas de las comparaciones por pares
son sintetizadas desde el segundo nivel hacia abajo, multiplicando la matriz cuyas columnas
respectivas son las prioridades locales de los elemenos de ese mivel respecio a los criterios del

nivel superior, por el vector de prioridades de estos criferios.

Esto dara como resultado el vector de prioridades de ese nivel, que luego serh usado para
ponderar las prioridades locales de los elementos del nivel infenior, y asi sucesivamente, hasta
llegar al nivel mas bajo, el de las altemativas de decision De esta manem se llega a la
determinacién de la prioridad global de las alternativas con respecto al objetivo general del

problema.

23. AXIOMATIZACION DEL PROCESO DE JERARQUIA ANALITICA

23.1 Antecedentes
En esta seccién se analiza la estructura axiomatica en la que se fundamenta el PJA y se

mmestra como se desarrolla la teoria de este proceso a partir de ciertos axiomas bésicos. Los
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axiomas resaltan:

1. La prioridad reciproca, que es fundamental en la realizacién de las comparaciones por pares.

2. La homogeneidad, que es la caracteristica de la habilidad de las personas para hacer
comparaciones entre cosas que no son oy disimiles, respecto a una propiedad commim.

3. La dependencia de un nivel bajo, del nivel adyacente mas alto.

4. La idea de que un resultado puede solamente reflejar expectativas cuando éste est4 bien

representado en la jerarquia.

La aplicacitn de los cuatro axiomas que fundamentan el PJA se realiza a través de los
tres principios mencionados en la secciéon antenor: el principio de descomposicion, el de
comparacién y el de sintesis de prioridades. Previamente se destacan algunos conceptos

necesarios para la formmlacion de estos axiomas

Comparaciones Binarias

Sean A un comunto finito de n elementos lamados alternativas y C un conjunto
de cnterios con respecto a los cuales son comparados los elementos de A.  Dado un criterio C
de C, se definen en A las dos relaciones binanas:

>." mas preferida que, con respecto al criteno C™;

~"indiferente a con respecto al criterio C"

De aqui que, dado dos elementos A,, A, € A siempre se puede establecer que:
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A| ~e AJ, pﬂmtOdaCEC

A, >. A, para mchear que "A, es mas prefendo o indiferente a A, respecto al criterio C”

Sea B el conjunto de las aplicacionesde A x A enR”y funa fimciénde C en B tal

que a C € C le hace comesponder la aplicacién P en B.

P. asigna un ntimero real positivo a,, a cada par (A, A) e Ax A PamacadaCc C,la
terna (A x A, R*, P) se lamariuma escala fundamental Una escala findamental cs

una correspondencia de objetos a un sistema numeénco

Definicién 2.1 :

Pamtodo A, A e AyCeC
A > A siysolost Po(A,A)>1

A~ A siysolost P.(A,A)=1

S1A, > A, se dice que A, domma a A, conrespectoaC e C

De esta mancra P. representa la mtensidad o huerza de preferencia de una altermativa
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sobre 1a otra.

2.3.2. Axioma 1 (del reciproco)

Pamatoda A A, e AyCeC

1

Pc(Ax’Aj)z P—(ﬁ) ‘

Dado que al hacer comparacion por pares se consideran simmitdneamente los dos

PRTEERN)

elementos enfrentados, al hacer la comparacién inversa es natural que el resultado sea el

reciproco del antenor.

Sea A = (au)” = (Pc(Ai,Aj)) la matriz resultante al comparar en parejas las alternativas

de A con respecto a un criterio C € C. Por el axioma 1, A es una matriz reciproca positiva, a

partir de la cual se desea obtener una escala de dominio relativo (u ordenamiento) de las
alternativas comparadas
Hay una manera patural de derivar el dominio relativo del conjunto de altemativas a

partir de la matriz de comparaciones por pares.

Sea Ry €l conjunto de matrices rectprocas (n x n), A:(a“)” E(PC(A,,AJ))pamtodo
C e C. Sea [0, 1] el enésimo producto cartesiano de [0, 1] y sea la aplicacion
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¥R 50 —)[0,1]“. Pama A € Ry, W(A) es un vector n - dimensional cuyos componentes

estan en el intervalo [0, 1].

La tena (Rug), [0, 1", W) sellama escala derivada. Una escala derivada no es

Es importante sefialar que el orden dado por una escala derivada puede no comcidir con
el orden dado en las comparaciones por pares. De la definicién 2.1. se tiene que si A, A, € A,
A, >, A, implica que P(A, 8) > 1. Sin embargo i Po(A, A) > 1 Ia escala derivada podria
implicar que y,(A) >y,(A), donde y,(A) es la iésima componente de W(A) y denota el dominio
relativo de la iésima alternativa. Esto ocurre si el dominio de la fila i no se da. Es decir si para
A A eAyCeC(C,

P.(A,,A,)2P.(A ,A, ) n0 se cumple para toda Ay € A.

En otra palabras, puede ocurrir que P (A, A) > 1y que para alguna altemativa Ay € A
se tenga que PC(A.-Ax)<Pc(Aj’Ak)

Una condicién mas restrictiva se da en la siguiente defimcién.

Definicién 2.2.:

La aplicacitn P, se dice que es consiste s1 y solo si:
PC(A‘,A])’C(A,,A,‘)=PC(A,,A,‘)pamtodai,jyk, consecuentemente la matriz A es
consistente si y solo si
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ayax=ax  pamatodaijyk

Luego, s1 P, es consistente, por el axaoma 1 se sigue inmediatamente que el orden de

rango nducido por y coincide con el de la comparacién por parejas.

2.33. Axiomas Jerirquicos

Se puede considerar una jerarquia como un tipo especial de juego ordenado 6 como un
caso particular de un grafo. La segunda interpretacion es la base para, en este contexto, ofrecer
una definicién formal de jerarquia.  Antes, se mencionan algunos conceptos utiles para esta

formalizacion.

Definicidn 2.3. :

Un conjunto parcialmente ordenado S es aquel en el que se ba definido una relacién
binana < que satisface las condiciones de reflexividad, antismmeiria y transitividad:
Reflexividad: paratodox € §,x<x
Antisimetria: pamatodaxy € S,si x<y, y<xX enionces X=y.

Transitividad: paratodax,y,z, € S, si X<y, Y, Y<Z enfonces X< z

Definicién 2.4.;
Para cualquier relacién < de este tipo, se puede definir x<y para indicar que x <y, v,

xzy. Sedirqueycubreodominaax, six<y y x<t<y noesposible paraalgunat
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Un conjunto parcialmente ordenado, con un mimero finito de elementos, puede ser
convenientemente representado por un grafo dirigido, donde cada elemento del sistema es
representado por un wértice, de manera que haya un arco dirigidodeyaxsix <y. Eneste
senfido, se denota:

x” ={y/x cubreodominaay}y
x* ={y/y cubre odomina ax}

para toda x en el conjunto ordenado.

Definicién 2.5.:

Sea S un conjunto parcialmente ordenado y E un subconjunto de S.  se dice que E estd
acotado superiormente si hay un elemento s € S de manera que x < s paratoda x € E. El
elemento s es llamado cota superior. E tiepe un elemento supremo si tiene cotas superiores y s1
el conjunto de cotas superiores U tiene un elemento u;, de manera que w; <uparatodau e U.
El elemento u; es tmico y es conocido como el supremo de E en S. Definiciones similares

Se definir4 jerarquia a partir de un conjunto parcialmente ordenado.

Definicitn 2.6.:

Sea H un conjunto parcialmente ordenado con “elemento mayor™b. H es una jerarquia
si satisface las siguientes condiciones:
1. Exste una particion de H en conjuntos. Iy, k =1, ..., h, llamados niveles, donde L; = {b}.
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2. xe L mplicaque x"cL,,,, k=1,...,n-1.

3. xe Lymplicaque x* cL, , k=2,...,n.

Defimicitén 2.7.:

Una jerarquia es completa si para toda X € Ly, X' =Ly paratodak =2, ..., h.

Definicién 2.8.:

Dado un nimero real positivo o > 1, un conjunto no vacio X" Ly se dice que es

p-homogéneo con respecto a X elhsipmacadapardeelmnmtosyl,yzie X

1
—5 Pc()'uh)s P
P

En particular, el axioma del recfproco imphca queP. (y,y) =1

a. Axioma 2:
Dada una jerarquia H, x € Hy x € Ly, entonces:

X"l es phomogéneo parak =1, ..., h-1.

Las nociones de escala fundamental y escala derivada pueden extenderse a X € Ly,
X € Ly, reemplazando C y A respectivamente. La escala derivada resuliante de una
comparacién de los elementos en x < Ly con respecto a x € Ly es llamada escala dervada
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local o prioridades locales.

Dados los niveles Ly, Ly — H se denotar4 la escala denvada para y € X"y x € Ly por:

¥, (y/x),k=2,3,...,h-1. Sin perder generalidad se puede asumir que:

Z\Pm y/x):l
Yex”

Se denotara como ¥, (L, /L, ) a la matriz cuyas colunmas son las escalas derivadas

locales de los elementos en el nivel Ly con respecto a los elementos en el nivel Ly,

Defmicién 2.9.:
Un conjunto A se dice que es dependiente hacia el exterior en C, st es posible definir una

escala fundamental en A con respecto a cualquier C € C.

Definicién 2.10.:
Sea A dependiente hacia el exterior en C. Los elementos de A se dicen dependientes
bacia el interior con respecto a C € C si para alguna A € A, A es depgggliente hacia el exterior

enA
El siguiente axioma muestra la relacién de dependencia entre los mveles de la jerarquia.

b. Axioma 3:
Sea H una jerarquia conniveles Ly, ..., L,. Paracadal, k=1,2,.. b1
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1 L es dependiente bacia el extenor en 1y
2 Ly 0o es dependiente hacia el interior con respecto a toda x € 1x

3 Lk no es dependiente hacia el exterior en Ly

Principio de Composicién Jerdrquica

Si el axioma 3 se cumple, entonces la escala derivada global de cualquier elemento en la
jerarquia es obtenida de lo sigwente-
wvi)=1

¥,(L,)=¥, b /b

Tk(Lk) = Tk(Lk /Ly, )Px-x (Lk-l)’ k=3,...,h

Si se omite el axioma 3, el principio de composicion jerirquica no se aplica, porque la

dependencia exteror e mnterior que son necesarias, no forman una jerarquia.

2.3.4 Axioma 4: (de espectativas)

Las expectativas de un decisor son sus creencias acerca del ordenamiento de las
altemativas, originadas por conocimientos aprion.  Si un decisor tiene un ordenamuento logrado
intiitivamente, de un conjunto finito de altemativas con respecto al conocimiento previo de
cntenos de C, entonces é tiene espectativas sobre el rango de las alternativas  El axioma de
espectativas sefiala que
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CcH-Ly, A=L,
El axioma afirma que el modelo jerdrquico debe responder a las espectativas del decisor.
Todos sus juicios sean racionales o no, deben ser adecuadamente representados en el modelo.

2.4 CONSECUENCIAS DE LOS AXIOMAS

Sea Rn) © Rung), €l conjunto de las matrices consistentes de orden n.

TEOREMA 1:

Sea A € Ry, A € Ry siy solo si rango(A) = 1.

Demostracién:
Si A € Rypy), entonces a, ax =a; paratoday, ), yk. Luego, dada una filade A, ay, ..., an

todas las otras filas se pueden obtener a partir de la relacién:

=

a, =
s 2
a,

Por lo tanto rango(A) = 1

Se supone ahora que rango(A) = 1. Dada una fila a, (j =i,h =1,2,...,n)entonces
a, =Ma,(h=1,2,...,n),donde M es una constante positiva.

Ademas, para cualquier matriz reciproca se cumple que a, =1 (=1, ..., n).
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Asl, para i = h se tiene que a, =Ma, =My ademsas aj, = a, a;, para toda i, j y k, es decir,
A es consistente.

TEOREMA 2:

Sea A € Ryn). A € Ry siy solo si su principal valor caracteristico Améx es igualan.

Demostraciin:

Sea 4,,4,,...,4 , los valores caracteristicos de A. Por el teorema 1 se tiene

que rango(A) = 1.” Ademas, los valores caracterishcos de A son cero, excepto uno.

Dado quetraza (A)=Y'a,=n y quetraza (A)= 34, =n,

1mf k

se concluye que Amix = A; =n

Por otro lado, si Amax = n entonces

n Amax =iau&

1, el wl

aw, a w
A e e b
1$15)<n W‘ w]

=+ " y,,+l
1<1€3<n. Yg

comoyu+—l—22 y nAméax =n? la igualdad se obtiene \micamente cuando y, = 1, es decir
y

W,
a, =;" por lo tanto:
)



De donde a, 8y =ayparatodai,j, k

TEOREMA 3:

Sea A =(a,), € Ry Existe una fincion ¥, ¥ = (¥, ¥, ..., o), ¥: Ro->{0,1] tal

queparatodarj=1,.,n

D a, =¥ (A)¥(A)
ii) El dominio relativo de la iésima altemativa W, (A) es la i<smma componente del principal
vector caracteristico derecho de A.

iii) Dadas dos altemnatrvas A, A, € A, A,3A, sty solo si F/(A) 2¥/(A)

Demostracion:

Si A € Ry entonces au=-35 paratodai,jyk Porel teorema 1 se tiene que rango
i

(A) =1y se pusde escribir a, = ~, donde X, % >0 (i, j=1,..,n). Multiplicando A por el

X,

vector X' = (X, Xy, ..., Xq) Se obtiene
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dividiendo ambos lados de esta expresién por ix, y escribiendo

1=]

X
o

2%,

1=1

w=

se tiene Aw=nw, y i:wFl

1=1

Por el teorema 2, n es el maximo valor caracteristico positivo real de A, y w es el

Como a, =Ei=%'— para toda i, j, se tiene que W(A)=w, i=1,2,...,n
3 )
De esta manera se prueban (1) y ii).

Porelaxioma 1, pam A € Ry, ASA, si y solo s1a,> 1 pama todai,j, deaqui que

W(A) > ¥(A) para toda . j,

TEOREMA 4:

Sea A € Ry, y sean 41 =ny A; =0 los valores caracteristicos de A con multiplicidad 1
yn” respectivamente. Dado € > 0, existe 5= & &) > 0 de modo que si
|ay+ 5,-a,) =| 5} <Sparai,j=1.2,..n, entonces Ia matriz B = (a, + %), tiene exactamente 1 y
n—1 valores caracteristicos en los circulos | znl <€ y| -0 <& respectivamente.

Demaostracion:

Sea GF%(“) y sea e<§. Los circulos Cy: | u-nl =€y Cy: | -0l =€ son
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disjuntos. Sea f{, A) el polinomio caracteristico de A.  Sea r, = min |, A)| para u en C,.
Notese que mmn |f{1, A)| esth definido porque f'es una funcién contimia de 4, y 1; > 0 puesto que

las mices de f{z2, A) =0 son los centros de los circulos.

f{1, B) es una funcion contimia de las 1+ n’ variables 4 y ay,+1,4)=1,2,..,n ypanm

algin &> 0, f{, B) 0 para yen cualquier C,j=1,2,sil 5| € §1,j=1,2,..,n.

De la teoria de vaniable compleja, el mimero de raices i de ()1, B)=0 que estinenC,,
j =1, 2 esta dado por:

1 f(u,B)
2® =S Rp ™ T

que es también una fimcion contimia de las n® vanables a, + 5, con| 5| < &

Para B = A, se tiene que ;;(A) = 1 ym(A) =n—1. Comon, (B),j =1, 2, es contumia,
se tiene que n,(A) y n(B) son iguales y tienen el valor n;(B) =1 y no(B) =n - 1 para toda B con

lag+5-8,] <& 1j=1,...,n

TEOREMA §:

Sea A € Ry Y sea w su principal vector caracteristico derecho. Sea AA = (&) una
matnz de perturbaciones de las entradas de A de modo que A’ = A+AA € R’y y sea W' su
principal vector caracteristico derecho. Dados>0,existem5>0demodoquesi|&,| < dpara

toda i, ) entonces | W', - w,| <sparatodai=1,2,..,n.
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Demostracifn:

Por el teorema 4, dado £> 0, existe §>0 de modo que si | &| < Spama toda iy j, el
principal valar caracteristico de A’ satisface | Améx —n| < & Sea AA = B. Wilkinsan (1965)
demostrd que para 1, suficientemente pequefio, Amix puede ser dado por una serie de potencia
convergente, Améx=n+k; +k, #+... Ahora,

AmAx—0 conforme 70y | Amax-n|=0() < &

Sea w el vector caracteristico derecho correspondiente al valor caracteristico simple n de
A Como n es un valor caracteristico simple, (A—nl) tiene por lo menos un menor no nulo de
orden (n-1). Se puede suponer, sin perder generalidad, que estos estén en las primeras (o—-1)
filas de (A—nl).

De la tearia de ecuaciones lineales, los componentes de w pueden tomarse de la forma

(A.,I,A,g_,...,A,.,),dondeAEdenotaelcofactmdelelemmto(n,x)de(A—nD,ywmpolimnﬁo

enn de grado no mayor que (n—1).

Inseompmmﬁmdevfsmpolhmmiosenﬂmﬂxyr,ypuwtothexpansibndeh
setiedepotenmadeﬂméxwoonvugaﬂepmabdormﬁdmtemaﬂbpeqmﬁo,mda

componente de W' es representada por una serie de potencia convergente en z Se tiene

w=w+z+ nt+.ylw-wl =0D<e

Por los teorema 4 y 5, se sigue que una perturbacion pequefia A' de A transforma el
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problema de valor caracteristico de (A —nI) w=0enel de (A' - Amax ) w'=0

TEOREMA 6: (Estumacion de Razon).

Sea A € Ry, y sea w su principal vector caracteristico derecho. Sea g =ag& para

todai,j,yseal-7< <1+ 7,7>0,paratodai,j. Dado >0 yr< & existeun 5>0de

modo que para todo (1, X2, ..., Xp), % >0,1=1, .., n, s

1-8 <2 <145 , 3)
x./x,
para toda 1, j entonces
1-e <382 c1+¢ pamtodai,] @)
X1
[XJJ
Demostracion:
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wl

G

% I=¢g, o ll+|£lj 1|<(l+r)5+r
LSy )

Dado £>0y0<r, existeun & = (e=7) g de modo que (3) implica (4).

(l+ 7)

Este teorema afirma que si el coeficiente de comparacion por pares a, esta cerca de la

razén 5‘-, entonces igualmente lo estd W y puede ser usada como una aproximacion a ésta.
w

xJ J

TEOREMA 7:

Sea A = (a), € Ry Sea Améx su principal valor caracterishco y sea w su

correspondiente vector caracteristico con iw, =1,, entonces Amix >n

1=l

Demaostracitn:

£
Sea gy =W, -wi, 1=1,2,...,n

1

Como AW=AmiaxW, y iaqwjzﬂmax, seﬁme)max—nzzﬂ:ahw,—n=25g -n

L=l ty=1 3
Por definicion la matriz (&) € Rug). Por lo que se tiene que & = 1 para toda i, ademas

&>0paratodai,j. De aqui setiene que



ng -n= ng >0
i j=1 18§

De donde se deduce el resultado.

TEOREMA §:
Sea A € Runy  Sea Améx el principal vector caracteristico de A y se W su

comresporyliente vector caracteristico derecho con zﬂ:wl =1, entonces

L)=t

_ (Xméx—n)
=m0y

es una medida del alejamiento promedio de la consistencia.
Demostracién:
Como A € Ry < Rugn), por el teorema 2 se tiene que Amax =ny de alli que #=0.
Para A € Rygn) — Ry, sea a, =W, 5_{, para toda 1, j
w

J

Se tiene que Amax = ia,j -"—v—j-zi:;lj

o Wy a

1 1 1
nﬂmAx:ngzn+ Z (gg +£—J

L=l 151<)sn 3

Amix -n 1 1
=-1+ D> g t—
n-1 n(n—-1) &b &
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Conforme &, —» 1, es decrr, se tiende a la consistencia, entonces 1 — 0. Luego 4 es grande o

pequefia dependiendo de que &, esté cerca o lejos de ]a umdad, respectivamente, es decir; cerca o

lejos de 1a consistencia.

2.5. ELEMENTOS DE TEORIA DE GRAFOS EN LA PRIORIZACION

En esta seccion se usa la teoria de grafos para justificar una interpretacion geométrica del

significado de las relaciones entre las actividades u objetivos de un nivel jerarquico.

,Cémo se puede asegurar que una actiidades mas favorecida en la matriz de

comparacidn por pares obtenga un mayor valor priontano?

Ademsas de poder responder a esta pregunia con un enfoque algebraico, esta puede ser
resuelta miuitivamente a través de conceptos de 1a teoria de grafos, asociando, a cada una de las

actividades en el procedimiento de comparacién por pares, un nodo en un grafo dirigido.

Definicion 2.11.:
Se denotaran los nodos de un grafo dirigado G por 1, ..., 0. A cada arco dingado x, del

nodo i al nodo j, se asocia un mimero no negativo 0 < g, < 1, llamado la intensidad del arco (se

permiten lazos y arcos multiples).
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Definicién 2.12.:

Un camino en un grafo dirigido es una secuencia altemada de nodos y arcos de manera
que cada nodo es la meta del arco precedente en la secuencia, y es Ia fuente del arco que le sigue.
La longitud de un camino es el mimero de arcos en la secuencia.  Un camino de

longitud k ser llamado un k - cammo.

Definicién 2.13.:
La intensidad de un camino de longitud k del nodo i al nodo j, es el producto de las

intensidades de los arcos en el camino.

Definicién 2.14.:

La intensidad total de los k - caminos del nodo 1 al nodo j es la suma de las intensidades

de esos caminos.

Obsérvese que pam determmar la intensidad total de los 1-caminos, se toma la suma de

las intensidades de los 1-caminos de i a j, que son simplemente los arcos (i, j).

Todas las intensidades a lo largo de (i, j) son asumidos iguales. Asi la intensidad total
deiaj esta dadapor {,=p, q,,donde p; es el mimero de arcos deia j ¥ gy es la intensidad de

los arcos

Definicién 2.15.:

Dado un grafo dingido, la matriz de intensidad - mcidencia se define como aquella
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cuya entrada (i, j) estd dada por t, para toda i, j. El caso de q, = 1 reduce la matriz de
intensidad-incidencia a la de incidencia, cuya k-ésima potencia da el mimero de caminos de
longitud k.

Definicién 2.16.:

Un ciclo es un camino que tenmina en su punto de partida.

TEOREMA 9:
SiA eRc(n),laimmsidaddetodoslosciclossonigualsaa,,‘i? ,2,...n

Demostraciin:
A € Ry implica que a, a5 = ax para toda 1, jy k. De aqui se tiene que 2, = a, ax 2 = 1
paratodai=12..,n

Par mduccién, si a, ...a, ., paratoday,....i, , enfonces a, ,...,8,., .8, =1,

de donde se deduce el resultado.

TEOREMA 10:

Si A € Ry, Ia intensidad de todos los cammos deia j es a,.

Demaostracion:

Se deduce del hecho que a, = ay a, para toda i, jyk
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COROLARIO 1.
Si A € Ryy), la entrada en la posicion (1,j) puede ser interpretada como la intensidad de

los cammos de cualquier longitud que empiezan en 1y terminan en j.

PRUEBA.

Se deduce del teorema 10.

COLORARIO 2.

Si A € Ry la entrada en la posicién (i,j) es la intensidad promedio de los caminos de

longindk deiajy A¥=n"! A (i1).
PRUEBA.

Por el teorema 10, la intensidad de un cammo de cualquier longjiind deia jesigual aa,

Una entrada arbitraria de A* es dada por

(x) 2 n 2
a, = EZ"' Za‘l 2By, 5eeenByy

l]'llg'l ty-1=}

como a, a = a, para toda i, j y k se tiene que:

ag(k) =ii...zn:aq =n*"'a,

n=lig=l el
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Por induccién, si
ag(k) =n""au para k=1,2,....m-1,

para k = m se tiene que

(m) _ a n
a,"=y.>a,.a_

1t - ln.l-l

n
o am-2
=n Zaﬂn-l a‘n—l-l

1=l

.. U

=n""a,
De aqui que

1 ™

a,,:-nm—_l a; " paratoda m2>1

y se obtiene el resultado deseado.
TEOREMA 11:

Si A € Ry la entrada en la posicién (i) esta dada por el promedio de todas las

intensidades de los caminos que comienzan en 1y terminan en j.

Demostracion:

Por el corolario 2 del teorema 10 se tiene que

n o

a, =y .. ) a,,.a,_,

l|-1 ln.l-l
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Por lo tanto

y se deduce el resultado deseado.

TEOREMA 12:

Si A € Ry la escala de dominio relativo estad dada por cualquiera de sus columnas

nmmaﬁmdasyeoimideconelpﬁncipalvectorcaractaisﬁeodqegbodeA

Demostraciin:

Sea a' 1a j-ésima columna de A.

f1

A a’ =(Zamau) (L,j=1,2,...,n)

k=]

=(ia§) =(0a,) (j=1,2,...,0) @ =12,..0)
o=l

y cualquiera columna de A (esté 0 no normalizada a la unidad) es una solucién del problema del

valor caracteristico Ax = nx.

Por el corolario 2 del teorema 10 se tiene que A*=n"1 A
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Se tiene que

De aqui
2.3,
¥ (A)=%
2.3y
=1
3~
=a, -t
[Z%)(Z%)
1=] 3=l
=—28  pamatodai, hcon lo que se obtiene el resultado buscado.
2o
COLORARIO

El principal vector caracteristico es tmnico salvo la mmitiplicacién por una constante.

PRUEBA

Se deduce de la prueba del teorema 12.

TEOREMA 13:
Si A € Rugy la ntensidad de todos los cammos de longitud k de 1a y estd dada por



1

2
zz zaﬂla‘h"alb—u

l|-l l,-l =l

Demostracién:

Es sabido que el mmmero de sucesiones de arcos de longiiud n enfre cualquier par de
vétices 6 un grafo dingido con matriz de incidencia V' se obtiene de V®. Si ademnés cada arco
tiene asociado un mimero (=1) que representa la intensidad (o capacidad) del arco, entonces V*

representa la intensidad de las sucesiones de arcos de longitud n entre dos vértices.

Sea V=A. Las entradas de la matriz A* dan la infensidad de todos los caminos de

longitud k entre dos wértices. Sea A*= (ad(k)). Por construccion se tiene que

® a o
8, = Z'"zanx'"al.,u

1=l l.,_|-l

de donde se demmestra lo planteado.

TEOREMA 14:
Sea A € Rygn), A€Rcp)- El pnincipal vector caracteristico derecho de A esta dado por el
limite de la intensidad normalizada de los caminos de longitud k,

aQ

w, = hm

m-ax 8

PICHY

1=l

i=1,2,...,n,paratoda n=1,2,...,0
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Demostracion:

Puede mostrarse que
N a.h(l:) au(k)
im = hm ,hs=1,2,...n
e (8 MO, (k)
224 2.8,
1=l k=l

La prucba de esta suposicion es dada por Saaty y Vargas [13]  Se sabe también que el

principal vector camcteristico derecho de A esta dado por:

wo=lim-2 =12, ..n 6))

multiplicando y dividiendo el lado derecho de (5) dentro del limite, por ) a¥ y reordenando

1=l

los términos se tiene que

a
()
13, x Z Am
1=]

e hz.:: a,® iiamm

n
h=1 1=} hsl

w =

1

Sl | | 2
B ol e L ® Mo o )
2% 2
. terl 1 hwi

De (5) se tene que

SO



n

a® | o 8%

W', = lim = — =
ko -\au hel iag)
- 1=l Lhel
de donde se obtiene el resultado deseado.

COROLARIO
Sea A € Ryny, A ¢ Ry  El principal vector camacteristico derecho de A es tmico salvo

multiplicacién por una constante

PRUEBA

Se sigue de la prueba del teorema 14

TEOREMA 15:
Sea A un conjunto finito de los n elementos A;, Ay,..., A,y sea C € C un criteno que

tienen en comm todos los elementos de A.  Sea A la matnz de comparaciones por pares
resultante. La iésima componente del principal vector caracteristico derecho de la matnz

reciproca de comparaciones por pares A da el dommio relativode los A, i=1.2,...n.

Demostracidin:
Por el teorema 14 el principal vector caracteristico derecho de A est dado por
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L=l

para cualquier b=1,2,. .n. Por el teorema 7.13 en Saaty [ 11 ] se tiene que

Entonces, el dominio relativo de una alternativa a lo largo de todos los caminos de

longatud k < m esté dado por
i m a:h(k)
m&e, ®
a
;: a
Sea
(k) m
Sk" naxh y tm—i -‘Sk
k) m g
22

Puede demostrarse que s1 lim S, exste, entonces hm t ; t, también existe y comciden

Por el teorema 14 se tiene que S—>W, conforme k—>w, donde W es el prncipal vector
caracteristico derechode A Asi, t,, »>W cuando m—awo v \W(A)=w,1=1, ,n
Lste leorema desiaca el hecho Je que el vector caracteristico derecho Ja el donumo

relativo de cada alternativa sobre las otras alternativas, a lo largo de los camnos de
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longitud arbitrana.  Esto es vilido para una matnz reciproca que no necesita ser

consistente.

2.6 VENTAJAS DEL PROCESO DE JERARQUIA ANALITICA

El uso del PJA para la solucién de problemas de toma de decisiones multiatributo,
nos ofrece muchas ventajas, entre las cuales se mencionan las siguientes.

1. Es-conceptualmente simple lo que permite su facil utilizaci6n.

2. El proceso sinula la actividad de la mente cuando se enfrenia a la necesidad de
analizar una sifuacién. Para un conocimiento detallado, 1a mente estructura realidades
complejas en sus partes constitutivas, estas a su vez en otras y asi jerarquicamente. De
esta manera se integra una gran cantidad de informacién y se forma una imagen
completa acerca del sistema completo.

3 La necesidad de descomponer el problema en los elementos més relevantes que
intervienen, hacen que las personas involucradas afinen su conceptualizacién acerca de
él.

4 Organiza el problema de manera que pernmte pensar en no mas de dos elementos a la

VEZ.

5 El PJA maneja la consistencia l6gica al utilizar la habilidad humana para establecer
relaciones entre objetos e ideas de manera coherente. Ofrece una manera para medir

esa consistencia al momento de emitir opiniones.
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6. Incorpora los aspectos cualitativos y cuantitativos del pensammento humano: el
cualitativo al definir el problema y su jerarquia y el cuantitativo al expresar las
opiniones y las preferencias en forma precisa. El proceso est4 disefiado para integrar
estas propiedades duales, de las cuales, l1a cualitativa es basica para tomar decisiones
firmes en situaciones complejas en las que se necesita determinar prioridades y hacer
intercambios.

7. Integra los sentimientos y los valores personales a la opinién en una forma légica.

8. Utiliza una escala que permite reflejar pequefias diferencias entre las opiniones,
identificar sus efectos en los resultados y, un aspecto sumamente importante, medir
valores intangibles (bienestar, satisfaccién, comodidad, adaptacion, etc.) de manera
semejante a las escalas desarrolladas para medir cualidades fisicas y que limitan la
naturaleza de ideas con las que se puede tratar.

9. Es suficientemente flexible para permitir revisiones, ya sea en las opiniones o en la
estructuracion jerdrquica que conforma el problema.

10. Permite tomar en consideracion las prioridades relativas que existen entre los

componentes del sistema.

11. Conduce a un estudio global de la “bondad” de las alternativas.

12. Provee un marco para la participacién en grupo, en la solucién de un problema de

toma de decisiones



CAPITULO III
PROBLEMA DE APLICACION:
SELECCION DE UNA CARTERA DE INVERSION



En este capitulo se ilustra una aplicacién del Proceso de Jerarquia Analitica al

problema de determinacién de una cartera en el manejo de inversion.

3.1. Antecedentes

Hay cinco pasos importantes en el manejo de inversion :

1 Establecer los objetivos de la inversion. Para instituciones que manejan fondos de

: pensiones y compafiias de seguros de vida, los objetivos pueden--ser una
especificaci6n del flujo de caja para satisfacer un compromiso a pagar en una fecha
futura o de una serie de compromisos a pagar en diferentes fechas futuras. Para
otras, como las que trabajan con fondos mutuos, el objetivo de inversién puede ser
maximizar ]a ganancia.

2 Establecer la politica de la inversion, es decir, establecer los lineamientos para
satisfacer los objetivos.

3 Seleccionar una estrategia de cartera consistente con los objetivos y lineamientos
de la institucidén. Las estrategias de cartera pueden ser clasificadas como
estrategias pasivas o estrategias activas.

Lo esencial para todas las estrategias activas son las expectativas acerca de los
factores que influyen en el desempefio de una clase de activos. Por ejemplo, las

estrategias de activos de valores pueden incluir pronosticos de futuros salarios o
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dividendos de costos de salarios. Las cstrategias de carteras activas envuelven
seguros externos que requieren prondsticos de futuras tasas de cambio.

Las estralegias pasivas involucran una minima expectativa de inversién. El
tipo de estrategia pasiva mas popular es el indice. El objetivo del indice es el de
duplicar el desempefio de otro predeterminado. Mientras que el método del indice
ha sido empleado extensamente en el manejo de cartera de valores, el uso del
indice es relativamente una novedad en el manejo de cartera de impuestos. Entre
los extremos de estrategias de carteras activas y pasivas han surgido estrategias
que tienen elementos de ambas
. La selecci6n de activos: después de seleccionar una cartera, el sigwente paso es la
seleccion de un activo especifico que sea incluido en la cartera. Segum la teoria
financista, es en esta fase en la que el inversionista debe construir una cartera
Optimay eficiente: Es la que provee la mas grande esperanza de ingreso para un
nivel de riesgo.

. Medir y evaluar el desempefio.

La medida y evaluacion del desempefio de inversién es el ultimo paso en el
proceso de manejo de la inversibn. Realmente decir que es el ultimo paso es
impropio, ya el manejo de mversiéon es un proceso interminable.  Este paso
encierra medir el desempefio y evaluar que todo desempefio esté acorde con una

“4abla de mercado™ realista.
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Cuando el desempefio de la cartera se compara con la “tabla de mercado™ puede
mostrarse un desempefio superior, pero esto no significa necesariamente que la

cartera satisfaga su objetivo de inversion.

32. ELPROBLEMA

Una industria se enfrenta a la seleccion de activos o portafolio.  Cuando
considera el nimero de posibles activos y las diversas proporciones en los que se
podrian manejar, el proceso de inversion parece agobiante o abrumador. La teoria de
toma de decisiones, particularmente el Proceso de Jerarquia Analitica, puede
estructurar este problema de tal manera que se escoja un numero de alternativas

funcionales, es decir, una cartera de inversion funcional

El modelo jerarquico consiste en tres jerarquias separadas: una basada en
factores extrinsecos, una basada en factores mtrinsecos y una tercera basada en los
objetivos del inversionista. Las firmas consideradas son ordenadas (ponderadas)
segun los criterios en cada jerarquia. Posteriormente los pesos son combinados para
obtener una lista de preferencia global de las firmas. La figura 3 da una visién general

del modelo



Niveles de Niveles de Niveles de

Riesgo Riesgo Riesgo
A Factores B Factores C Objetivos del
Extrinsecos Intrinsecos Inversionista
Criterios Criterios
A B
| I ]
Portafolios |

Fig. 3. Modelo Jerdrquico para Ia Seleccién de un Portafolio

Son varios los factores y objetivos que influyen en la seleccién de las firmas

para |a cartera:
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Factores Extrinsecos: (A) Estos son factores exiernos o caracteristicas
ambientales que afectan el desarrollo de la firma, sin tener influencia directa en ellos
Los factores son econdémicos, politicos, sociales y técnicos.  Para incorporar el
andhsis de las vanables extrinsecas se puede determinar 1a sensibilidad de una firma

por cambios en éstos factores

Factores Intrinsecos: (B) Estos son los factores internos o caracteristicos
operacionales de la firma. Pueden ser considerados como upa medida de la forma
como la firma est4 tomando sus decisiones o, en general, una medida de 1a capacidad
de la firma para competir satisfactoriamente  Estos factores son rentabilidad,

tamafio, tecnologia y filosofia.

Objetivos de los Inversicnistas: (C) Estos son los valores que definen las
acciones de los intentos de los inversiomistas en el mundo de los negocios. Se
anuncia upa gran cantidad de objetivos que un nversionista puede tener, pero para
sumplificar el modelo se consideran cuatro objetivos mutuamente exclusivos:

rentabilidad, segundad, entusiasmo y control.

Puesto que se trabaja con un modelo que esta basado en condiciones futuras,
hay que considerar riesgos (la inseguridad de futuros eventos). El modelo incorpora
la inseguridad del ambiente de negocios en general, el comportamiento de la firma

(alto, medio, bajo riesgo), y la clase de riesgos del inversionista (alto, medio, bajo).
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Como primer paso se considera la jerarquia de los factores extrinsecos.

En el segundo nivel se tienen los principales factores extrinsecos primarios que

afectan el comportamiento de la firma. Y en el siguiente nivel se tienen los criterios

que influyen en cada uno de estos factores

Factores extrinsecos

Econémicos (E)

Politicos (P)

Sociales (S)

Tecnolégicos (T)

A

Criterios

[ Condiciones de trabajo
Elasticidad de la demanda

1 Elasticidad de la oferta

Economia internacional
| Tasasdeinterés

Regulaciones gubernamentales
| Condiciones detrabajo

rD . I 'En ﬁ— vl-
Distribucion de la edad

4Alcanceeducacional

| Condiciones de trabajo

{Bstndo de la tecnologia

Participacién del gobiemno

Los factores extrinsecos son comparados por pares para un ambiente de alto

riesgo, un ambiente de mediano riesgo y un ambiente de bajo riesgo como se observa

en la figura 4.



Alto Riesgo Mediano Riesgo Bajo Riesgo |

Firma E{P|S|[T|E[|P|S|T|E}|P]|S
Econémico 1 {3411 [5]7]1{1]S5

3 3

Politico 1 1 3 1 1 1 3 1 1 1 1

3 5 515 5

Sociales 1 1 1 l _l_ 1 1 3 5 1

4 3 8 7 3 6
Tecnologico 3158 1]1]5(6]111]1[1
4 2 2

Fig. 4. Comparaciones por pares de los factores extrinsecos.

En cada caso las comparaciones se basan en las pregunta. ;Qué factor tiene mayor
impacto en el comportamiento de la firma y por cuanto? Se observa que en un
ambiente de alto niesgo, el grupo que construy6 la matnz considera que la tecnologia
tiene, generalmente, influencia fuerte en el comportamiento de las firmas en

comparacién con los otros factores.

En la siguiente tabla se muestran las pnioridades para cada uno de los factores,

para cada nivel de riesgos
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Riesgo Econémico | Politica | Social | Tecnologico
Alto 0.25 0.12 006 0.57
Mediano 043 0.11 005 041
Bajo 030 010 054 0.07

Prioridades para cada nivel de riesgo.

Estas pnondades sefialan que en un ambiente de alto nesgo, los factores

tecnologicos futuros tienen los mayores mmpactos en la firma. En un ambiente de

mediano nesgo los factores econémicos y tecnolégicos tienen la mayor influencia y en

un ambiente de bajo nesgo, los factores sociales son los mas mmportantes  Los

factores econdmicos tienen impacto apreciable en todos los niveles, mientras que el

impacto de las acciones politicas es mas bien bajo.

Se puede realizar el analisis para cada uno de los tres mveles de nesgos, pero

para propositos 1lustrativos se usara el valor promedio de cada factor. Promediando

se obtienen los sigwentes pesos:
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econdmico

politico

social

tecnolégico

0.11

0.22

036

Ahora se comparan los cnterios para cada factor para determinar su orden de

mmportancia. En cada par de comparaciones se procede a efectuar preguntas como:

{Qué criterios tiene mayor impacto en el factor y por cudnto?

En el caso de la tecnologia y sus dos cnitenos, la matriz de comparaciones se

muestra en la figura 5,
E G
Estado de la tecnologia (E) 1 4
Participaci6n del Gobierno (G) 1 1
4

Fig. 5. Matriz de comparacién para la tecnologia.

Esta matriz muestra que el estado de 1a tecnologia tiene algo mis de impacto

que la participaci6n del gobierno. Esta matriz y las otras tres correspondientes a los

otros conjuntos de criterios producen los sigmenies conjuntos de pesos de los

cniterios.
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¢ Condiciones de Elasticidad de 1a Elasticidad de la
trabajo demanda oferta
0.16 0.45 0.07
Econ6micos _<
0.32
Economia Tasa de interés
Internacional
\. 0.05 027
Regulaciones Exposicion Condiciones de
Politica Gubernamentales internacional trabajo
0.11
024 006 0.70
Desintegracion Distribucién de 1a
familiar edad
030 011
Sociales
0.22
Logros Condiciones de
educacionales trabajo
011 048
Estado Participacion del
Tecnologicos de tecnologia gobierno
0.36 \
0.80 0.20

Para obtener el peso final de un criterio se multiplica el peso recién calculado del

criterio por el peso del factor asociado con ese criterio. De esta manera se obtienen las

siguientes ponderaciones:
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Economicos <

Politicos

Sociales

Tecnolégicos

=)

Condiciones de
trabajo
0.05

Economia
Internacional
0.02

Regulaciones
Gubernamentales

0.02

Desintegracién
0.07
Logros

educacionales
0.02

Estado de
tecnologia

0.29

Elasticidad de 1a
demanda
0.14

Tasa de interés
0.09
Exposici6n
internacional

0.01

Distribucién de la
edad
0.02

Condiciones de
trabajo
0.11

Participacion del
gobierno

0.07

Elasticidad de la
oferta
0.02

Condiciones de
trabajo

0.07

Se procede ahora a enlistar los criterios con mayor peso, para cada factor.

Para que la suma de los pesos sea 1, se divide cada peso por el total de los pesos de la

lista, se obtiene asi la lista de los critenos mejor ponderados, de los “factores

extrinsecos:
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Estado de tecnologia Condiciones de trabajo Elasticidad de demanda

0.33 0.26 016
Tasa de Desintegracién famihar  Participacion del gobiemo
Interés en la tecnologia

0.10 0.08 0.08

Se procede ahora a prionizar las firmas consideradas' (8:en el ejemplo) con
relacidn a cada uno de los 6 criterios. Este proceso sigue los mismos procedimientos
de las comparaciones por pares y de ponderacién que se ha venido explicando.

Cuando se comparan por pares las firmas con relacion al estado de la
tecnologia, se pregunta por ejemplo: (Qué firma respondera mas favorablemente al

ambiente tecnolégico del futuro? La matriz para este cnteno se ilustra en la figura 6



Tecnologia GS BD CE FR CN BI GH BG
Grupo Sucasa 1 1 1 4 1 1 6 5
3 5 5 7
Banco Disa (BD) 3 1 1 4 1 1 7 6
4 4 6
Cia de Finanzas (CF) 5 4 1 5 1 1 6 5
o 2 4
y Servicios
Financiera E1 Robles FR) { 1 1 1 1 1 1 4 3
4 4 5 6 7
Cerveceria Nal-(N) 5 4 2 6 1 1 7 6
3
Banco del Istmo (BI) 7 6 4 7 3 1 9 7
GrpoTuHogar@H) [ 1 1 1 1 1 1 1 1
6 7 6 4 7 9 3
Banco General (BG) 1 1 1 1 1 1 3 1
5 6 5 3 6 7

Fig. 6. Matriz de comparaciones de las firmas con relacién al estado de la

tecnologia.

La siguiente tabla resume los pesos que obtuvieron las 8 firmas para cada uno
de los cniterios. Se observa que el Banco del Istmo, La Cerveceria Nacional y L
Compafifa de Finanzas y Servicios, en un ambiente tecnolégico, son fuertemente
favorecidos como se esperaba. El Grupo Sucasa y La Cerveceria Nacional son
beneficiados si las condiciones de trabajo son buenas. El mercado de consumo de El
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Grupo Sucasa es en aplicaci6n (80% de ventas) y el de La Cerveceria Nacional en sus

productos (35% de ventas).

(0.33) (0.26) (0.16) 0.10) (0.08) ©.07)
Estado  Condicio- Elasticidad Tasade Desinte- Participacion

FIRMAS de nes de dela Interés gracion del
Tecnologia Trabajo  demanda Familiar  Gobierno

Grupo Sucasa 0.07 0.36 0.03 0.03 0.45 0.03
Banco Disa 0.10 0.05 0.05 0.07 0.02 0.10
Cia de Finanzas y S. 0.17 0.14 0.05 0.05 0.12 0.18
Fnanciera El Roble 0.03 0.03 0.03 0.02 0.02 0.03
Carveveria Nacional 0.21 0.23 0.12 0.12 0.21 0.38
Bence del Istmo 0.38 0.02 0.23 0.23 0.10 0.20
Grupo Tu Hogar 0.02 0 06 0.17 0.17 0.06 0.02
Banco General 004 0.11 0.31 0.30 0.02 0.06

Para obtener una lista priorizada de las firmas con respecto a los factores
extrinsecos, se multiplican todos los pesos de las firmas de acuerdo a un criterio dado,
por el peso del criterio (sefialado entre paréntesis en la tabla). Entonces, se suman

estos nuevos pesos para cada firma, obteniéndose:

Grupo Sucasa Banco Disa Financiera Cia de Fipanzas y
El Roble Serv
0.16 0.07 0.03 0.13

Cerveceria Nacional = Banco del Istmo Banco General Grupo Tu Hogar
0.20 0.21 0.13 0.07

Para propositos ilustrados se usaran solo las 4 con los mayores
pesos normalizados, como se hizo cuando se acorto la lista de criterios. Entonces la

lista priorizada de las firmas con relacion a los criterios extrinsecos es la siguiente:
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Cerveceria Nacional | Grupo Sucasa | Banco del Istmo | Cia de Finanzas y Serv.
029 023 030 0.19

Para los factores inffinsecos se sigue el mismio proceso: se construye una
jerarquia de dos niveles de factores y criterios; se obtienen los pesos para los factores,
luego para los criterios, relativos al correspondiente factor y después la lista global de
los criterios ponderados; finalmente se prepara la lista pnorizada de las firmas. La
jerarquia de los factores intrinsecos contiene lo siguiente:

Factores intrinsecos Criterios
Calidad de manejo
Comportamiento de lmercado
Ahorros
of
Carencias de innovaciones

Drversidad
 Razon de pagos

Rentabilidad

 Ventas
Fuerza la boral
Activos

| Estructura de mercado

Tamafio 1

(Calidad de los proyectos tecnologicos
Distribucién de la edad del producto
Dependencia de 1a energia

| Efectos de contaminacién

Control Tecnologico 4

Respondabilidad social

i ial
e {Toma de decisiones participativas

76



Después de comparar por pares los cuatro factores inirinsecos en cada uno de

los tres niveles de nesgo se toma el promedio de los tres pesos resultantes y se obtiene

la sigwente lista de factores:

Rentabilidad Tamafio

Control Tecnol6gico Filosofla Comercial

0.51 0.17

026 0.06

Se observa que la rentabilidad y el control tecnolégico ejercen cerca de un

76% de la influencia total en el comportamiento de la firma cuando se consideran solo

los factores intrinsecos. La filosofia comercial parece no tener mucho impacto.

Después de obtener los pesos de los criterios para cada uno de los factores y

multiplicarlos, se obtiene la lista de los 16 cniterios ponderados. Usando los cuatro

cuyos pesos combinados son aproximadamente el 60% del total, se obtiene una lista

abreviada de los cnitenos ntrinsecos.
Carencia de innovaciones | Calidad de manejo [ Calidad de los proyectos tecnolégicos | Ventas
0.45 0.21 0.17 0.16

Las cuatro firmas en la lista de los factores extrinsecos son ahora comparadas

por pares segun cada uno de los criterios intrinsecos. Estos resultados se resumen en

la siguiente tabla:




Firma Carencia de
Innovaciones
Cerveceria Nal. 0.34
Grupo Sucasa 0.27
Banco del Istmo 0.30
Cia. De Finanzas 0.09

y Servicios

Calidad de

manejo
0.32

0.03

0.55

0.10

Calidad de proyectos
tecnolégicos

0.12

0.04

0.74

0.10

7

Venias

0.25

0.05

0.52

0.18

Pesos de las firmas para cada criterio intrinseco

La lista final de las firmas ponderadas relativas a los criterios intrinsecos

(después de multiplicar y sumar) es:
Cerveceria Nacional |_Grupo Sucasa | Banco del Istmo I Cia de Finanzas y Serv. |
0.29 0.13 047 0.11 |

Los objetivos de los inversiomistas con sus pesos computados bajo una clase

de riesgo promedio son:
Rentabilidad Control Seguridad Entusiasmo
0.34 0.28 0.25 0.13

Los pesos de las firmas para los objetivos de los inversionistas se muestran en

Ia siguiente tabla.
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FIRMAS 034)  (0.28) (025) 0.10)
Renta Control _ Segundad _ Entusiasmo

Cerveceria 0.27 0.06 0.04 0.38
Nacional

Grupo Sucasa 0.03 0.04 0.13 0.03
Banco de] Itsmo 0.63 0.75 0.29 0.55
Cia. de Finanzas 007 0.15 054 0.04

y Servicios

Pesos de las firmas segiin los objetivos de los inversionistas

La lista final de los pesos de las firmas con relacién a los objetivos de los

inversionistas es:

Cerveceria Nacional | Grupo Sucasa | Bancodel Itsmo | Cia de Finanzasy
Servicios
0.17 0.05 0.58 0.20

Para obtener la prioridad final de las firmas (el portafolio) se pondera cada

grupo de criterios (extrinseco, intrinseco, objetivos) y se efectiian la multiplicacién y

suma correspondiente En la siguiente tabla se muestran los pesos finales para cuatro

esquemas de ponderacion de los criterios.
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FIRMA - Criterios Esquemas de Ponderaci6n

Extrinsecos Intrinsecos —.E)bjetivos de

los

Inversionistas 1:1:1 1:1:2 2:1:1 1:2:2
Cerveceria 0.29 0.29 0.17 0.25 023 026 026
Nacional
Grupo Sucasa 0.23 0.13 0.05 0.16 0.13 0.19 0.15
Banco del Istmo 0.30 0.47 0.58 0.44 047 0.40 045
Cia. de Finanzas 0.19 0.11 0.20 0.15 0.17 0.15 0.14
y Serv.

i Pesaos finales de las firmas N

Se observa que el Banco del istmo y la Cerveceria Nacional estin en
posiciones pnmera y segunda, respectivamente, en todos los esquemas de
ponderacién. Sin embargo, la Compafiia de Finanzas y Servicios y el Grupo Sucasa
mantienen la musma posicion relativa a menos que sean enfatizados los objetivos de

los inversiomstas  Aqui se muestra cierto tipo de estabilidad

{Qué sucede s1 se quiere usar estos pesos como guia para asignar fondos entre

las acciones?.

Si se usa el esquema de ponderacion de los cnterios (2:1:1) donde los criterios

extrinsecos son considerados doblemente mas importantes que los otros dos, se

mvierte aproximadamente un 40% en el Banco del Istmo, cerca de un 26% en la
Cerveceria Nacional, un 19% en el Grupo Sucasa y un 15% en la Cia de Finanzas y

Servicios
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3.1. VALIDACION DEL PROCESO

LavalidezdelPJAcomounahenamientapamlatomadedecisioneshasido

confirmada comparando las prioridades derivadas del proceso con aquellas que toman

decisores independientemente. Por ejemplo, la matriz de comparaciones en la figura

6 fue desarrollada durante una discusién con los principales planeadores de una

empresa comercial grande. Se les pregunté cémo el presidente del consejo veia los

diversos sectores de la actividad de la corporacion. Fue juzgada la importancia

relativa de los sectores en términos de 1a asignacion del esfuerzo de 1a corporacion y

las prioridades fueron computadas. Al final dos planeadores de la corporacion se

fueron de la sala y retornaron con un libro que tenia informacion sobre la cantidad de

capital actual invertido en cada actividad. Esta cantidad es mostrada en la figura 7.

A B C D E Prnionidad Inversion
Empresa A 1 7 6 4 2 0.45 0.45

1 1 1 1
Empresa B — 1 — - - 0.05 0.04

7 2 3 5
Empresa C —1— 2 1 L —1- 0.07 0.105

6 3 4
Empresa D i— 3 3 1 -;'- 0.14 0.145
Empresa E -21- 5 4 3 1 0.28 025

Fig. 7. Matriz de pares de comparacién
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Se pudo probar que los resultados obtemdos a través del PJA estin

estrechamente aproximados con los que se obtuvieron por métodos tradicionales.
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CONCLUSIONES

El uso del Proceso de Jerarquia Analitica en la toma de decisiones en grupo
es eficaz  Estd demostrado que esta técnica es una metodologia utl en upa gran
variedad de problemas, desde problemas personales simples hasta aquellos que
implican decisiones complejas en 4reas como: planificacion, disefio, finanzas,
pronostico, mercadeo, seleccion de portafolio, transporte, educaciéon, ecologia,
medicina, leyes, transferencia de tecnologia, control de vuelos, ingenieria etc. Estas
involucran grandes sumas de dinero o el destino de algin pais.

El proceso de Jerarquia Analitica es una técnica para la toma de decisiones
usadas para evaluar alternativas multatributos con objetivos en conflicto entre uno o
mas actores.

Este proceso involucra la descomposicion jerarquica del problema total de
evaluacion en subproblemas que pueden ser facilmente comprendidos y evaluados.
Es decir, el proceso simula 1a actividad de la mente cuando se enfrenta a la necesidad
de apalizar una sitvaci6n. Para un conocimienio detallado, la mente estructura
realidades complejas en sus partes constitutivas, éstas a su vez las descomponen en
otras en orden jerarquicos. De esta manera, se integra una gran cantidad de
informacién y se forman una imagen completa del sistema total.

La pecesidad de descomponer el problema en los elementos mas relevantes
que intervienen en el proceso hace que las personas involucradas afines su

conceptualizacion acerca de este problema
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Utiliza una escala que permute reflejar pequefias deferencias entre las
opiniones; identificar sus efectos en los resultados y medir valores intangibles
(bienestar, satisfaccion, comodidad, adaptacién, eic) de manera semejante a las
escalas desarrolladas para medir cualidades fisicas, Yy que limitan la naturaleza de
ideas con las que se puede tratar.

La utilizaeién del Proceso de Jerarquia Analitica al problema de aplicacién
probo6 que los resultados obtenidos a través de ¢l son muy aproximados a los que se
obtienen por los métodos tradicionales.

El proceso de Jerarquia Analitica ha sido aplicado con buenos resultados en
una variedad de campos a saber: un plan para distribuir la energia a las industrias; el
disefio de un sistema de transporte para el Sudan; planificando el futuro de una
corporacién y midiendo el impacto de los factores ambientales en su desarrollo; el
disefio de escenarios futuros para la educacién superior de Estados Unidos. El uso

del proceso se facilita grandemente a través de la disponibilidad de software para

microcomputadoras.
En nuestro pais, también el proceso fue utilizado para la asignacion de precios

a los terrenos de ocupacin espontinea del Sector Oeste de la Provincia de Panama
[5]-
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