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RESUMEN

En este trabajo se pretende hacer un recorrido epistemologico en el desarrollo y
evolucion de la Serie de Fourier, desde su umbral hasta la forma como se conoce
actualmente en los cursos de matematica avanzada, analizando los principales
problemas de la fisica matematica que dan origen a esta teoria de series
trigopnométricas. Fundamentalmente son dos problemas que sus soluciones llevan
al estudio de la solucion de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, por
un lado tenemos el de la cuerda vibrante y por el otro la propagacion del calor,
gue comprende las ideas fundamentales de Fourier sobre las series que llevan su
nombre. Luego, se propone el disefio de un recurso bibliografico de las Series
de Fourier, donde se destacan importantes resultados sobre su desarrollo y
convergencia. Finalmente se presentan algunas de sus mas importantes

aplicaciones en el desarrollo de matematica

ABSTRACT

This paper intends to make an epistemological journey in the development and
evolution of the Fourier Series, from its threshold to the way it is currently known in
advanced mathematics courses, analyzing the main problems of mathematical
physics that give rise to this theory of trigonometric series. Fundamentally, there
are two problems that their solutions lead to the study of the solution of differential
equations in partial derivatives; on the one hand, we have the vibrating string and
on the other hand, the propagation of heat, which comprises Fourier's fundamental
ideas about the series that carry his name. Then, it is proposed a design of a
bibliographic resource of the Fourier Series, which highlights important results
about its development and convergence. Finally, some of its most important

applications in the development of mathematics are presented.



INTRODUCCION



La representacion de una funcién arbitraria por medio de una serie trigopnométrica
fue estudiada por muchos matematicos en el siglo XVIIl. Uno de estos
investigadores fue Joseph Fourier, el cual dio su primera demostracion de que
cualquier funcién admite una representacion en series de trigopnométrica. En este
trabajo se trata de abordar una perspectiva histérica que llevé a lo que hoy se
conoce como las series de Fourier, uno de los temas matematicos de mayor

impacto en la matematica moderna,

En el primer capitulo se parte desde la génesis del problema, el cual nace con el
famoso problema de la cuerda vibrante, el de encontrar una funcion f(x,t) que
represente el desplazamiento de la cuerda, el mismo puede representarse por

esta forma.

%y :azﬁ

ot? ox?

donde vy es el desplazamiento transversal en el instante t del punto x de una
cuerda uniforme sujeta por los extremos a dos puntos en el eje x, distantes entre
si 7r . Posteriormente el problema de Fourier el de transmision del calor, que

esta dado por la ecuaciéon

En este recorrido historico se presenta el aporte de los matematicos que criticaron

los trabajos de Fourier.



En el segundo capitulo se presenta un disefio bibliografico que recoge los aportes
mas importantes que pueden ser tratados en el desarrollo de un curso que
conlleve inmerso el contenido de las series de Fourier, partiendo desde el estudio
de las funciones ortogonales, la otogonalidad del sistema trigonométrico basico,
las funciones periddicas, asi como el desarrollo de una funcion en series de

Fourier y la deduccion de sus coeficientes.

Se estudiaran situaciones que a la vista de la intuicion parecieran contradictorias,
como por ejemplo que la funcion y = f(x) pueda ser representada por una serie

trigonométrica cuya representacion grafica es la siguiente.

Figura 01

En cuyo caso se discutira la implicacién del surgimiento de las funciones definidas
por expresiones distintas en subintervalos de nameros reales distintos, lo cual
rompe la idea de que las funciones estaban definidas por una sola expresion
analitica, lo que se conoce como la liberaciéon del concepto de funcién(Collette,
1993).

Por ejemplo, si hay muchos puntos en los cuales la funcidon no es continua (Figura
01) y admite desarrollo en series de Fourier, aspecto tratado en las condiciones de

convergencia de la serie.

Finalmente, se presentan tres aplicaciones importantes de la serie de Fourier,

partiendo del hecho curioso conocido como el fendbmeno de Gibbs, luego la



solucién de la ecuacion de la cuerda vibrante y la ecuacién de calor por medio de
la aplicacion del desarrollo en series de Fourier. Posteriormente se ilustrara con

algunos ejemplos la utilidad de este tema en el calculo de sumas de series.



CAPITULO 1: RASGOS HISTORICOS DE LAS
SERIES DE FOURIER



1.1. Genesis de las Series de Fourier

No en vano, el matematico y fisico francés, cuyas series son el objeto de
estudio de esta tesis, afirmaba que el estudio profundo de la naturaleza humana
es la fuente mas fértil de descubrimientos matematicos segun (Cordoba, 2016,
pag. 21.). Esta, sin lugar a dudas, una frase favorita por matematicos que se
empefian en encontrarle aplicacién practica a esta disciplina, fue quizas una
primicia y al mismo tiempo una conclusién, para un apasionado del calor, que al
formular una teoria sobre la naturaleza de este fendbmeno, anclé no solamente un
meétodo, (el de Fourier), sino también instrumentos (series, integrales vy
transformadas de Fourier) y una disciplina en su conjunto (andlisis de Fourier,

también llamado Armonico), expresa (Cordoba, 2016, pag. 21).

Si bien el trazado de lineas de investigacién parece hoy una de las
preocupaciones de los entes académicos acosados por la acreditacion
universitaria, Almira (2009) refiere que Jean Baptiste Fourier quizds nunca
imagino, que trazaba para su tiempo, lo que seria una linea de investigacion que
escapaba, para aquel entonces, a los objetivos de la mecanica racional, la

mecanica celeste y la fisica matematica de la época.



1.2 El origen del analisis de Fourier

El desarrollo del analisis de Fourier tiene una larga historia, en la cual han
participado notables matematicos y un gran nimero de personas, asi como las
investigaciones de muchos fendmenos fisicos. Esta idea notable que sobresale en
el analisis de Fourier como lo es el empleo de las series trigopnométricas,
relacionadas armoénicamente para describir fenomenos periddicos se remonta a
las antiguas civilizaciones, al tiempo de los Babilonios, quienes utilizaron este tipo
de ideas para describir los eventos astronémicos, En 1952, Otto Neugebauer
descubre que los Babilonios utilizaban un tipo primitivo de la serie de Fourier para

la prediccion de eventos celestes.

El desarrollo moderno de la serie de Fourier tiene su inicio a mediados del siglo
XVI 'y XVII cuando varios matematicos estudian el problema clasico que sento la

génesis al concepto central de este estudio.

1.2.1 La cuerda Vibrante

Se estudiard con cierto destalle este problema que como se mencioné en el
parrafo anterior dio origen a toda la problematica que convergi6 al desarrollo de la
teoria de Fourier. El problema de la cuerda vibrante o ecuacion de Onda, como
posteriormente se le llamo, fendmeno natural que despertd la curiosidad de los
matematicos y fisicos de la época, que plantea la forma que adoptara la funcion

y(X,t) y que representa el desplazamiento vertical en funcién del tiempo de cada

punto (ubicado en la abscisa x ) de una cuerda de longitud L fijja en ambos



extremos, siendo dicha cuerda apartada en el instante inicial de su posicion de

equilibrio y adquiriendo asi la forma de una funcién continua.

y(x,0) = f(x)

Johann Bernoulli (1667-1748), afamado matematico suizo propuso una soluciéon a

esta ecuacion en el afio 1727, considerando primero la oscilacibn de n masas

iguales situadas equidistantes. Para el desplazamiento y, de la k—ésima masa,

Bernoulli habia obtenido la ecuacién en diferencias finitas.

dZYk
dt?

= az(yk+1 - 2yk + yk—l)

Donde a depende de la tension de la cuerda, de la masa total y de la distancia
entre las masa puntuales. Bernouilli resolvié esta ecuacion y considero el caso de
la cuerda continua haciendo tender n a infinito formalmente. De esta manera,
obtuvo que, en cada instante t , la cuerda toma una forma sinusoidal, solucion de

la ecuacion

Con k funcién del tiempo. Este resultado habia sido obtenido en 1715 por J.

Taylor



1.3. Los primeros mateméaticos que criticaron los trabajos de Fourier
No solamente Victor Hugo, en su obra Los Miserables, dudaria de la
genialidad de Fourier. Por el sendero de la indiferencia, transitarian también
algunos autores tales como Siméon Denis Poisson (1781-1840) y Jean-Baptiste

Biot (1774-1862).

e Siméon Denis Poisson
Resulta curioso pensar que Siméon Denis Poisson, uno de los principales
detractores de Fourier, haya sido en algin momento, ayudante suyo. Este
matematico, astrénomo vy fisico francés, cuya vida vertio a la investigacion y a la
ensefianza de las matematicas, autor (segun sus bidgrafos) de mas de 300 obras,

realiz, al igual que Fourier, importantes aplicaciones al analisis matematico.

Como Fourier habia conseguido resolver la ecuacion del calor mediante el
desarrollo de funciones en serie trigopnométrica, Poisson pensd que todas las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales podian resolverse mediante series
y dedicé grandes esfuerzos a la resolucion, mediante este método, de cuestiones
relacionadas con la conduccion del calor y la teoria ondulatoria, que se publicaron
en el Journal de la Escuela Politécnica de 1813 a 1823, y en las Mémoires de la
Academia de Francia en 1823. En estos trabajos Poisson consigue encontrar

(1818) una solucién para la ecuacién de ondas (Escribano, 2016):

ou ou ou 10%
==
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Introduciendo (1820) el método de sumacion de Abel para series

divergentes, que en realidad fue usado por primera vez por el propio Poisson.

Sin embargo, la utilizacion de las series de Fourier presentaba algunas
dificultades. Por un lado, estaba el problema de la convergencia: en 1820 Poisson
y Cauchy presentaron dos demostraciones sobre la misma, que fueron tan poco
rigurosas como las del propio Fourier. Por otro, los coeficientes de las series de
Fourier se obtenian mediante el calculo de areas, con los problemas consecuentes

en el caso de curvas arbitrarias segun (Escribano, 2016).

Por ello, muchos matematicos intentaron encontrar las soluciones de las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de forma explicita, esto es, en
términos de funciones elementales y de integrales de tales funciones. EI método
mas conocido para resolver ecuaciones diferenciales de forma explicita fue la
integral de Fourier que introdujeron de forma simultanea Fourier, Cauchy y

Poisson hacia 1816.

Se denomina integral de Poisson de una funcion f a la funcion definida en

el circulo unidad por:

1 o= 1-r?
PO =g —ﬂ£1—2rcos(¢9—¢)+r2jf(¢)d¢

gue constituye la solucién del problema de Dirichlet para el circulo unidad.
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El problema de Dirichlet puede enunciarse de la siguiente forma de acuerdo con
Escribano (2016) dada una region R en el plano limitada por una curva cerrada

simple C, y dada un funcion f (P)definida y continua en los puntos P de C, se
pide hallar una funcion F(P), continua en R y sobre Cy que verifique la

ecuacion de Laplace en R y coincida con f(P) en el contorno C.

e Jean Baptiste Biot

Al parecer, antes de ocuparse del problema de la distribucion del calor en
sélidos conductores, Fourier habia realizado algunas contribuciones al problema
de la vibracion de los cuerpos sonoros. En particular, se sabe que estaba bien
familiarizado con la Mecanica Celeste de Lagrange y las contribuciones de Daniel
Bernoulli al problema de la cuerda vibrante. Sobre este tema Almira (2009) lo que
no nos es conocido es cuando y por qué Fourier orientd sus intereses hacia el
problema de la distribucion del calor, aunque es casi seguro que esto debid

suceder alrededor de 1804, tras leer un trabajo de J. B. Biot (1774-1862).

En dicho articulo Biot estudiaba la evolucién temporal de la distribucién del
calor en una barra metalica delgada y muy larga, cuando ésta se calienta desde
uno de sus extremos. Biot asumia la conocida ley de enfriamiento de Newton,
segun la cual la cantidad de calor intercambiada por dos cuerpos que se ponen en
contacto es proporcional a la diferencia de sus temperaturas. Sin embargo, su

modelo no era correcto, como él mismo reconoceria posteriormente. El problema
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basico es que Biot asumia el mismo tipo de intercambio de calor entre la superficie
de la barra metélica y el aire que en el interior de la barra. Al principio Fourier
pensd que evitaria las dificultades con las que se encontré Biot proponiendo un
modelo discreto que, aunque resultaba un tanto artificial, podia resolver con
técnicas similares a las empleadas por Lagrange en el problema de la cuerda
vibrante. Esto fue lo primero que hizo, y tuvo un éxito relativo porque, aunque fue
capaz de deducir la expresion general de la solucion e incluso demostré algunas
propiedades cualitativas de la misma, en ésta aparecian ciertos coeficientes que
no pudo hallar sino en ciertos casos especiales (para dos o tres masas).
(Curiosamente, si pudo hacer las cuentas posteriormente para el problema
discreto en un anillo, y esto le sirvid también para el calculo de los coeficientes de
Fourier). Entonces decidié volver al problema en el caso continuo. En su primer

intento, en 1806, llego a la ecuacion de difusion errénea

ou o’u du o«
ox~ oy° oz

ot
pero pronto descubrié su error y, al distinguir el comportamiento del flujo del calor

dentro del sdlido y en sus puntos superficiales, lleg6 a la ecuacion correcta, la cual

es, para los puntos del interior del sdlido,

Esta es la ecuacion de difusion que incluyé en su memoria de 1807. Fourier

estudié entonces el problema de la distribucion estacionaria de temperaturas en
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una lamina semi-infinita cuya superficie lateral mantenemos a temperatura

constante.

En un primer momento Fourier concibié un modelo tedrico de transferencia
de calor mediante un mecanismo de compuertas. Luego estudio la transferencia
de calor en cuerpos continuos. La cuestion que se debatia era si el calor se
propagaba en forma lineal o logaritmica y en forma continua o a través de saltos

Vito & Suarez ( 1999) afirma.

El calor penetra en los liquidos y determina movimientos interiores
producidos por los cambios de la temperatura y por la densidad de las
moléculas que se pueden expresar mediante ecuaciones diferenciales e
integrales. Esta dificil busqueda exigia un analisis especial fundado en
teoremas nuevos. Estas cuestiones principales que yo he resuelto no

habian sido sometidas a célculo hasta el momento.

Fourier sugirié que el problema se podia resolver mediante un simple patron
sinusoidal que deberia atenuarse gradualmente hasta que la temperatura fuera
uniforme en todo el cuerpo. No fue facil de convencer a sus detractores entre los
gue se hallaba Laplace (1749-1827), Biot (1774-1862) y Poisson (1781-1840). En
realidad ellos no comprendian el significado de los términos diferencia de

temperatura y gradiente de temperatura (Vito & Suarez, 1999).
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1.3.1. Las tres grandes L: Lagrange, Laplace y Legendre
Cuando se hacen revisiones bibliograficas de la obra de Fourier, esta se ve
opacada grandemente por las criticas de quienes algunos denominan las tres
grandes L.: Lagrange, Laplace y Legendre. No obstante, pareciera que la critica
no tiene una contrapartida formal, una propuesta que tenga el rigor matematico

gue tanto se le critica al autor.

Es osado decir que estos tres autores, asi como algunos mas que se
ilustran en la siguiente tabla, no hicieron (¢ ni pudieron?) o acaso no les intereso,
elaborar una teoria alterna que permitiese derrumbar o evidenciar las enormes
debilidades que le adjudican a la obra de Fourier, de manera puntual, precisa o
acaso utilizable, que permitiese hoy las innumerables aplicaciones de las que goza
la obra de éste. Pero aungue es un atrevimiento decirlo, la revision bibliografica

parece demostrarlo.

Efectuando una exploracion cronoldgica y relacional puede evidenciarse
también, no solamente una preminencia de ideas, de supervisor doctoral a
estudiante, de desdén hacia un parto que parece ignorarse por la diferencia de
rasgos en el hijo (la obra en si), de rastros genéticos o de patronazgo de ideas.
Lagrange y Laplace, en su momento, maestros, se sienten ajenos a las ideas
revolucionarias o demasiado fisicas del discipulo. Como lo dijera (Kahane, 2007)

Fourier era, sin duda, demasiado matematico para ser un verdadero fisico,
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demasiado fisico para ser un verdadero matematico. Hoy, por el contrario, Fourier

es la prueba emblematica del acercamiento entre la fisica y la matematica.

Fue quizas ese divorcio reconciliable entre estas dos ciencias que hoy se
amenizan como disciplinas diferentes, lo que impidi6 en su momento, valorar
propuestas con postulados que descansaban en teorias consideradas vacias o

faltas de rigor.

Kahane (2007) referencia que Fourier trabajaba en el torbellino de la vida
publica y en un aislamiento cientifico total. En 1807 termina la redaccion de un
imponente manuscrito titulado Théorie de la propagation de la chaleur dans les
solides, lo lleva a Paris, se lo hace conocer a sus colegas Biot y Poisson, que ha
encontrado en la Ecole polytechnique, y lo presenta a la primera Clase del Institut
national des sciences et des arts el 21 de diciembre. Lagrange, Laplace, Monge y
Lacroix son designados informadores. Una resefia resumida de su trabajo aparece
en marzo de 1808, firmada por P. (Poisson). Desestimacion, incomprension, es un

verdadero fracaso para Fourier.

Comienza para Fourier una larga marcha. Inicia una correspondencia con
Lagrange, la autoridad mas respetada del mundo matematico, y Laplace, el mas
capaz de juzgar su obra. El esperado informe sigue sin llegar. Pero el Instituto
nacional propone la propagacién del calor como tema para el Grand Prix que debe

ser otorgado en 1812. Fourier remodela su texto, lo reorganiza, lo enriquece, y lo
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dirige a la primera Clase del Instituto nacional en forma andnima segun la
costumbre, bajo el hermoso epigrafe Et ignem regunt numeri (también el fuego
esta regido por los numeros). Su veredicto, favorable a la memoria de Fourier, se
emite el 16 de diciembre de 1811 y la coronacion de la obra tiene lugar en sesion
publica el 6 de enero de 1812. Es por fin la consagraciéon. Pero ya se dibujan las

sombras. El informe no es unanimemente elogioso, como lo muestra este extracto:

Esta obra encierra las verdaderas ecuaciones diferenciales de
la transmision del calor, tanto en el interior de los cuerpos
como en su superficie; y la novedad del tema, junto con su
importancia, han decidido a la Clase a coronar esta obra,
observando, sin embargo, que la manera en la que el autor
llega a sus ecuaciones no esta exenta de dificultades, y que
su andlisis para integrarlas deja aun algo que desear, tanto en
lo que respecta a la generalidad como incluso del lado del

rigor.

En resumen, el trabajo es innovador, pero no es perfecto. Hay algo mas
grave aun: el Instituto nacional no decide su publicacion. Nuevo fracaso para

Fourier” (Kahane, 2007).
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2. UNA ALTERNATIVA PARA EL ESTUDIO DE LAS SERIES DE FOURIER

2.1 Introduccion:

Lo que pudiera ser concebido como un disefio bibliografico para el desarrollo
de un curso de matematica avanzada donde se desarrolla el tema de las series
de Fourier, donde lo que se pretende es motivar sobre el estudio mas profundo

tanto para analisis de resultado como para resolver problemas sencillos.

2.2 Ortogonalidad del sistema trigonométrico basico.

En ciertas areas de la matemética avanzada, a una funciéon se le considera
como la generalizacion de un vector. En esta seccion se hara extensivo a
funciones los conceptos vectoriales de producto interior, o producto escalar y la

ortogonalidad de los vectores.

Definicion 2.1.: El producto interior de dos funciones f, y f, en un intervalo

(a,b) esta definido por:

(£ 1) =] £(x)F,(x)dx

Definicion 2.2.: Se dice que dos funciones f, y f, son ortogonales en un

intervalo [a,b] si:

(. 8,)=[] (%) £,(x)dx=0
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Definicion 2.3: Se dice que un conjunto de funciones con valores reales.

100/(%),04(X), 0, (%), 03 (X)--.0, (%)}

es ortogonal en un intervalo [a,b]si el producto de

(P> ) :I:(Pm (X)(pn (X)dx =0; m#n

Definicién 2.4: La forma normal cuadrada de una funcién ¢, (x) es:

o, (] =( (%), 2,00)

y la norma o su longitud generalizada es:

2, (9] =y( 20 (%), 0, (%))

En otras palabras, en un conjunto ortogonal {gon (X)} la norma cuadrada y la

norma de funcion ¢, (x) esta dada por

o = 9.2 (x)x

Es decir,

e, 0l=\ [, #,% (x) o

Definicién 2.5: Si {(pn (X)} es un conjunto ortogonal de funciones del intervalo

[a,b] con la propiedad de que
|le,(¥)]|=1 para n=0,1,2...

Entonces, se dice que {¢,(x)} es un conjunto ortonormal en el intervalo [a,b] .
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2.3 Funciones del sistema trigonométrico basico y series Trigonométricas

Definicion 2.6: Al conjunto {¢,(X)} definido por
{1,cos x,sen x,€os 2x,sen 2, ...}

Se le denomina conjunto trigonomeétrico basico.

TEOREMA 2.1: (ORTOGONALIDAD DEL SISTEMA TRIGONOMETRICO
BASICO.)
La integral sobre el intervalo —z<x<7x del producto de cualquier pareja de

funciones distintas del sistema trigonométrico basico:

{1, COS X, Sen X, oS 2X, sen 2X, }

Es cero, es decir:
7 n=123,..

i) J sennxcos mxdx =0
e m=0,12,...

i) I sennxsen mxdx =

—-7T

7 Sin=m=123,...
0 sinzm

. 0 sinzm
iy | cosnxcosmxdx= 1, g n_m-123,..

-

27 sin=m=0

Demostracion:

i) Como el producto de SennxX CoS MX resulta ser una funcién impar su

integral es igual a cero es decir:
a
'[ sennxcos mxdx =0
-

i) Sea M=nN , se tiene que:

j sennxsen mxdx = _[ sen?nxdx

-7 -

Por la identidad,

sen’ nx = %(1—003 2nx),
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entonces:

I sen’ nxdx = % I (1—cos 2nx dx

-

= %[‘E dx —i cOS 2nxdx}

(x|
=—| X——S8en2nx
2 2n Y

1 1 1
=—| T——sen2nx + 7 +—Sen2nrx
2 2n 2n

=7

i) Si N#M , de la férmula
senxseny = %[cos(x —y)—cos(x+Y)]

Se tiene que

_[ sennxsen mxdx = % I [cos(n —m)x—cos(n+m)xJdx

—T —-7T

:%@cos(n_m)xdx_fcos(mm)xde

-

sen(n+ m)x}

{ 1
= sen(n—m)x—
2(n—m) 2(n+m)

={ L sen(n—m)z — L sen(n+m)7r}

2(n—m) 2(n+m)

{_ 2(nim) sen(n—m)z + sen(n+ m)n}

1
2(n+m

sen(n+ m)zr}

sen(n—m)z —
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Como n y m son enteros (n—m) y (n+m) también lo son y ademas como la

funcién senkz =0, VK € Z | obtenemos que

w
J' sennxsen mxdx =0

-

iv) Si N =M , de la formula
COSXCOSY = %[cos(x +Yy)+cos(x—y)]

Se tiene que

_ j COSNXCOS MXdx = % J. (cos(n+m)x+cos(n—m) x)dx

—r -

:%@cos(mm)xmfcos(n—m)xdxj

-7

|
=— sen(n+m)x —
2| (n+m) (n—m

1 nem) sen(n+m)z + (—m sen(n—m)z

) sen(n— m)x}ﬁ

1
_+ nem) sen(n+m)z+ n_m) sen(n—m)z

Porque senkz=0,vkeZ.

v) Sea N=m
f COSNX cos mxdx = I dx = x|’_fﬂ =r—(—n)=2rx
-7 -7
Si n=m=1,2,3... aplicando la identidad

COS? X = %(1+ C0S 2X)

Obtenemos
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_[ cosnx cos mxdx = J' cos? nxdx = % I (1+cos 2nx )dx

7T -7 7T

]{ dx + ]{ cos 2nxdx

[Eel
X + —Sen2nx
i 2n .

-27r]

q NP, NP N |-

Definicién 2.7: Una serie trigopnométrica o polinomio trigonométrico es una

funcién de R en R de la forma

P(x) = % + i(an cosnx + b, sennx)

n=1

Donde a,, a,y b, son constantes reales.

3.4 Funciones Periddicas.

Definicion 2.8: Seaf:R—R una funcion. Decimos que f es periddica
cuando existe un namero real T , no nulo, tal que f(x+T)= f(x) para todo

x e R. En este caso se dice que T es un periodo para f .

Si T es un periodo para f entonces =T,+2T,...,+nT,... también son periodos

para f.
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Ejemplo 2.1: Las funciones f(x)=sen@ y f(x)=cos@ son funciones periddicas.
Solucién: La funcion f(x)=cos@® comparece con la funcibn y=acosbx |,

. : 2
donde |a| es la amplitud y el periodoes T =T , entonces,

b
T=2rx

De forma anéloga podemos determinar que el periodo de f(x)=sené es 2z
Ejemplo 2.2: Encontrar el periodo de  f (x) = sen(+/2 x)

Solucién: La funcién f(x):sen(\/ix) comparece con la funcion f (x) =asenbx

, donde el periodo es:

T=2—ﬂ=\E7Z'

2|
. . . X X
Ejemplo 2.3: Encontrar el periodo de la funcién f(x) :cosg+cosg
Solucidn: Sila funcion f(x) es periddica con un periodo T, entonces se tiene
1 X X X
cos=(x+T)+cos—(x+T)=c0S—+C0OS—
5 8 5 8
Puesto que cos(@+2zm)=cos® para cualquier m se tiene que
1

=T =2m, 1T =27n
5 8

Donde myn son enteros. Por consiguiente
T =107m =167zn

Cuando m=80=n, por lo tanto la funcion es de periodo T =80z
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Es claro que si f:R—R es una funciébn de periodo T entonces f esta

determinada por sus valores en un intervalo semi — abierto de longitud T .

Supongase que f es una funcion de valores reales definida en un intervalo |
de la forma [a,b)6(a,b] , entonces f puede ser extendida, en forma natural, a

una funcién de periodo T =b-a, definida en todo R mediante la siguiente

igualdad.

f(x+nT)=f(x)
Para xeRyneZ .

Teorema 2.2 : Sea f:R— R una funcién de periodo T . Si f es integrable
sobre un intervalo de longitud T entonces f es integrable sobre cualquier

intervalo de longitud T y para cualquier aeR se tiene que:

jT f (X)dx = jOT f (x)dx

Demostracion: Sea u=x+T, entonces f(u)=f(u-T), luego

IO f(x)dx=[ f(u-T)du

- f (u)du

T-a

_ jTT f (X)dx

Luego,

jT f(X)dx = j° f(x)dx + joT f (x)dx
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=" f0gdk+ [ ()
= [ EedxH [ ()X

= [ f(xax

2.5 Coeficientes de Fourier

Definicién 2.9: Sea f:R—R una funcion de periodo 27, integrable en el

intervalo [—ﬂ,ﬂ]. La serie de Fourier de f es la serie trigopnométrica

f(x)= % + i(an cosnx + b, sennx)
n=1

Donde;

Los coeficientes de Fourier o de Euler-Fourier de la funcién f(x) se definen por:
1 ¢~
g, =— j f (x)dx
7Z' -7

a, = 1 J' " f (x) cos(n x)dx
72' 7T

b, :lj‘” f(x)sen(nx)dx n=1,2.3..
72' =T

Primeramente se analizara la formula para los coeficientes aja, y b, en

términos de la funcion f(x).

Supongamos que la serie converge a una funcion integrable f(x) en el

intervalo [—m, ] , es decir:



29

f(x)= % + i(an cos(nx)+b,sen(nx))

Y que ademas la serie puede integrarse término a término

v Primero se determina a,; al integrar en el intervalo de [-z,7] ambos

miembros de

o0

f(x)= % +> (a,cos(nx)+b,sen(nx))

n=1

Se tiene

_[_7; f (x)dx = I””{% + i“(an cos(nx)+b,sen(n x))}dx

es posible integrar la serie término a término, entonces se obtiene.

" f00dx= fﬂ%dx + i[anfﬂ cos(nx)dx+b, [* sen(n x)dx}

LY PV o P § |
— ?J‘_” dx + nZ:l:_an J'_ﬂ cos(n x)dx +b, J‘_ﬂse n(n x)dx_

LY PV o P § |
— ?J‘_” dx + nZ:l:_an J'_ﬂ cos(n x)dx +b, J‘_ﬂse n(n x)dx_

a b
—sen(nx)|" ——cos(nx)[" }
n 7N 7
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De donde se tiene que;
17
a,==[" f(x)dx
72' -7
v Para determinar a, . Se multiplica por COSMX

f f (X) cosmxdx = J'_” [% + f:(an cos(nx)+b_sen(n x))} cos mxdx

Si se integra término a término, se obtiene,

. al cos(n x) cos(mx)dx

aO V4 n I—ﬂ

=—2| cosmxdx+ E
2 L. = +b, [ sen(nx)cos(mx)dx

Analizando cada integral.

» La primera integral

% _[_” cos mxdx = -2 sen my® = ﬁ[sen mz —sen (—-mr)]

2m 2m

0
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= La segunda integral suponiendo que N#=mMm

anr cosnxcosmxdx = EUE cos(n+m)xdx + r cos(n— m)xdx}

_ 2| J-x _

sen(n+m)x| +

7 (n-m)

1 7 r
:E{(mm) | sen(n—m)x|ﬂ}

=0

Si N=m, la integral también queda

T T
a, j cosmxcos mxdx = amj' cos’mxdx
- -7

z (14 C0S2mx
= am_[”( > jdx

(.[_”” dx + J'_”ﬂ cos 2mxdx)

ay
2
(e gpeenan )
= X+ —5sen2mx
2 2m .
:a—m(Zﬂ)

2
=a.r

= La tercera integral suponiendo que N#mMm

b, r sennxcos mx dx = %U” sen(n+m)xdx + r sen(n— m)xdx}

_L__1
2| (n+m)
-0

cos(n+m)x|” - T —lm) cos(n— m)x[ﬂ}

si N=m, es obvio la integral es 0.
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Por lo tanto tenemos que:

J " f (x)cosmxdx = za,,

De donde,

a, =1.|.” f (x) cos mxdx
72' —7T

v Para determinar D, . Se multiplica por Senmx

f f (x)senmxdx = f [% + i(an cos(nx)+b_ sen(n x))}sen mxdx

n=1

Si se integra término a término tenemos:

i © | a, . cos(n x)sen(mx)dx
- ij sen mxdx + J._” ”
27 n=1 +b, I_ sen(n x)sen(mx)dx

Analizando cada integral

= La primera integral

a T
=9 j sen mxdx
2 -
B T
=—2 [cos mx]
L —7T

= —2[cosmz —cos(—mr)]

= —2[cosmz —cos(mx)]
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* Analice la segunda integral, para N =M

a, Jw cosnxsenmxdx = %U_ﬂ sen(m+n)xdx + j_” sen(m— n)xdx}

sen(m+n)x” + L sen(n—-m)x|*
- (m _ n) -

:E{(mm)
=0

Si n=m, es obvio que la integral es igual a 0.

= Analice la tercera integral, para N1 =M

b, j_” sennx senmx dx = %Uj cos(n —m)xdx — J._” cos(n+ m)xdx]

sen(n+m)x” — L )sen(n—m)x|”}
V3 m =T

_1
2 (n+m) (n—

=0
» Analice la tercera integral, para N =M

bmj” senmx senmx dx = &U” senzmxdx}
-z 2 -

j_’; (1-cos(2mx)) dx]

b,
2
bn [ ex T
= ?_j,, dx —L cos(2mx)dx]
bn
2

X" - %sen (2mx) }

-

Por lo tanto tenemos que:

.[_” f (x)senmxdx = zb,_
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De donde,
1 ¢ex
b, = —I f (x)senmxdx
Ty

De lo anterior se puede escribir N en lugar de M y en conclusién se tiene las

llamadas férmulas de Euler o coeficientes de Fourier.
1 ¢en
a,==[" f(x)dx
72' —7T

a = 1 | " (x)cos(n x)dx
72' —7T

b, :lj‘” f(x)sen(nx)dx n=1,2.3..
72' 7T

En particular atendiendo a la periodicidad de los integrandos, es decir cuando
se consideran funciones de periodo 2z , es posible remplazar el intervalo de

integracion por cualquier otro intervalo de longitud 2z, es decir por ejemplo en
el intervalo [0,27]. Si de una funcién periédica con periodo de 27 pueden
calcularse los coeficientes a,,a, y por medio de las férmulas de Euler vy

formas la serie trigonométrica.

a, +a, Cos X +h,senx + a, cos2x + b sen2x +...+a, Cosnx+b sennx +...

Entonces se dice que esta es la serie de Fourier correspondiente a f(x) y sus

coeficientes, obtenidos a través de las formulas de Euler , se les llama

coeficientes de Fourier de f(x).



Ejemplo 2.4: Considérese la funcion

1 si0<x<rx
f(x)= .
-1, sl 7<X< 27

Calcular la serie de Fouirier.

Solucién: Calculemos los coeficientes de Fourier.

a, :ij_” f (x)dx
72' T
1 T 2
:;Uo dx— | dx}

= ]

1
==[z-2
[72' 7Z'+7Z']

Ahora calculese

a =£ " f (x) cos nxdx

n
-

V4 2
L cos nxdx — j cos nxdx
T

| I

© 3| Q| N
1

1 V3 1 27
—sennx|0 ——sennxdx|
n n 7

Por otro lado,

35
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_” f (x)sennxdx

Y 2r
'[O sennxdx—j sennxdx
T

§]|H<§]|H§3|H
1

l T 1 27
—=cosnx| +=cosnxdx|
n ° n 4

=

[-cosnz +cosn(0) +cosn2z —cosnr]
T

-

=—[-2cosnz +cos2nz +1]
nz

1 n
=E[—2(—1) +1+1]

1 {2(-1)“%2}

v/ n

Por lo tanto la serie de Fourier de f es:

f(x)=>_b, sennx
n=1

— li[—z(_l)m + Z}en nx

e n

Es decir,

f (x) :—senx+isen3x+isen5x+....+Lsen(2k +1D)X+...

T 37 57 (2k+1) 7
4 senx sen3x sen5x sen(2k +1)
=— + + +...+ X+

| 1 3 5 (2k +1)

Consideremos la suma parcial S, de esta serie de Fourier, entonces

4 (senx sen3x senb5x
=TT T3 s
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Para visualizar el grafico de S, trazamos primero los graficos de las funciones

. g 4 senx
Grafica 01: Representacion de la Funcion — T
b

o wS2 Fr S 2 ™

e L ., 4 sen3x
Grafica 02: Representacién de la Funcidn — 3
T

_2 4
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fgr . ., 4 sendx
Grafica 03: Representacién de la Funcion — 5
T

AN AN A\ a a4
N I AV A VA A

Al trazar el grafico de la suma parciales

. _ 4 ( senx sen3dx senSx
Grafica 04. Sumas parciales S5 = — + +
T

1 3 5
&y
2
T
o mS 2 Fmr s 2 T
T 4
-
-




Grafica 05: Representacion de las Sumas parciales

4 ( senx sen3x senS5x senTx sen9x senllx
S,=— + + + + +

A 3 5 7 9 11

o s 2 Frmr s 2

Estos gréaficos sugieren que la serie de Fourier de f converge a f en cada

punto de continuidad.

Ejemplo 2.5: Considérese la funcion

f(xX)=x Si (—7<X<7)

Determine la serie de Fourier de f .

Solucién: Calculese los coeficientes de Fourier.

39
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a, = — xdx
7Z' — 7T
_ 12
T| 2|

Ahora,

1 ¢n
an:—j xcosnxdx |

Integrando por partes tenemos,

u=X dv=cos nxdx
1
du=dx  y="senx
n
1| xsenx|® (= senx
L [ X g
| n |, *7 n

10

il

10

Tz

1] 1 1 }
=—| —— oSNz +— cosn(-r)

T n’

1

z

=0

b,

_—j X senn x dx ,
T

Integrando por partes tenemos,
u=x dv=sennxdx

du=dx V:—l COS X
n

40



bnzi{—x cos x| +f” %dx}
7zl n |, 7 on
_ 1| —xcosx|"  sennx|
A ,,+ n |,
_f—xcosxT
L n |,
_1[-mcosnz zcosn(-r)
“xl on n }
_ —2cosnrx
o
_2(:=9™
==

,Entonces la serie de Fourier es

f(x)= iZ(—TD”” sen nx

n=1

Ahora calculese los primeros términos de la serie

2-1° 2
b == b=
2(-1)° 2
5,20 2
2(-1)° 2
5~ 20, 2

Es decir,

f(x)= 2(sen x—%sen 2x+%sen3x...+ (-2

Considérese la suma parcial de S,

w1 SENk x N

k

41
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senx sen2x sen3x
S;=2 — +
1 2 3
Para visualizar el grafico de S, trazamos primero los graficos de las funciones

Grafica 06: Representacion de la funcidn 2(senx)

Ay

-3

- . ., sen2x
Grafica 07: Representacidn de la funcién 2

Ay

VANWANYA RVANYANYE
7NN NN T

-2




Al trazar las gréaficas de las sumas parciales de S, = 2(

Y para S;

Grafica 09: Representacion de la funcion S, = 2(

-2m

Grafica 08: Representacion de la funcién 2(

—ir

-/ 2

&y

m

sen3x ]
3

Ay

3/ 2

2

2

senx  sen2x . sensxj
1

3

-2

-3

senx  Senx N sen3x ]
1 2 3
//__/
|'|l|;I
3m/2 .'2" 5m/2 377
P

43
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Grafica 10: Representacion de la funcion

senx sen2x sen3x sendx senSx senbx
Se =2 - + - + +
1 2 3 4 5 6

by

-3/ 2 mi2 Im/2 2 S/ 2

Como podemos observar estos graficos sugieren que la serie de Fourier de f
converge a f en cada punto de continuidad.

2.6 Funciones de periodos arbitrarios

Definicién 2.10 : Sea f :R — Runa funcién de periodo 2T (T >0), si

o0 = 1 (T—Xj
T

Este cambio de variable permite trasladar, en forma muy natural y sencilla, los

definimos ¢(x):R — R por

Donde ¢ tiene periodo 27 .

resultados que hemos obtenido para funciones de periodo 2z a funciones de

periodo 2T .
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Definicion 2:11: Una funcion de periodo 2T, integrable en el intervalo [—72',72'],

tiene una serie de Fourier generalizada de la forma.

f(x) =%+i{an cos(@}bnsen(@ﬂ

Donde,

Ejemplo 2.6: Encontrar la serie de Fourier de la funcion

0 Si—2<x<-1
f(x)=AI si —l<x<l1
0 si l<x<?2

Solucion: Calculemos los coeficientes, es necesario que sepamos que 2T =4,

dedonde T =2.



Luego, para calcular, a,

1,7 Nz X
a,== j_T f (x) cos(?de

1,2 Nz X
=2 I_Z f (x) cos(Tj dx
11 Nz X
:—j | cos| —— [dx
271 2
I n;rx]l
=—sen| —
nz 2 ),

I nﬂj | (—I’VZ'
=—sen| — |—-—sen| ——
Nz 2 Nz 2

2l nﬂ'j
=—sen| —
Nz 2
De donde
[0, si n es par
2l i
—, sI n=15,9
a‘n:< V4
_—', si n=3,7,11
L Nz

Para calcular bn , tenemos que,

J

46
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Por lo tanto la serie de Fourier de f es
I 2 r 1 3z 1 5r
f(X) =—=+—| COS—X—=C0S— X+ —C0S— —+...
2 2 3 2 5 2

2.7 Funciones Pares e Impares

Si aplicamos el concepto de funciones pares e impares y sus propiedades en el
analisis de la serie de Fourier es posible evitar trabajo innecesario o céalculos
un tanto tediosos, pero para ello es necesario recordar algunos resultados

importantes.

Definicion 2.12: Sea | < R un intervalo simétrico con respecto al origen y sea

f :1 — R una funcién.

I. Sediceque f esparsi
f (x) = f (—x) paratodo xel
ii. Sediceque f esimpar si

f(x)=—f(x) paratodo xel
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Ejemplos 2.7: Demostrar que:

i.  El producto de dos funciones pares es una funcion par.
ii. Elproducto de dos funciones impares es una funcién par
iii.  El producto de una funcion par por una impar, el resultado es una

funcién impar.
Solucién:
Para probar (i)

Sea f(x)=f,(x)f,(x).Si f(x) y f,(X) sonfunciones pares, entonces

f(=x) = f,(=x) f,(-x)
= f,(x) f,(x)
= f(x)
Lo que prueba que f(x) es una funcién par

Para probar (ii)

Sea f(x)=f(x)f,(x).Si f(x)y f,(x) sonimpares, entonces

(%) = £,(-X) f,(-X)
=~ ,(0[~£,(0)]
= £, £,()
= f(x)

Lo que prueba que f(x) es una funcion par.

Para probar (iii)
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Sea f(x)=f(x)f,(x). Si f/(x) es una funcion para y f,(x) es una funcion

impar, entonces

(%) = £,(-x) £,(-%)
= 1,00~ 1,(0]
= 1,00 1,09
- —f(x)

Lo que prueba que f(x) es una funcion impar.

Ejemplo 2.8: Demostrar que cualquier funcion f(x) se puede expresar como

la suma de dos funciones componentes, de las cuales una es par y la otra

impar.

Solucién: Cualquier funcion f(x) se puede expresar como

f(x):%f(x)+%f(—x)+%f(x)—%f(—x)

1 1
=E[f(x)+ f(—x)]+5[f(x)— f(—x)]
Sea f (x) la componente par de la funcién f(x), la cual denotaremos asi
f L f f
o (X) —5[ (X)+ f(=x)]
Sea f.(x) la componente impar de la funcion f (x), la cual denotaremos asi
1
fi(x) = E[ f ()~ f(=x)]
Entonces,

f(=x) :%[f(—x)+ f(x)]
= f,(x)
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Ademas
1
()= 10 ()]
=—%[ f(x)- f(x)]
= _fi(x)
De donde,

fO)=1,00+f(x)

Ejemplo 2.9: Encontrar las componentes par e impares de la funcién definida

por.

—X

e x>0
f(x)= '
) {0, x<0

Solucién: De acuerdo con la funcion f(x) presentada anteriormente se tiene

que

e', x<0

f(—x):{o' x>0

Por las definicién de la componente par se tiene que

fp(x):%[f(x)+ f(—x)]

Y la componente impar que quedaria asi



51

(0 =210 (%]

le, x>0
2

Teorema 2.3: Sea f(x) una funcion par en el intervalo de [—72',72']. Entonces

j_”ﬁ f (x)dx =2 jo” f (x)dx

Demostracion: Se tiene que en el intervalo de [—71,7:] la integral se define asi

[* £ 0adx=]" £ (a7 F (X

Hagase el cambio de variable x =-t, entonces se tiene que

[* £o0ax = f(-x)(-e)
= jo” f (-x)dx

Como f(x) es par, es decir f(-t)= f(t), se tiene que

jo” f(~t)dx = jo” f (t)dt

= jo” f (x)dt

Por consiguiente,

j_’; f (x)dx = jo” f (x)dx + jo” f (x)dx

=2 jo” f (x)dx



Teorema 2.4: Sea f(x) una funcion impar en el intervalo [—7r,7r]. Entonces

j””f(x)dx:O

Demostracion: Se tiene que en el intervalo [z, 7], se define la integral asi

[ fodx=[" f(oax+ [ f (x)ax

= jo” f (=x)dx + jo” f (x)dx

Puesto que f(x) es impar, es decir, f (—x) =—f(x), Se tiene que

[7 £ 00dx=—[" £ gdx+ [ f ()
-0

Teorema 2.5: Sea f una funcién de periodo 2T, integrable en el intervalo de

[-7, 7] con serie de Fourier.

ﬁ+Zancos frx +Db sen X
2 = T T
Donde se tiene que

i. Si f esunafuncion par entonces
b, =0, para n=0,12,...

n 0 y y .

ii. Si f esunafunciénimpar entonces
a,=0,paran=0,12,.

Y ademas,
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=—j f(x )sen( T jdx para n=1,2,.

Demostracion:

El desarrollo en serie de Fourier de la funcion f(x) es
- NzX NzX
F)=2+3a cos +b,sen
) 2 le " ( T j ( T j
Luego por la definicion (2.11), se tiene,

=—I f( )cos( T jdx para n=0,1,2,..

:—j f()en( )dx para n=1,2,.
Para probar (i):

, nzX o U
Puesto que la funcion sen(%} es una funcion impar y por hipoétesis f(x) es

par, el producto de
nzX
f(x)sen
) ( T j

es una funcion impar. Por consiguiente, por el teorema 2.4, se tiene que

b, =0, para n=12,...

L, Nz X . U
Por otro lado como la funcién cos(?j es una funcion par, y por hipotesis se

tiene que f (x) es par, el producto de
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f(x) cos(?j
es una funcion par, por consiguiente por el teorema 2.3, se tiene que
a, :Er f(x)cos[@de, para n=0,1,2...
T - T
Para probar (ii)

T : nzrX .
Por hipétesis f(x) es unaimpary cos(%j es una funcion par, el producto

NzX
f (x)cos (?]

Es una funcién impar. Por consiguiente de acuerdo al el teorema 2.4, se tiene

que,

a,=0, para n=0,12...

nzX o o
Por otro lado como sen(%) es una funcion impar, y por hipotesis f(x) es

impar, el producto de

nzX
f (x)sen(?j

Es una funcién par. Por consiguiente por el teorema 2.3, se tiene que
b —grf(x)sen X dx, para n=1,2
n T 0 T 1 — 4, 4,...

Supongase que tenemos una funcion f, definida en un intervalo de la forma

[-T.T], donde T >0.
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Si definimos,

[ F(=x),si =T <x<0
g(x)_{f(x), si 0<x<T

Entonces g(x) es una funcién par de f al intervalo [-T,T]. La funcién g(x)
tiene una extension de periodo 2T a toda la recta. La expansion de Fourier de
g(x) eslo que se le conoce como el desarrollo en series de cosenos de f (x).

Si definimos,

hex) — —f(—x),si —-T<x<0
(X)_{f(x),si 0<x<T

Entonces h(x) es una extension impar de f al intervalo [—T,T]. La funcion

h(x) tiene una extension de periodo 2T a toda a recta. La expansion de

Fourier de h(x) es lo que se conoce como el desarrollo en serie de senos de
f(x).

Definicion 2.13: Si f:[-T,T| >R es una funcion integrable, de periodo 2T
entonces,

I Si f(x) es una funcion par, su desarrollo en serie de Fourier es una

serie cosenoidal de Fourier o serie de cosenos de Fourier
2 894
f(x):iJrZancos -
2 T
donde,

2 (T
ao:?fo f (x)dx
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2 (T nzX
a, :?J'O f(x)cos(?]dx

. Si f(x) es una funcion impar, su desarrollo en serie de Fourier es

una serie senoidal de Fourier o serie de senos de Fourier

- Nz X
f(x)= nZ:l:bnsen (?j

donde,
b == |T f(x)sen(—n X]dx
n | 0 |

Ejemplo 2.9: Desarrolle en serie de Fourier la funcion

Solucidn: Calculemos el periodo fundamental de la funcién en el intervalo

dado

T=r-(-n)

=2r
La grafica de la funcién f(x) se presenta asi

Grafica 11: Representacion de la funcién f'(x) = x, con
T'=2r
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Como f(x)=x, es una funcion impar, entonces la serie de Fourier queda

definida por una serie de senos.

F(x) = ibnsen(@J

donde,

2 T Nz X
b, =~ jo f(x)sen(?jdx

2 oz
= ;J.O xsen(nx)dx

Integrando por partes, nos queda

u=x dv = sennxdx
du = dx v:—lcosnx
n
De donde se tiene que
bn:E —zcosnx+1rcosnxdx}

7l n n-o
2[ x 1 T

=—| ——COoSnx +—sennx
7|l n n 0

_2 —Zcosnﬁ+izsenn7r+0—0}
7l n n
2

=—|-cosnx
Al ]
2 s

=[]

Por lo tanto la serie senoidal de Fourier es

f(x)= Zi{(_l—gm} sennx

Es decir que su expansion para los primeros n=1,2,3,4...
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1 1 1
f(x)=2 senx—Esen2x+ésenBX—Zsen4x+—...

Ejemplo 2.10: Determine la serie de Fourier de la funcion

f(X)=x*, —z<x<nzx

Solucién: La grafica de la funcion f (x)

Grafica 12: Representacion de la funcion f(x)=x",

Como la funcién f(x)=x* una funcién par, entonces las serie de Fourier de

f (x) es una serie de cosenos o serie cosenoidal.

N7z X

f(X)Z%-Fian cos(?j

donde,

2 T
a, = ?jo f (x)dx

= %I: xZdx

:E[lxs}”
7|3 o



Luego para calcular a,

2 (7T nzX
a, :'ITJ.O f(x)cos(?jdx

2 x
:—I x% cos nx dx
T 0

Integrando por parte esta impresion dos veces obtenemos que

2[27[ }
a, =—| —5-cosnz
|l Nn

4 N
nz( D
Luego la serie de Fourier de f(x) es

fx:3+wacos@j
002+, 005(
7t &[4
=+ —(=1)" cos nx
s+ T v oo
2

= % + 42%(—1)” Cos Nx

n=1
De donde su expansion para los primeros n=1,2,3,4,...

2
f(x) :”—+4[—cosx+i20052x—12c033x+izcos4x—+..1
3 2 3 4

59
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2.8 Desarrollo de Medio Rango

Una funcién no periédica, definida en cierto intervalo finito (0,1), se puede
desarrollar en una serie de Fourier, la cual esta definida solamente en el
intervalo (0,1). Es posible desarrollar f(t) en una serie de Fourier con
cualquier frecuencia fundamental deseada; ademas f (t) se puede representar

por una serie de términos de seno o coseno solamente, lo cual se puede hacer

construyendo una funcién peridédica adecuada que sea idéntica a f(t) en el
intervalo (O,I), y que satisfaga las condiciones de simetria que conduzcan a la
forma deseada de las series de Fourier.

Existe la necesidad muchas veces de aplicar las series de Fourier a funciones

f(t) que solo estan definidos sobre un intervalo finito. Es decir que f(t) esta

definida sobre un intervalo 0<t<ly, sobre este intervalo se desea representar

f (t) mediante una serie de Fourier. Con este fin, puede aplicarse el teorema

2.5. Es posible hacer que el intervalo 0<t<I| corresponda al intervalo de
. L T . T .

integracion 0<t< 2 es decir, que puede hacerse EZI , 0 bien T =2I.
Definicion 2.14: Sea f(t) una funcion de periodo T=2l. Si f(t) es par,
entonces se obtiene una serie de Fourier en términos de coseno asi

f(t) =%+Zan cosZ ¢

n=1 I

Con coeficientes

_2p hz
a, =1 jof(t)cos( | jtdt
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Si f(t) es impar, entonces se obtiene una serie de Fourier en términos de seno
asi:
- Nz
f(t)= Zansenl—t
=1

Con coeficiente

2 ¢l Nz
b, =7 jo f(t)sen(T]tdt

Ejemplo 2.11: Encontrar los desarrollos de medio rango de a funcién

ZEt ﬂ0<t<l
2

”0:-%ﬂ22 silct<l
I 2

Solucion: Calculando los coeficientes tenemos.

1 el
8 =1 jo f (t)dt
1[ 2k ¢v2 2k ¢!
=117k tdt+|—j”2(|—t)dt}
1] 2ke? ”2{@_21«2}'
IR 2 ),

L P P .
1| 4 4

1]
1| 2




Luego se calcula a,

=—j f (t)cos ( jdt

2| 2k ¢z
=—|—| tcos tdt+—| (I-t)cos tdt
e o 1 -7 o
Integrando por partes, se tiene que
1/2
j tcos ( jtdt—l—tsen(n”jt _1 Imsen(”—”}tdt
nz I )|, nz-° |

|2 nz |2 nrz
Sen +—— cos—-1
2n7r 2 nr 2

De la misma manera integramos

I n |2 n |2 n
I (I—t)cos—ﬂtdtz sen—ﬁ—ﬁ(cosnzr—cos—”j
172 | 2nr 2 nrx 2

Luego se obtiene que,

|2 Nz |2 Nz |2 nr | Nz
an = sen| — |+——~= 73 cos— -1 [+ Sen——ﬁ cosnz —COoS—
2N 2 n°r 2 2 2 nr 2

4k

n27Z'2

(Zcos% —cosnrz — 1]

Por lo tanto
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4k V4
a, = .2 (ZCOSE—COSﬂ—lj

=0

&= (2cosz—cos2z —1)

16k
s

4k V4
a, = W(ZCOS3E—COS3E—1)

=0

4k

a, = W(ZCOSZ%—COSZ%—ZL)

=0

a; = f’—kz(ZcosSZ—cosS;z—lj
S'm 2

=0

4k

% =573 (2cos3z —cosbr —1)

-16k
16k

T p2 2
67

16k
N

(2cos30—cos3-1)

De donde el desarrollo de medio rango de f(t) es

ft)= 5_@(%(:052_7:”%(:056_7:“"_]
2 n°\2 | 6 I

Esta serie representa la extensién perioddica par de la funcién f(t).
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Analogamente obtenemos el coeficiente b, .

2| 2k ¢v
bnzT{l—jot Ttdt+—j (I-t)s nl—tdt}

Integrando por partes,

It

1/2 1 12
J' tsen —tdt———cos—t +— cos( jtdt
nz I |, nz I
2 2
= COS = N7z +——5 Sen—nx
2n72' 2 n2z?

Analogamente integramos

|2 1 2
j (I- t)sen( tdt=——cos—nz+——sen-nr
2nrt 2 Nz 2
Luego, se tiene que
b = 8 senlnn
n n27Z'2

De donde el desarrollo de medio rango de f(t) es:

f(t)— 1sen t—isens—”t L ens—ﬁt—+...
| 3 | 5 I

Esta serie representa la extension periddica impar de f(t).
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2.9 Teoremas basicos de convergencia de la Serie de Fourier.

Teorema 2.6: (Identidad de Parseval): Sea f:R— R una funcion periddica

de periodo 27z, si la serie de Fourier f(x) converge uniformemente en el

intervalo [-7,7]entonces

x 2 2 )
ij'_”(f(x)) dx=%+;an2+bn2

Demostracion:
Por hipotesis f(x) es continua, ya que es limite uniforme de funciones

continuas. Por lo tanto f(x)* es integrable en el intervalo [-7,7].

Como

f(x)= % +Y_a,cosnx-+h, sennx
n=1

Entonces,

(F(x)) =@+ian f (x)cosnx+b,  (x)sennx

n=1
y la convergencia es uniforme.

Integrando obtenemos
T 2 T ke T T
I_ (f(x) dx=%j f(x)dx+Z(anj f(x)cosnxdx+bnj f (x)sen nxdx)
T - n=1 - =T

Luego,

2

[7(f00) dx =%ﬁ+i(an2ﬂ+bn2ﬁ)

n=1
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Este resultado se le conoce como la Identidad de Parseval.

Teorema 2.7 (Desigualdad de Bessel): Sea f:R— R una funcion continua
de periodo 27 y sean a, y b, los coeficientes de Fourier de f(x). Para

cualquier entero positivo n se cumple que
6.02 © 1 2
20 +%a2+b?2<=[" (f(x)) dx
Yt A b, —JL(100)

Demostracion:

Consideremos las sumas parciales de la serie de Fourier de f(x), esto es para

n>1 sea

N
S, (X) = %+Zan2 oS NX +b_sennx
n=1

Tenemos que
(F ()2 =2 (XS, (X) + (S, (X)* = (f (X) =S, (X))* =0
Por lo tanto,
f,,((f(x))z =2 (x)Sy (X)+(SN(X))2)dx >0
Asi,
L oraxz2f" 1008, 00~ (S (0)dx

Luego, multiplicando S (x) por f(x) e integremos en el intervalo [-z, 7], asf

obtenemos

j_’; f(X)S,, (X)dx = % j f (x)dx + i(a j f (x)cosnxdx +b, j f (x)sen nxdx)
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Luego,
i ~ a02 N , )
j_ f(x)S, (X)dx = 7 7+Zan +b,
i n=1

Aplicado el Teorema 3.6 a la sumas parciales S, (x), se tiene que

y 4 a02 N
jf (S, (X))?dx = 7{7+ >al+ bnzj
& n=1
Por lo tanto,

- 2 N 2 N
[ (fe0)ax> 2%(%+Zan2 +bﬁ}-;{%+zaﬁ +bn2]
r n=1 n=1
2 N
:7{%+ an2+bn2]

n=1

Es decir,
aOZ N ) ) 1 ¢en 2
7ﬁLnZ:;an +b, g;jﬂ(f(x)) dx

Teorema 2.8 : Sea f una funcion integrable en [a,b]. Demostrar que para

>0, existe una funcién escalonada h(x), definida en [a,b], tal que
b
L | f(x)—h(x)dx < &

Teorema 2.9 (Riemann-Lebesgue): Sea f :[a,b]—>R una funcion integrable.

Entonces,
. b b
lim j f (x)sen(Ax)dx= j f (x)cos(Ax)dx =0

Demostracion:
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Para la demostracion consideremos los siguientes casos:

f(x) es la funcion caracteristica de un intervalo [c,d] contenido en

[a,b], es decir

|0, si xe[c,d]
f(x)_{l, si xe[c,d]

En este caso,

b _pd
LILTOIOL f(x)sen(ix)dx:LmJ‘C sen(Ax) dx
d

= iiﬁru{—%cos(}tx)}

.1
_ Lmz[—cos(id )+cos(Ac) |
=0

ya que la funcién cosx es acotada.

f (x) es una funcién escalonada

En este caso f(x) es una combinacion lineal finita de funciones
caracteristicas de intervalos contenidos en [a,b], por la linealidad de

la integral el resultado para este caso de obtiene inmediatamente del

caso 1, es decir,

n
Sea f(x):ZaiXA con ¢, constante y A intervalos contenidos en
i=1

[a,b] , donde:

A ={xe[ab]/ f(x)=a}

_{O, sixeA

A, sixe A
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Luego,

A—0

im [ £ (0 sen (Ax)dx = lim [ X, sen (Ax)x
—onda )
n i b
:;ai E'LQ.L X, sen(Ax)dx

n i b

= ;a‘ lim J'a sen(Ax)dx
1 i

=Y Ilm[——cos(ﬂx)}
) A—>0 2/

=0

a

Donde A =[a,b]y cosx es una funcién acotada.
Caso general, sea f(x) integrable en el intervalo [a,b]
Sea £>0, por el teorema 3.8 existe una funcién escalonada h(x),
definida en [a,b], tal que
[7]£ (0~ h(ojdx <§
Por lo probado en el caso anterior existe un 4, € R , suficientemente

grande tal que 42> 4,, entonces

U: h(x)sen(Ax)dx

&
< —
2

Asi para todo 4= 4, se tiene que
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‘ [t (x)sen(ix)dx‘ - ‘ [L(F00-hx)+ h(x))sen(/lx)dx‘
< ‘ [t~ h(x))sen(/lx)dx‘ . ‘ j:h(x)sen(lx)dx‘
< [°)( £ 00~ h(x))sen(Ax)e + ‘ I:h(x)sen(ﬂx)dx‘

<[f (x)—h(x)|dx+‘ I:h(x)sen(ﬂx)dx‘

E &
<=4+
2 2
<g

Analogamente se demuestra que
i b
Ilmf f (x)cos(Ax)dx =0
A—>oda
El teorema de Riemana —Lebesgue tiene como consecuencia importante el
siguiente resultado.

Corolario 2.1: Sea f :R— R una funcion de periodo 2r , integrable en el

intervalo [-7z,7]. Si {a,} y {b,} son sus coeficientes de Fourier, entonces

lim{a,} =lim{b,} =0

N—0 n—o0

Demostracion:

. X ,
Teorema 2:11: Si xeR, sen(ij #0 y n es un numero natural, entonces

sen((n + ;)xj

Zsen(x)
2

1
E+COSX+COSZX+....+COSI’]X=

Demostracion:

Partimos de que
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X 1 X X X
[Zsen(an(E +COS X +CO0S2X +...+C0S nx} = sen(§j+ 2sen [EJ COSX+...+ Zsen(zjcos nx

Por identidad trigonométrica se tiene que

S
o
e

Por lo tanto,

[ e
R E S (R R
(2

Es decir,

sen((n + ;)xj

25en(xj
2

Definicion 2:13: El nicleo de Dirichlet es la sucesiéon de funciones {D,(x)}

1
§+cosx+c052x+....+cosnx:

definida asi

30
sen n+E X
D,(x) =
Zﬂsen(xj
2
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o bien

D,(x)= i(% + icos nxj

n=1
Teorema 2.12: El ndcleo de Dirichlet satisface las siguientes propiedades
i) D, (x) es par, es decir D,(x) =D, (—x)
ii) D.(xX) es una funcion periddica con periodo 2z, es decir,
D,(x)=D,(x+2x)
1z :
iii) —J D,(x) =1, es decir
72' -

1 ¢7 10 1
= jo D, (x)dx = j D, (X)dx =2

Demostracion:

I. D.(x) es par, es decir D,(x) =D, (-x)

D,(—Xx) = % + icos(—n X).

Ahora como cos(—nx) = cos(nx) , entonces:

N
D, (-X) :%+Zcos(n X) =D, (X).
=1
il. D, (x) es una funcion periédica, de periodo 2z
1 N
—D,(x+27) = >t D" cos n(x+27).
n=1

N
=1, > cos(nx+2nz).
N=1

Como cos(nx+2nrx), es decir es periddica de periodo 2z , entonces
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D,(x+27) = % + icos(n X) =D, (X).

n=1

1 ¢n
iii. —I D,(x)dx=1, se tiene que:
72' -

lj'” 1+ZN:cos(nx) dx == r de+ZN:'[” cos(nx)dx

/2 2 n=1 A =1 "

=£(Ex\” +lsen(nx)\’f j
7z\2 77 n i

=~ (x-0)
=1.

Teorema 3.13: (Integral de Dirichlet). Sea f :R — R una funcién integrable en
el intervalo [—n,;r], periodica con periodo 2z . Sea S,(X) la n—ésima suma

parcial de la serie de Fourier generada por f(x) , definida por.

S, (x) = % + Y (a,cosnx -+, sennx)
n=1

Donde a, y b, son los coeficientes de Fourier de f(x). Entonces S (x) se
puede representar como una integral definida en la forma

. (x) :ij_’; f (x+1)D, (1) dt

Demostracion:

Sustituyendo los valores de los coeficientes a,,a, y b, generaros por la serie

de Fourier, se tiene:
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S () = % [t +Z{% [ fcos(ny cos(nx)dt+% [ f@sin(n t)sin(nx)dt}

= lj-” {%+icos(n t) cos(nx) +sin(nt)sin(nx)} f (t)dt
T m=1

Aplicando la identidad trigopnométrica
cos(X —y) = cos(x) cos(y) +sin(x)sin(y).

Se tiene que

1oz {1 &
S.(X)==| <=+ ) cos n(t—x)¢f(t)dt
() ﬁj”{z 2 cos n( )} ®
Luego por la definicién 2.13 (nucleo de Dirichlet)
1 ¢r
S,00==[" f®D,(t-x)dt
72' -
Haciendo el cambio de variable u=t—x, tenemos que
1 prx
Sn(x):—j f (x+u)D,(u)du
Vi —n—X

Como f(x) toma los mismos valores en el intervalo [-7—x,7—X] que en el

intervalo[—;z,;z], la dltima igualdad puede escribirse como
1 ¢
S,00==[" f(x+u)D,(u)du
72' -

Esta férmula es conocida como la Integral de Dirichlet.
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2.9.1 Convergencia Puntual de una serie de Fourier

Definiciéon 2.14: Sea | < R un intervalo cerrado y acotado, sea f:1 — R una
funcién. Diremos que f es continua a trozos en | si f(x) tiene una cantidad

finita de discontinuidades de salto, es decir si:
)] | se puede dividir en una cantidad finita de sub-intervalos
[20,2].[2:2, ], [204:2,] s cON (7, <7, <...<2,), tales que f es
continua en cada uno de los intervalos (z.,,z) .

1)) Para cada i =1,2,3...,i—1, los siguientes limites existen y son finitos

lim f(x) Iim f(x)

x—z;"
iii) Los siguientes limites existen y son infinitos

lim f(x) lim f(x)

X7y

Teorema 2.14: Sea f :R — R una funcion de periodo 2r , tal que:

i) f(x) es continua a trozos en [-7, 7]
i)  Es posible subdividir [-7, 7], en sub-intervalos [z, ], de manera que

f(x) seaderivable en (z,,,7) y existen las derivadas laterales

i FE) - 1@) i 1 +hi]— f(z)

h—0* h h—0~

Entonces, para cada x € R, la serie de Fourier de f(x) converge a

f(x)+ f(x)
2

Demostracion:
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Para xeR. Sea {Sn(x)} la sucesion de sumas parciales de la serie de
Fourier de f(x), entonces
S, (X) = j f (x+1)D, (t)dt
Luego,
S”(X)_M = j f (x+t)D, (t) - f (x*) jo” D, (t)dt —  (x°) j° D, (t)dt

= [[(F x4t = £ )Pt + [ (F(x+1)— F(x))D, B)ct

1| fxD - (X sen[(ml)tjdt
2

27 =0 sen (1'[)
2

L S -1 sen((n+%jtjdt

2m sen(ltj
2

_f(x+) - F(X)

g(t) 1
sen| —t
2

Para te[-7,7] sea

Claramente

f(x+t)— f(x" t
g(t):[ ( )t ( )J 1
sen(tj
2
de la hipotesis sobre f(x) sigue inmediatamente que existe Itmg glt) y
que si definimos ¢g(0) como este limite entonces g(x) es continua a

trozos en [-7,x].

Por el Teorema 3.9 (Riemann —Lebesgue) se tiene que
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Iimi: f(x+t)—1f(x) sen((n+£jt}dt:0
o2 sen(ztj 2

De manera analoga se prueba que

Iimif f(X+t)_1f(X) sen((njtijtjdtzo
o2 sen(zt] 2

Por lo tanto

lim$. (x) _ T+ 1)
N—o0 2

Es importante destacar que si f(x) satisface las hipoétesis del teorema
anterior entonces su serie de Fourier converge puntualmente a f(x)

en cada punto de continuidad.

Corolario 2.2: Si f(x) satisfacen las hip6tesis del teorema anterior y
todos sus coeficientes de Fourier son iguales a cero entonces f(x) es

nula, salvo en una cantidad finita de puntos.

Corolario 2.3: Si f(x) y g(t) satisfacen las hipo6tesis del Teorema
anterior y los coeficientes de Fourier de f(x) son iguales a los de g(t)

entonces f(x)=g(t) salvo en una cantidad finita de puntos.
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Ejemplo 2:11 Demostrar que

NN
Il
=N
|
wlN
+
gl N
|
~NiN
+

A partir de la serie de Fourier de la funcion
f(X)=x, para —r<x<rx
Solucion:
Por el ejemplo 3.15, tenemos que el desarrollo en serie de Fourier de

la funcion f(x) es
1 1 1
f(x):2{senx—§sen2x+§sen3x—zsen4x+—..}

Se puede observar que los puntos de discontinuidad de la funcion son
X=—7 Yy X=1.
Para x=rx tenemos que

Iimf(x)=7y Iim f(X)=—x

x—r"
Luego,

fO)+f(X) 7-7m
2 2

0

De manera analoga para x=-r.

Lo que indica que en los puntos de discontinuidad de f(x), todas las
sumas parciales tienen valor cero.

Ahora como f(x) es continua en el intervalo (—7r,7r), entonces la serie

converge a su valor y su sumaes f(x), por lo tanto.



79

T 1 T 1 T 1 T
sen| — |[—=sen2| — |+=sen3| — |—=sen4| — |+
T 9 2 2 2) 3 2) 4 2

()=
2
1sen5 z —lsen6 z +lsen7 .
5 2) 6 2) 7 2
7 _gl1-0-tio+lio-t
2 3 5 7
Too-24,2_24
2
Es decir que,

2.9.2 Convergencia de las medias aritméticas

Definicion 2.15: Sea A,,4,,.... una sucesion de nimeros reales. La sucesion de
las medias de Cesaro, o medias aritméticas, de la sucesion {4,} es la sucesion

{B,} definida por

B = Ao+ A4+ A4,

n+1

Es importante analizar qué ocurre con las sumas de Cesaro de las sumas

parciales de la serie de Fourier.

Sea f:R—R una funcion de periodo 2r, integrable en el intervalo de [—7z7z]

y sea {S,}la sucesion de sumas parciales de la serie de Fourier de f(x).

Consideremos sus medias de Cesaro

~Sy(X)+S,(X) +...+S,(X)
- n+1

a,(X)

Lo cual es lo mismo que,
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o,(0=]" f(x+t)( DD+ Dn(t))dt

Definicion 2.16: El nlcleo de Fejer es la sucesion de Funciones {K} definido

por

_ Dy (t) +D,(t) +...+ D, (t)
- n+1

K

n

Donde {D,} es el ntcleo de Dirichlet.

Notablemente el nucleo de Fejer podemos escribirlo asi.
o, () =[" f(x+)K, ()dt
Teorema 3.15: Sea K, (t) el ndcleo de Fejer. Entonces se cumple que

. j K (t)dt =1

i. K (t) ! 2

V= s sen(tj
2

iii. K,(t)=>0
Demostracion:
Para probar (i).

Partimos del teorema 3.12, (iii), donde

j_ﬂ D,(t)dt=1 ,para n=12,3,...



Entonces claramente,

j K, (t)dt=1

Para probar (ii).
Por las identidades trigpnométricas

sen’x = 1-cos(2) y senxseny = %(cos(x —y)—cos(x+Y))

Se tiene que,
)]
}
sen (1t] sen ((n + l)t]
3 2 2
Zﬁsenz(ltj
2

B i( cosnt —cos(n +1)tj
2r 1-cost

sen(n+

27 sen(

D, (t) =

NIR[N -

De donde,

K. (t) = D, (1) + Dlr(]tzr:...jL D, (1)
1 (1—cos(n +1)j
~2z(n+1) 1-cost

sen((n;rl)tJ 2

" 27(n+1) Sen(t)
2

Para probar (iii)

Sigue inmediatamente del caso anterior, por lo tanto K, (t) >0

81
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Teorema 2.15: Sea f:R—R una funcién continua de periodo 27, sea {o,}

la sucesion de las medias de Cesaro de las sumas parciales de la serie de

Fourier de f(x). Entonces {an} converge uniformemente a f(x) en R.

Demostracion:

Se tiene que f(x) es continua, acotada en el intervalo [—7z7r] y periddica,

entonces, f(x) es uniformemente continua y acotada en todo R. Es decir

existe un M >0 talque,
|f(x)|<M, paratodo xeR

y ademds para todo ¢ >0, existe un 6 >0 talque,
| f(x)- f(x’)|£§ ,si [x=X]<5 , paratodo X,xeR

Sea xeR, por las medias de Cesaro, tenemos que

000~ F09]=|[". (1 (x+0)- F(0)K, et
< fﬁ| f(x+t)— f (K, (t)dt
_ fﬁ| f(x+t)— f (K, (t)dt +
[T+t = £ (0] K, (Ot + jé| f(x+1)— f(X)|K, (t)dt

E (o V4 -
<> L‘ K, (t)dt +2M L K, (t)dt +2M j K (t)dt

<E[ KO+ [ e[ L g

24 27(n+1) 7% senz(tj 27(nN+1)-= senz(tj
2 2

_&,_2M j 1

2 #x(n+1)

* sen? [tj
2
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. X ,
La funcion sen (E] es creciente para 0<x<x. Luego

1 1
< ,para o <x<r
t o
sen? (2) sen? (2]

Por lo tanto

[ ~dt< (r-6)— < —=
g 2 t 2( 0 2( 0
sen®| — sen*| — sen”| —
(2) (Zj (2j

Como

Iim(ijzo
ol n41

Existe un entero positivo N, tal que n> N, entonces

2M - Sf
(n+1)sen2(2j 2

Tenemos que si n> N, , entonces
lo, () - f(x)| <&

Lo que implica que {an} converge a f(x) cuando n tiende al infinito, para todo
xeR.
Corolario 2.4 . Sea f:R—R una funcién continua de periodo 2z . Si xeR y

existe lim S (x) entonces
n—-+oo

lim S, () = £(x)
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Teorema 2.16:  (Aproximacion de Weierstrass). Toda Funcion continua a
valores reales, definida en un intervalo cerrado y acotado puede ser

aproximada uniformemente por polinomios trigonomeétricos en R.

2.9.3 Convergencia en media cuadrética de la serie de Fourier

Definicion 2.17: Si f :R— R es una funcién de periodo 2z, continua a trozos,

se define

Il =( 217100y e

Teorema 2.17. Sea f:R—R una funcion de periodo 2, continua a trozos.
Demostrar que para cada &£>0 existe g:R—R, continua y de periodo 2

talque
”f_gm<5

Teorema 2.18 (Desigualdad de Cauchy-Scharwartz). Si f:R—>Ry g:R—>R

son funciones de periodo 2z y continuas a trozos entonces

N |-

I ssonl( o0y o[- oo

Demostracion: Sea A R, entonces

J.(f (X)—ﬂg(X))zdx >0

de donde,
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[T (F00) dx=24]" £00g0dx+4°[" (g(x))dx=0

La expresion de la izquierda es un polinomio de grado 2 en la variable A1, por

lo tanto su discriminante es menor o igual que cero, es decir

4(]’; f (x)g(x)dx)2 —4(j””( F(0))° olx)(j’;(g(x))2 dx) <0

De donde,

N =

P oo (v oo

Teorema 2.19: Si f:R—>R y g:R—R son funciones de periodo 27 y

continuas a trozos entonces

i. |f],=0siys6losi f esnula, salvo en una cantidad finita de puntos.

i. || f+af, <[ f],+]gl,

ii. Si AeR,entonces |1f],=|4]|f],

Sea f :R — R una funcion de periodo 27, continua a trozos y sea

S,(x)= % +Y_a, cosnx-+hb sennx
n=1

La sucesion de sumas parciales de su serie de Fourier.

Sea N un entero positivo y sea P un polinomio trigonomeétrico de la forma

N
(04
P(x)= ?0 +Y_ @, CosnX+ B,sennx

n=1

Entonces,



—j (f(\)=PX))’ =—j (f(x)) x——j f(x)P(x)dx+_[ (P(x))’d

Como,
1= 2 a’ X
= (P(X)) dx=">+> a’+8°
L (POOY k=4 D e+,
Por otra parte,

L j f (X)P(x)dx =

_ %l N 1 1¢x
= f X)dx + E —| f(x)cosnxdx+ B, —| f(x)sennxdx
2 ;e ) n_1an7ZJ.‘” ) ﬂnﬁj—” )

a3,

N
° + Zanan + ﬂnbn
2 n=1
Luego,

1~ 2

;j_”(f(x)—P(x)) dx =

zlj'ﬂ (f(x))zdx—Z(%+zN:anan +ﬂnbnj+a7°2+ZN:an2 + B2
T 1

A Bl S e e i) % St
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Teorema 2.20: Sea f:R—R una funcion de periodo 2z, continua a trozos,

sea N un entero positivo y sea P un polinomio trigonométrico de grado N .

Sea {S,} la sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f. Entonces

[ =Sul, =l =PI,

y hay igualdad si y solo si P =S,
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Demostracion:

Teorema 2.21: (Desigualdad de Bessel). Sea f :R — R una funcién de periodo

27, continua a trozos y sean a, y b, sus coeficientes de Fourier. Entonces

2 N
& +>a2+b? <|f[
2 o
para todo entero positivo N .

Demostracion: Sean {S,} la sucesién de sumas parciales de la serie de

Fourierde f, como

( N
_I (f(x)- P(x)) =| f || 40 0/ +Za —a,) +(b,-8,) _(7+Z“ +., j

para P(x)=S,(X), se obtiene que

1 7 2 2 aoz N 2 2
os;j_”(f(x)—sN(x)) =||f]; - 7+nzzlla” + B,
Entonces,
2 N
Os||f||z—(a7°+2an2+ﬂn2j
n=1
Es decir,

2 N
RV s
n=1
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Corolario : Sea f:R— R una funcion de periodo 27, continua a trozos y sean

a, Yy b, sus coeficientes de Fourier. Entonces la Serie

> al+h?
n=1

Es convergente.

Teorema 2.22. Sean f:R — R una funcion de periodo 2z, continua a trozos y

sea {S,} la sucesioén de sumas parciales de la serie de Fourier de f . Entonces

lim| f —S,|,=0

nN—o0

Demostracion:

Supongamos que f es continua. Sea {on} la sucesion de las medias de
Cesaro de las sumas parciales de la serie de Fourier de f . Por el teorema 3.15

{o,} converge uniformemente a f en R, por lo tanto.

1

im [ £ =7, = lim ([ (0 -07,(9)" x| =0

Por el teorema 2.20 se tiene que

[ =Sl =[f ~eul

2

para cada ne N se tiene que

lim| f -5, ], =0

N—-+o0

Sea f continua a trozos y de periodo 2z

Dado & >0 existe una funcién g continua y de periodo 2z tal que
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&
I -ol, <

Sean {Sgyn} la sucesion de sumas parciales de la serie de Fourier de g, por lo

que acabamos de probar, existe un entero positivo N, tal que si nx=N,

entonces

&
< —
2 2

Hg _Sg,n
Por el teorema 2.15, se tiene que, para cada ne N

[F=Sill, <[ =S,

2

Sea n=N,, entonces

E €
<—+—=¢

”f _Sn”ZSHf _ng“ 2 2 2

<l =gl +[o-s,,

Teorema 2.23: (Identidad de Parseval). Sea f:R— R una funcion de periodo

27, continua a trozos y sean a, y b, sus coeficientes de Fourier. Entonces
2 N
0(0 2 2 2
(43?11l
n=1

Demostracion: Sea {Sn(x)} la sucesion de sumas parciales de la serie de

Fourier de f . Se sabe que

=S =217 (5,000 =11 %5+ B

Aplicando limite cuando n tienda a infinito y por el Teorema 3.22, se tiene que
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m[”f”z—(%ZJrZanubnz)]:o
Por lo tanto,
UEED VRS
2.10 Integracién y derivacion de la serie de la Fourier

Teorema 2.24: Sea | <R un intervalo cerrado y acotado, f:R—>R una

funcion continua a trozos. Sea x, 1 y sea F:1 — R definida por

X
F(X) = j f (t)dt.
X
Entonces F es continua en | y que F posee derivadas laterales en cada
punto de | .
Demostracion:

En las series de Fourier la integracion término a término es posible, por lo que

se tiene que.

Teorema 2.25: Sea f :R — R una funcion de periodo 27, continua a trozos en

[-7,7], con serie de Fourier.

%, D" a, cosnx+hb sennx

n=1

Entonces, para a,beR, se cumple

k —_— —_ p—
I: f(t)dt =%(b—a)+za"(sen nb—sen na)n b,(cosnb—cosna)
n=1
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Demostracion: Sea F la funcion definida por

F(x) :jox[ f (t)—%jdt

Por el teorema 3.23, F es continua y posee derivadas laterales en cada punto

de la recta, mas aun, por el teorema 3.2 se tiene que

F(x+2ﬂ):jx+2”(f(t)—%jdt

0

X aO X+271 aO
:jo(f(t)—?jdujx (f(t)—?jdt
_ F(x)+j02”(f(t)—%jdt

=F()+[ " f(Odt-ra,
=F(x)

Por lo tanto F(x) tiene periodo 27 .

Por el Teorema 3.14 la serie de Fourier de F converge a F en cada punto de

la recta, es decir, si A, y B, son los coeficientes de Fourier de F, se tiene que

para cada xeR

F(x)= % + Y Aconnx+ B sennx

n=1

Para calcular A, y B, . Integrando por partes se obtiene que, para n>1

A = EJ.ZH F (x) cos(nx)dx
T 0

2z
:1|:F(X) sennx} _iJ'Z”(f(x)—ﬁjsennxdx
T n |, nxdo 2

— bl']

n

De forma analoga se obtiene
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aﬂ
Bn = F
Por lo tanto
F(x) = iJFZ a,sennx—b, cosnx
2 = n
De donde

[ £yt = %+i+2 a,sen nx;bn cosnx
n=1

Luego se evalua este resultado en x=Db, en x=a y restamos, obteniendo asi

: - —_ j—
J.b (Dt :%(b_a)+zan(sen nb—senna)—b, (cosnb —cosna)
: n=1 n

Es importante destacar que esta conclusion se puede expresar de la siguiente
manera.

j: f(t)dt= I:% dt + Zan j: cosntdt +b, j: sen ntdt

Es decir, la serie se puede integrar término a término.

Corolario 2.5: Si f :R— R es una funcion de periodo 2z, continua a trozos en

[-7,7], con serie de Fourier

%, D" a, cosnx+hb sennx

n=1

Entonces la serie
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Converge.

Teorema 2.26: Sea f:R—R una funciéon diferenciable, de periodo 2z con

serie de Fourier

%, D" a, cosnx+b, sennx
n=1

Si f es continua a trozos, entonces la serie de Fourier de f es

in(bn cosnx —a,sennx)
n=1

Es decir, la serie de Fourier de f se obtiene derivando término a término la

serie de Fourier de f .

Demostracion: Sean a, y b, los coeficientes de Fourier de f . Entonces
T
aoz—j f' (x)dx = f(z)- f(-7)=0
7z' -

a = ij” f (x)cosnxdx
7z' =T

= i[ f(x)cosnx]” + nlr f (x)sen nxdx
V4 e

=nb

n

De forma anéaloga se obtiene



CAPITULO 3: APLICACIONES DEL
DESARROLLO EN SERIE DE FOURIER

3.1 El Fendmeno de Gibbs
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Una de las tantas consecuencias interesantes, aunque desde luego no la mas
importante, a que ha dado lugar al analisis de Fourier, es el llamado fenomenos
de Gibbs o fenébmeno de Gibbs-Wilbrahan., hecho observado en 1848 por H.
Wilbrahan el cual mostraba que en puntos cercanos a una discontinuidad de

una funcion f, las sumas parciales de la serie de Fourier presentan un

comportamiento oscilatorio anémalo que hacia que las gréficas de las sumas
parciales excedieran en aproximadamente 9% del valor del salto de la

discontinuidad.

El matematico J.W. Gibbs en el afio 1899, investigo y explico este fenbmeno
basandose en la no convergencia uniforme de la serie de Fourier en las
cercanias de un punto de discontinuidad. En esta oportunidad se ilustrara el

fendmeno de Gibbs a través del siguiente ejemplo.

Definida la funcion f por la funcién

f(x):%(z—x), para —r <X<rw

La grafica de esta funcién es



1
Grafica 13 : Representacion de la funcion f (X) = E(ﬂ'— X)

mr2

m2

-5mi2 -n -2 - -2

0 m/2 n a2 m Smi2

-/

Es evidente la discontinuidad en los puntos 0,+27,+4r,...

La serie de Fourier de f la podemos obtener rapidamente

1
a,=—
T
1

2
1
2
_1

2

Calculando el coeficiente a,,

27[1

_[0 E(;z — X)dx

B 27 27
7z.|. dx — xdx}
| Jo 0

n
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a = EJZ” f (x)cox nxdx
T 0

= Zi J'OZ” (7 - x) cos nxdx
T

T2

1 _(7Z'—X) 1 }
—SenX—?COS nx

Yy

- n O
1 _ 1 1 2
= 0——20052nﬂ+—0+—2c050}
27 n n 0
_L_Li}
2zl n® n?
=0

Y el coeficiente b,

b, = i.[z” f (x)sen nxdx
Y0

- ZLJ'OZ” (7 — x)sennxdx
T

1 —Mcos nx —Erﬁcon nxdx}
n 0

27z_ n
1] (z-x) 1 T”
=—| — COﬂX——zsenX
27 n n 0
_1 _MCOSZHE—O-%ZCOS”(O{'
27| n n
1 7Z'i|
=—|Z4Z
27N n
_1
n

Luego la Serie de Fourier es

f(x)=

2
2

+ Y (a, cosnx+b senx)
n=1

o0

n

1
=— > senx
=1

97



98

6
sennx
Gréafica 14 :Sumas parciales Sg = Z

na N

n/2

9
sennx
Grafica 15 : Sumas parciales Sy = Z

N

/2

=T




15
sennx
Grafica 16 : Sumas parciales S;; = Z

n=1 n

3m/2

\ " \
-2 -Imi/2 - -mi2 o mwr2 w Ini2 2n

-m/

Ejemplo 3.1: Demostrar que

n—oo n 0 t

lims. (f) _ ety

. . v . .
Sugerencias: ldentificar S, [—] con una suma de Riemann para la integral
n

= sent

Ejemplo 3.2: Demostrar que

J, <t ~Le5

Solucion: Aplicando el desarrollo en serie de Taylor de senx



tt ottt
sent=t——+———+——
31 51 71 9l

Se tiene que dividiendo ambos miembros por t

ottt
sent “TaitE 7T T
t t
sent . t? t* t° t°
t 35 7191

Luego integrando ambos miembros

2 4 6 8
sentOI _I( LSS SR S jdt
0 31 51 71 9l

18
—j dt — J.—dt 05I jo _dt 03dt...

5t ¢ "
=|t- + - + —+...
[ 33! 55! 7.71 99! }
3 5 7 9

~ T r 7
-t - +
331 550 7.71 99!

~3,1416-1,7226+0,5100-0,0856 +0,0091 - +...

~1,8525

Luego,

(—j— TCNIN i”tdt— £(0)

~1,85-1,5708
~ 0,28
~ 0,097

Por otro lado, la altura del saltode f enOes

f(07)— f(O‘)z%—(—%jzﬂ

100
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Por lo tanto, para n bastante grande,
sn(fj— £(0")~0,09( f(0)~ f(0))
n

De lo que se puede concluir, a la derecha de 0, las sumas parciales S, difieren

del valor de f en aproximadamente un 9% del valor del salto.

3.2 Ecuacion de la Cuerda Vibrante.

Consideremos una cuerda de longitud L. que se encuentra fija en sus
extremos. Si esta cuerda realiza movimientos de vibracion en un plano,
entonces este movimiento se puede describir mediante una funcién de dos

variables u(x,t) de la siguiente manera:

Sea xu el plano en el que vibra la cuerda, supongamos que la posicion de
equilibrio de la cuerda queda a lo largo del eje x. La funcion u(x,t) tiene por

dominio el conjunto {(x,t):OSXS L, tZO} y para cada t>0 el grafico de la

funcién x —>u(x,t) es laforma de a cuerda en el instante t.

u=u(x,t)

Figura 4,1: Cuerda Vibrante
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Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

i. La amplitud de la cuerda es pequefia y cada punto de la misma se
mueve en direccion vertical.

ii. Todas las fuerzas de friccidn, tanto internas como externas, pueden
despreciarse.

iii. La masa de la cuerda, por unidad de longitud, es pequefia en relacién
con la tension de la misma, por lo que la fuerza de gravedad puede ser

despreciada.

Entonces la funcion u, que describe el movimiento de la cuerda, satisface la

ecuacion

Donde a es una constante positiva, que depende de la tensién y otras

caracteristicas fisicas de la cuerda.

Como aplicacion de las Series de Fourier, resolvamos la ecuacion con las

siguientes condiciones de fronteras y condiciones iniciales.

u(0,t)=u(L,t)=0, t>0
u(x,0) = f(x)

%“(X,O) —g(¥)

Donde f y g se suponen funciones conocidas.

La interpretacion fisica es sencilla, tal como se sefiald anteriormente la funcion

u(x,t) describe el movimiento de una cuerda ideal de longitud L , cuya
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posicion de equilibrio coincide con el eje x y cuyos extremos se encuentra fijos

x=0yen x=L.

Suponemos que la forma inicial de la cuerda es conocida y est4 dada por el

grafico f, también suponemos conocida la velocidad inicial de cada punto de

la cuerda y que esta dada por g.

Las soluciones no triviales de la ecuacién

u(0,t)=u(L,t)=0, t>0
u(x,0) = f(x)

%“(x,O) —g(¥)

Que tengan la forma
u(x,t) =y (x)4(t)
Y que satisfagan
u(0,t)=u(L,t)=0, t=0
En este caso se tiene que

o . ol .
PVl d (X)g(t), o w(X)¢ (1)

Sustituyendo en la ecuacion que describe el movimiento de una cuerda

vibrante.

Se obtiene que,
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v () = %w(X)qﬁ" (t

Por lo tanto

v () _14@

(1)

w(X)

El primer miembro solo depende de x y el segundo miembro solo depende de
t , por lo tanto cada uno de los miembros de esta ecuacion tiene que ser

contante.

Si llamamos A a esta contante, obtenemos

AU
¢

(t)

v (x) 1
p(x) a’

Es equivalente al par de ecuaciones diferenciales ordinarias.

v ()—Ap(x)=0
¢ (t)—2a’p(t) =0

Se analizara primero la ecuaciéon

v ()~ Ay (x)=0
Como u(0,t) =u(L,t)=0 para t >0 , se debe cumplir que (0)=w(L)=0
Considérense tres casos:

e Si 1>0, entonces la solucion general de la ecuacion
y (X)—Aw(x)=0
Esta dada por

w(X) = Ae 4 Be
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Donde A y B son constantes reales. Es facil verificar que si se satisface

la condicion w(0)=w(L)=0 entonces A=B=0. Luego, en este caso,

s6lo se obtiene la solucién trivial.

e Si 1=0 entonces la solucién general de la ecuacion
y (X)—Ap(X)=0
Esta dada por

w(x)=Ax+B

Donde A y B son constantes reales. Es facil verificar que si se satisface la

condicion w(0)=w(L)=0 entonces A=B=0. Luego, en este caso, sblo se

obtiene la solucion trivial

e Si 1<0, entonces la solucién general de la ecuacion

y (X)—Aw(X)=0
Esta dada por
w(X) = Acos(ﬁx) + Bsen(ﬁx)

Donde A y B son constates reales. Como y(0)=0 tiene que ser A=0. Como

w(L) =0 tiene que ser Bsen(v—AL) =0, por lo tanto para que la solucién no sea

trivial se debe cumplir.
sen(v-1L) =0

De donde
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Para algun entero positivo n.

De la solucion general
w(X) = Acos(~—Ax) + Bsen(v/—Ax)

Se obtiene que para cada entero positivo n, la funcién y,, definida por

nr
v, (X)=sen| —X
L
es una soluciéon de la ecuacioén

y (X)—Ay(x)=0.

Por otro lado remplazando el valor de 1, en la ecuacion

¢ ()-Aa’p(t)=0
Se obtiene que

n’rz?
o a’p(t)=0

¢ (O)+
La solucion general de esta ecuacion es

nz J(nz
t) =B, cos| —at |+B;| ——at
HO=E, [L } n(l- j

Donde B, y B, son constantes reales, n=1,2,3...

En conclusién, para cada entero positivo n, tenemos una solucion de la

ecuacion
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De la forma

u. (x,t)=| B, cos 7 at +B sen 7 at | |sen| Z x
L L L

Donde B, y B, son constantes realesy n=12,3... .

Supongase que la solucion de la ecuacion

ou 1 du

e al ot

Que satisface las condiciones

u(0,t)=u(L,t)=0, t>0
u(x,0) = f(x)

%“(X,O) —g(¥)

Se puede expresar en la forma

u(x,t) = iun (x,t) = i(Bn cos(nT” atj +B sen (nT”atDsen (nTﬂ xj

n=1 n=1

Entonces se tendra que,
> u,(x,0)= f(x)
n=1

Es decir
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f(x)= HZ:: B.sen (n% xj

Ademas supongase que es posible derivar la serie término a término.

Zaaut (x.0) = g(x)

Es decir,

$ M0 - B_(—tjs—[—t) (_j
ot L L - - L

De donde,

2, .« hra Nz
= B, ——sen| —
g(x)=>B; 5 (L Xj

n=1

Luego del desarrollo de series de Fourier de senos de una funcion vistas en

capitulo anterior se obtiene que
2 (L nz
B, == jo f(x)sen(T xjdx
Donde B, son los coeficientes de la serie de Fourier seno de f(X) y

. 2 L Nz
B =— x)sen| — x |dx
" an7r~[0 9% ( L j

Donde B, son los coeficientes de la serie de Fourier seno de g(x).

Teorema 3.1: Sea L un niimero real positivo y sean f,g:[0,L]—> R funciones

reales tales que:



i. f,f,f soncontinuasen [O,L]y
fO)=f (0)=f(L)=f (L)=0
i. gy g soncontinuasen [O,L]y

9(0)=g(L)=0

Para n>1 sean

2 (L nz
B, :E-[O f(x)sen(ijdx

B = 2 g(x)sen (n—” x]dx
ans 70 L

Entonces la serie

u,(x,t) = Z[ B, COS(nT” atj +B’sen [HTH atDsen [nT” xj

n=1
Converge uniformemente y absolutamente a una solucién de la ecuacion

ou 1 du

o Ao

Con condiciones de fronteras y condiciones iniciales

u(0,t) =u(L,t)=0, t>0
u(x,0) = f(x)

%“(X,O) —g(¥)
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Ejemplo 3.3: Encuentre la solucion a la ecuacién de onda dada por la funcion
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Y con velocidad inicial igual a cero, es decir g(x)=0.
Solucion:

Se tiene que para calcular B, se procede asi

2 (L nz
B, :E-[O f(x)sen(T xjdx

L
_2 2%xsen(n—”xjdxﬂt%@—X)Se”(n—ﬂxjdx
L|% L L 2 L L

L
=4—'2‘ jzxsen[n—ﬂxjdx+ Lﬁsen(n—”xjdx—ﬁxsen(n—”xjdx
L L 0 L 2 L 5 L

L
—xL Nz L2 nt) |2 L2 nr O\
——C0S| —X |[+——sen| — |x| ——cos| —X
ak | L Nz L nrz L , "z L J.
2

De donde,
0, sin=24,6..
B =
n n82_t2(_1)n’ sin=13,5,...

Por otro lado como g(x) =0, entonces se tiene que
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B::i Lg(x)sen(n—ﬂx)dx
ansz °° L
:LJ'L(O)sen(n—”xjdx
anrz J0
=0
Por lo tanto,
u(x,t):z B, cos 7 at +B sen 7 at | |sen| 22 x
~ L L L
= 8k nz Nz
=>'| —5cos| ——at |+0 [sen| ——x
\ N7z L L
8k 1 nz nz
=— ) —Cos| —at [sen| —X
=} L L
Es decir,
u(x,t) =

8k| 1 za T 1 3za 3z 1 5ra 5z
— —ZCOS —1 [sen| —X ——3COS ——t [sen| —X +—2COS —t |sen| — X |[—+...
7|1 L L 3 L L 5 L L

3.3 Ecuacioén de Calor

Considérese una barra homogénea de longitud L, delgada y aislada en forma
tal que su calor no puede perderse a través de su superficie. Supongamos
ademas que la temperatura de la barra es constante en cada una de sus
secciones transversales. Entonces la temperatura en la barra se puede escribir

mediante una funcion u(x,t), donde 0<x<L y t>0.

Se sabe que la funcion u(x,t) satisface la ecuacién

Donde a es una contante positiva que depende de la naturaleza del material.
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Para resolver esta ecuacion diferencia sujeta a las condiciones de fronteras y

condicién inicial

u(0,t) =u(L,t)=0, t>0
{u(x,O) = f(x)

Donde f es una funcién que se supone conocida

Se describira la distribucion de la temperatura en una barra, cuyos extremos
se mantienen a temperatura constante igual a 0 y cuya distribucién inicial de

temperatura esta dada por la funciéon f .

Al igual que la solucion de la cuerda vibrante se inicia buscando las soluciones

no triviales de la ecuacion

gue tengan la forma
u(x,t) =y (x)4(t)
y que satisfaga las condiciones de frontera
u(0,t)=u(L,t)=0, t>0
Se tiene que

o°u

IV S op0d

Sustituyendo este resultado en
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se obtiene
v ()g(t) =a’y (06 ()
De donde
vy _¢0
v() ()

Siempre que w(X)¢(t) =0

Al igual que el problema d la cuerda vibrante, cada uno de los miembros de
esta ecuacion tiene que ser una constante. LIdamese 1 esa constante, luego se

obtiene que la ecuacion

V() _4)
v(x) 4

Equivale al par de ecuaciones

y (X)— Ay (x)=0
&m—§¢m=o

Las consideraciones son similares a las correspondientes del problema de la
cuerda vibrante, en donde se obtiene solucién no trivial para el caso 1<0,

véase.

e Si A<0 la solucion de general de la ecuacion

y ()—-2p(x)=0

Esta dada por

w(X)= Acos(ﬂx) + Bsen(ﬂx)
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Donde A y B son constante reales. Como (0)=0 tiene que ser A=0.

Como (L) =0 entonces Bsen(«/—ﬂx):O, es decir que

sen(\/—ﬂx) =0
de donde
n’z?
A=— E

Para n entero positivo.

De la solucion general
w(X)= Acos(\/—/lx) + Bsen(\/—;tx)

Se obtiene que, para cada entero positivo n, la funcion y,(x) definida por

nr
w(X)=sen| —X
L
Es una solucién de la ecuacion

y (X)—Ap(x)=0

Ahora si se remplaza el valor de 4, en la ecuacién

§ () -2pt)=0

aZ
Se obtiene que

2_2

¢’<t)+’;%¢(t> -0

Donde la solucién general de esta ecuacion es
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n’z? ‘
%2

4 (x) = Bne[
donde B, es una constante real para n=123... .

En conclusién para cada entero positivo n, tenemos una solucion de la

ecuacion

de la forma

n?r?

u,(x,t) = Bne[LzaZt]sen (nTﬂ xj

donde B, es una constante real.
Supodngase que la solucion de la ecuacion
ou
- = a2 -
ot

gue satisface las condiciones de frontera y la condicién inicial

u(0,t)=u(L,t)=0, t>0
u(x,0) = f(x)

Se puede expresar de la forma

u(x,t) = iun (x,t) = i Bne(_Lzaersen (n{ Xj
n=1 n=1

Entonces por las condiciones iniciales se tiene que
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S u,(x,0) = £ (¥)

es decir

f(x)= i anen(n%Z x)

Del capitulo anterior del desarrollo en serie de una funcion seno, se obtiene

que
B —EILf(x)sen(@de
"L L

Donde B, son los coeficientes de la serie de Fourier de la funcion seno de
f(x).

Al igual que en el caso anterior de la cuerda vibrante se tiene que si los

coeficientes B, se definen por

2 rL nzx
B, :EIO f(x)sen(Tde

y f(x) satisface ciertas condiciones, la serie

n?r?

u,(x,t) = Bne[LzaZt]sen (nTﬂ xj

Converge a una solucién de la ecuacion.

ou U

ot

Que satisface las condiciones de frontera y condicion inicial
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u(o,t) =u(L,t)=0, t>0
u(x,0) = f(x)

Ejemplo 3.4: Encuentre la temperatura de una barra aislada de longitud L

condiciones, cuyos extremos se mantiene a una temperatura de 0 suponiendo

gue la temperatura inicial es

X, si0<x<E
f(x)=

L-—x, si—<x<L
2

Solucion: Se procede a calcular B, asi
B —EJLf(x)sen L dx
"L L

ML
_2 IZxsen[@xjdx+Jt(L—x)sen(n—ﬂxjdx}
L| %o L . L

L
xL nz L? nr )2
——COS| —X |+——sen| —Xx || +
Nz L n“r L

0

12 (nﬂ j _xL (nﬂ j 12 (nﬂ j )

——C0S| —X |—| ——CO0S| — X |+——Sen| —X
Nz L Nz L n°z L L
2

de donde se tiene que

B,=0, sines par

B, == sin=150..
n“z

B — 4L

n T TS o
n27z_2

sin=3,7,11,...
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Por lo tanto

2 L

4L % [r} 1 (3 (%}
u(x,t)=— sen(—xje : ——sen(—je R
T
3.4 Sumas infinitas aplicando Series de Fourier

Una de las mas importantes aplicaciones de las series de Fourier es poder
determinar el valor de una serie, la cual por otros medios es un tanto dificil
determinar su sumatoria. En esta seccion se ilustra esta aplicacion con algunos

ejemplos que buscan enaltecer la importancia de este contenido matematico.

Ejemplo 3.5: Probar que

Solucién:
Consideremos la funcién periodica
f(X)=x, para —r<Xx<rx

La serie de Fourier de f es
1 1 1
f(x)=2 senx—Esen2x+ésenSX—Zsen4x+—...

Aplicando la identidad de Parseval obtenemos
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22{1+i+i+i+_}:1j’” x2dx

Es decir que

Ejemplo 3.6 : Hallar el Valor de

1 1 1
1+?+§+F+...

Solucioén:
Consideremos la funcién

f(x)=x*, para —r<x<rx
La serie de Fourier de la funcion f es

2
f(x) :”—+4[—cosx+i20032x—i20033x+izcos4x—+...}
3 2 3

Aplicando la igualdad de Parseval



De donde,

4 4
R O

Entonces,

Ejemplo 3.7: Demostrar que

A patrtir del desarrollo en serie de Fourier de la funcién

2
f(x):%, para —zT<X<rxm

Solucién: Calculemos los coeficientes.

120
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2
. X . . .
Como la funcion f(x) = una funcién par, entonces la serie de Fourier de

f (x) es una serie de cosenos o serie cosenoidal.
- nzX
f (X) =3+Zan Ccos| ——
2 = T

donde,

2 T
a, :?jo f (x)dx

_2 " x2dx
4 -0

57,
=—|=x
27 3 o

Luego para calcular a,

2 (T NzX
a,== jo f(x)cos(?jdx

= irxz cosnx dx
2790

Integrando por parte esta impresion dos veces obtenemos que

1 [27: }
a =—| —Cosnx

" 2zl n?

=y
n

Luego la serie de Fourier de f(x) es
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f(x)= ia cos( )
i(n_( 1)" cosnxj

0

1
+ Y —(=1)"cosnx
12 nz:;‘nz( )

”_
12
s

De donde su expansion para los primeros n=1,2,3,4

2
f(x) :”——cosx+%0032x—¥cos3x+zcos4x +

Ccomo f(X) es continua, entonces la serie de Fourier de f(X) converge en todo

los punto del intervalo y tiene como suma f(X)

Para tal efecto tbmese, x =0 y evalUese en la serie de Fourier de la funcion

f(x).

f(x) :7[——cosx+i2c052x—3—12c033x+Ecos4x—+

7’ 1 1 1
fO=—-1+=>-S+—5—
© 12 22 3 4?

De donde,

A partir de la serie de Fourier de la funcion

f(X)=x, para —r<x<rx
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Solucién:

En el ejemplo 3.5 se probd la igualad

23 g
A partir del desarrollo en series de Fourier de la funcion f(x)=x para

—TT<XLT.

En el ejemplo 3.7, se probd la igualdad

A partir del desarrollo en serie de Fourier de la funcién
X2

f(x):j, para —r<X<rm

Luego sumando ambas igualdades miembro a miembro obtenemos:

1+i+i+i+i+...:Ez
22 3¢ 4 5 6
1 1 1. 1 7
4 9 16 25 7 12
2+0 +E+O+£+....:ﬂ—2+”—2
9 25 6 12

De donde,

F 5 7 12

1+i+—+i :3—7[2
¥ 5 7 24

1+1+i+1+ =”—2
¥ 5T 8
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Ejemplo 3.9: Demostrar que

1 . 1 . 1 s -8
123 3% 5272 77 16

Sugerencias: Desarrollar f(X)=senx, 0<X<7 en series cosenos.

Solucion: Calculese los coeficiente de Fourier de f(X)

1 ¢n
a, =—I sen x dx
0
T

s

1
=——CO0S X
T

0

1
= —— —_ 0
”[com cosO]

Calculando &, se tiene,
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anzl_[”f(x)cosnxdx
Vs 0
:lj'”senxcosnxdx
T 0

- zijoﬂ[sen(u n)x+ sen(L—n)x]dx
T

1 1 i
= _— ) cos(1+n)x— ) cos(1— n)x}0
I B cos(l+n)rz — L cos(l-n)z + 1 + ! }
2| (1+n) @-n) @+n) @-n)
1 [1-cos(l+ n)z , 1-cos(l-n)z
C2z| (1+n) (1-n)
1{ 2 2 } :
— + si nes par
=< 27| (L+n) (1-n)
0 sin es impar

Analogamente se calcula el coeficiente b,

Analicese el caso cuando n=1, es decir,

bn:lrsenxsenxdx
T 0
=£I”sen2xdx
T 0
1 ¢z
:5'[0 (1—cos2x)dx

=0 IO”dX—IOHCOSZXdX}

TL

=— x—lsenZX}
2 0

=— 72'—%36”272’—0+0i|

Para cuando n=2,3,4,...,
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1 ¢n
bn:—f senx sen nx dx
Y0

1 ¢
= ZJ‘O [cos(1—n)x—cos(1+n)x]dx

i[sen(l— nx _sen(l+ n)xT

“2z| (@-n) @+n) |
_ 1 |senl-n)z sen(l+n)z sen(1-n)0 N sen(l-n)0
" 27| (@1-n) 1+n) (1—n) (1+n)
1
= 5[0]
=0

De donde la serie de Fourier de la funcion f(X) es:

1 1 2 & 1 1
f(x) :;+Esenx+;;H(l+ - + (1_n)jcosnx}

Es decir,

f(x) :l+lsenx—g(ic032x+icos4x+i0056x+...j
T 2 7\1-3 3-5 5.7

Ahora bien aplicando la igualdad de Parseval se tiene

i+i 4( ! ! 1 jzij‘”senzxdx
T 0

- + + +...
7t 22 7*\1.3% 3P.52 52.72
:i x—isen2x
2 2 0

1
el

De donde,
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—+i+i(1 + 1 + ! + j—l
222 g2\1.3%2 3*.5%2 52.72 ) 2

=
72\ 1

Es decir,

[

L + ! + ! +...j=1—£—l

¥ 3F.5° 2.7 2 7° 4
_27z2—8—7z2
B 4r*
_7[2—8
 4x?

1 .\ 1 N 1 . j_n%ﬂ
1.3 3%2.52 52.72 7

Ejemplo 3.10: Hallar el valor de

2(3)

Solucién: Partimos del desarrollo de la serie de Fourier de la funcién

La serie de Fourier de la

f(x)=x*, para —r<x<rx

funcién f es

2

2 o ( 1\n
f(x):%+4z( D COS NX
n

n=1

Luego aplicando el Teorema 2.25, es decir que integramos esta serie
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2 o (_1\n
f(x)=%+4z( 12) cosn x
n=1

[l

.[_””xz dx =%2J‘;dx+4(n_—2);fﬁcosnxdx

3 2 n z
X T 4(-D" &
— =— + sennxdx
3 3], n ; .
De donde,

o f 2

Z( ? sennx = (x —72')

n=1 n

Es decir que el desarrollo en series de Fourier de la funcién
X
f(x) =§(X2—7r2) ,

En elintervalo -7 <X< 7 es,

fo=2C0S

Ahora bien aplicando la igualdad de Parseval

2
16[1+%+3i6+i6 J:—J. [ X2 —x? }dx

= i 7;(x6 —27°x* +7Z'4X2)dX

97z 7~
M7 4 7
_ 1 X——2772x5+”—x3
97| 7 5 .
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De donde,
1 1 1 1 |167°
4+ 5+t ===
2> 3 4 9(16)| 105
Es decir,
1 1 1 7t
It w++t—+.=—
22 3 4 945

De esta forma se ha probado que



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
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Se nota con claridad en la bibliogréfica consultada que el trabajo de Fourier
sobre la propagacion del calor coloca un sello importante en el desarrollo de las
Series de Fourier, donde expande la idea fundamental de la expansion en
series trigonomeétricas con el calculo de los coeficientes de Fourier y la
utilizacion de la ortognalidad de funciones en sus estudios sobre los modos
normales de vibracion en sus experimento, haciendo asi una gran brecha en el
campo de la fisica hasta ese entonces inexplorado y abre una trocha
importante en la aplicacion fundamental en la resoluciébn de ecuaciones

diferenciales parciales.

Es importante dejar claro que la memoria de los trabajos de Fourier, tuvo una
pésima acogida por los miembros del comité encargado de analizar dicho
trabajo, el mismo conformado por las tres grandes L (Lagrange, Laplace,
Legendre) y también Monge. Pero a pesar de las criticas de su trabajo y del no
reconocimiento de este aporte al desarrollo de la mateméatica, tampoco
presenta, este comité un escrito contundente, claro y con rigor matematico que
incongruencias presentaban los aportes de Fourier. Pues lo Unico que
expresaron fue un escrito de Poisson estudiante estrella de Laplace, el cual
simplemente expresa que Lagrange no ve claro las deduccion de Fourier, las

cuales hoy en dia son correctas y que Fourier no citaba los trabajos Euler.

La génesis de la series de Fourier juegan un papel importante en desarrollo
moderno de esta teoria, pues llena de motivacién por el verdadero estudio
profundo y riguroso de este tema de gran importancia en la matematica
moderna, por tal motivo las series de Fourier deben ser analizadas

considerando el desarrollo histérico, sus alcances y limitaciones, las cuales
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deben ser anclandolos con el Teorema de Dirichlet, también conocido como la

condicion de convergencia puntual de Dirichlet.

El tratamiento un tanto formal de las Series de Fourier es lo que nos abre el
camino hacia una verdadera préactica educativa formal sobre la ensefianza y
aprendizaje de este tema. Las condiciones necesarias para la convergencia de
una serie de Fourier son el camino clave para encontrar su aplicacién en

problemas de lo abstracto a lo sencillo.

El analisis de las series de Fourier no es solamente uno de los resultados mas
brillantes de la mateméatica, sino que se convierten en una herramienta
fundamental en el desarrollo de la matematica moderna, convirtiéndose en un
puente fundamental en la resolucién de problemas tanto matematicos como
fisicos.

A todos los encargados de dirigir un curso de Matematica Superior donde se
desarrolle el tema de las Series Fourier les exhorto a desarrollar con rigor este
tema y que tienen en sus manos un aporte fundamental para la resolucion de

problemas que involucren las ecuaciones diferenciales parciales asi como la

suma de series infinitas.
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