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Resumen 

En este trabajo se presenta una teoría de Galois para extensiones algebraicas de grado 

infinito, en particular, la generalización de la versión clásica del Teorema Fundamental de la 

Teoría de Galois. Iniciamos dotando al grupo de Galois, Gal (L/K), con la topología de Krull. 

Como primera consecuencia, se obtiene que los subgrupos cerrados son los que se corresponden 

con los subcuerpos intermedios de la extensión. Adicionalmente, el grupo de Galois adquiere la 

propiedad de Hausdorff, totalmente disconexo y compacto. Finalmente, utilizamos la teoría de 

grupos profinitos para caracterizar al grupo de Galois y calcularlo para ciertas extensiones de Q, 

IP,, y C(t). 
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Abstract 

In this paper we present a Galois theory for algebraic extensions of infinite degree, in 

particular, the generalization of the classical version of the fundamental theorem of Galois 

theory. We start by endowing the Galois group Gal (L/K) with the Krull topology. As a first 

consequence, we obtain that the closed subgroups are those corresponding to the intermediate 

subfields of the extension. Additionally, the Galois group acquires the Hausdorff property, totally 

disjoint and compact. Finally, we use the theory of profinite groups to characterize the Galois 

group and calculate it for certain extensions of Q, IP and C (t). 
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Introducción 

Nuestra primera experiencia con la teoría de Galois se limita al estudio del grupo de Galois 

de extensiones de grado finito, cuyo resultado central es el Teorema Fundamental de la Teoría 

de Galois que afirma que cuando una extensión L/K es de grado finito, normal y separable, 

se establece una correspondencia uno a uno entre todos los subgrupos del grupo de Galois de 

la extensión, Gal (L/K), y todos los subcuerpos intermedios de la misma. La correspondencia 

asigna a cada subcuerpo intermedio de L el subgrupo de Gal (L/K) cuyos elementos son todos 

los automorfismos de L que fijan el subcuerpo y, recíprocamente, a cada subgrupo de Gal (L/K) 

asigna el subcuerpo intermedio de elementos de L que quedan fijos por todos los automorfismos 

que pertenecen al subgrupo. La demostración de tal correspondencia de Galois depende en gran 

medida de la finitud de la extensión y ya solo en este caso, es una idea poderosa que permite la 

aplicación de la teoría de grupos al estudio de los cuerpos. Sin embargo, al profundizar sobre otro 

tipo de extensiones, observamos que existen extensiones como, por ejemplo, la de los números 

algebraicos sobre los racionales que no son grado finito y para las cuales el teorema fundamental 

no es cierto. Este hecho ha sido la principal fuente de motivación para el desarrollo de la presente 

tesis, la cual hemos orientado sobre la base de las siguientes interrogantes: ¿Qué sucede si L/K 

es una extensión de grado infinito? ¿Es posible desarrollar una teoría de Galois para extensiones 

de grado infinito? ¿Cómo establecer una correspondencia (si es posible) entre los subcuerpos 

intermedios de la extensión y los subgrupos de su grupo de Galois? ¿Qué resultados de la teoría 

de Galois para extensiones de grado finito son generalizables y cómo? 

VII 



Hemos considerado dividir la tesis en tres capítulos. Previo a ellos, se considera un capítulo 

O sobre el desarrollo histórico de la teoría de Galois con el propósito de ilustrar al lector cómo 

se ha gestado, grosso modo, las ideas de Galois hasta la actualidad. 

En el primer capítulo presentamos preliminares algebraicos y topológicos. Iniciamos con 

la teoría general de extensiones de cuerpos; en particular, nos limitaremos a las extensiones 

algebraicas, normales, separables y de Galois, para las cuales proporcionamos los hechos más 

relevantes que se necesitarán en los capítulos siguientes. El resultado principal en esta área es el 

Teorema 1.21, conocido como Teorema Fundamental de la Teoría de Galois para extensiones de 

grado finito: 

Teorema 1.21. (Teorema Fundamental de la Teoría de Galois) Sea L/K una extensión de Galois 

finita y G = Gal (L /K). Entonces existe una correspondencia uno a uno, que revierte inclusiones, 

entre los cuerpos intermedios E de L/K y los sub grupos de H de G, dado por 

E 	Gal (L/E), H-*T(H) 

Se tiene además que si E H entonces 

(1) [L: E] = IHly IG : HJ = [E: K], donde IG : Hl denota el índice de H en G. 

(2) Hi G si y sólo si E/K es de Galois. Cuando esto ocurre, Gal (E/K) G/H. 

Finalizamos el capítulo con ejemplos de extensiones de grado infinito y mostramos cómo una 

de ellas no cumple el teorema fundamental. 

El capítulo dos es el más importante de la tesis y en él abordamos la generalización de la 

correspondencia de Galois a las extensiones de grado infinito. El teorema principal del capítulo 

es el Teorema de Krull (Teorema 2.3), generalización del teorema fundamental. La clave para 

llevar a cabo tal generalización es considerar la colección N = {Ni1 i E I}, donde cada Ni= 

Gal (L/E) es un subgrupo del grupo de Galois de la extensión L/K, con Er/K una extensión de 

Galois de grado finito; de este modo obtenemos el Teorema 2. 1, 
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Teorema 2.1. La colección 2 = {o-Ni  cr E Gal (L/K) , NiE N} es una base para una topología 

sobre Gal (L/K). 

La topología generada por 2 sobre el grupo de Galois es llamada topología de Krull. Como 

consecuencia, los subgrupos que son cerrados en la topología son los que se corresponden 

uno a uno con los subcuerpos intermedios de la extensión, resultado que queda plasmado en 

el Teorema de Krull. 

Teorema 2.3. (Teorema de Krull) Sea L/K una extensión de Galois y G = Gal (L/K). Con la 

topología de Krull, existe una correspondencia uno a uno, que revierte inclusiones, entre los 

cuerpos intermedios E de L/K y los subgrupos cerrados H de G, dado por 

E 	Gal (L/E), HT(H) 

Además, si E H entonces 

(1) 1  : Hl <00 siysolo si [E : K] <00 siysolo si Hes abierto. Cuando esto ocurre, 1  : Hl = 

[E: K]. 

(2) HiG si  sólo si E/K es de Galois. Cuando esto ocurre, GaI(E/K) G/H. 

Salvo ciertos detalles en el inciso (1) del teorema, las afirmaciones que acompañan al 

Teorema de Krull son las mismas que las del teorema fundamental en la versión finita. La 

sección final del capítulo describe la estructura topológica del grupo de Galois y, en este sentido, 

se prueba que el grupo es Hausdorff, totalmente disconexo y compacto. La demostración de la 

compacidad del grupo de Galois es especialmente relevante ya que muestra que el grupo de 

Galois puede ser visto como un subgrupo del producto directo de cocientes finitos sobre sus 

subgrupos normales, lo que inspira el tercer capítulo de la tesis. 

Para concluir la tesis, en el tercer capítulo caracterizamos el grupo de Galois por medio de 

los grupos finitos Xi = Gal (L/K) /N, donde Ni = Gal (L/E) y E./K es finita y de Galois. En 

la primera sección presentamos la noción de sistema inverso de grupos y mostramos que todo 

sistema inverso de grupos tiene un límite inverso. En la segunda sección, contextualizamos la 
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teoría al caso del grupo de Galois para establecer nuestro principal resultado: la caracterización 

del grupo de Galois como grupo profinito. 

Teorema 3.3. Sea L/K una extensión de Galois y {X, çOjj, i} el sistema inverso para el cual 

Xi  = Gal (E/K). con E/K es una extensión de Galois finita. Entonces la función 

x : Gal(L/K) - límGal(E/K) 

definida por 

cri—'x, tal que x(i)=cr E1  (iE1) 

es un isomorfismo de grupos. 

Finalmente, la tercera sección de la tesis aplica los resultados del tercer capítulo al cálculo 

del grupo de Galois de ciertas extensiones algebraicas de Q, IF,, y C (t). 
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Capítulo c 
Desarrollo de la teoría de Galois 

Las ideas originales contenidas en los artículos de E. Galois experimentaron un largo y lento 

desarrollo hasta la formulación que conocemos hoy en día como teoría de Galois. Los cimientos 

fueron establecidos por Lagrange en 1770 y  finalmente concretados, en la versión moderna, por 

E. Artin en 1926. 

Este primer capítulo es breve y su propósito es describir el desarrollo que tuvo la teoría 

de Galois, desde sus antecedentes hasta su versión definitiva. Para un análisis más extenso y 

detallado de este desarrollo, recomendamos la lectura de Kiernan (197 1) y Gray (2018). 

0.1. Antecedentes 

La actividad algebraica clásica consistió en tratar de resolver ecuaciones algebraicas 

mediante fórmulas a partir de sus coeficientes; tales fórmulas involucran sumas, restas, 

multiplicaciones, divisiones y extracción de raíces. A esto también le llamamos resolver la 

ecuación por radicales. Los babilonios ya sabían, hace 4000 años, cómo resolver las ecuaciones 

cuadráticas y las soluciones generales de las ecuaciones de grado tres y cuatro se obtuvieron en 

el siglo XVI por Cardano y Ferrari, respectivamente. 

Lagrange fue el primer matemático que trabajó sobre el problema de resolución de 

ecuaciones de quinto grado o más. Su principal contribución fue el artículo Réflexions sur la 
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résolution algébrique des équations, en el cual examina en detalle los métodos conocidos para 

resolver las ecuaciones de segundo, tercer y cuarto grado, con el propósito de abstraer algún 

procedimiento general. Lagrange estudió cómo las expresiones racionales en las raíces de la 

ecuación cambiaban bajo las permutaciones de dichas raíces (Kiernan, 1971). Barrera (2011) 

describe, por ejemplo, el proceso utilizado por Lagrange para la ecuación de tercer grado como 

sigue: Lagrange introduce un elemento, y = x + IX2 +12 X3,  donde es una raíz cúbica de la 

unidad diferente de 1 y xi ,X2,X3 son las raíces de la ecuación cúbica. Al permutar las raíces, V 

tiene seis valores posibles y = y1, y2, y3, y4, y5, y6. Lagrange construye una ecuación de sexto 

grado cuyas raíces son estos seis valores posibles, 

9(X)=(X—V1)(X—V2)(X—V3)(X—V4)(X—V5)(X—V6). 

A esta ecuación Lagrange la llamó resolvente de la ecuación. Los coeficientes de la ecuación 

son simétricos en los seis valores de V y, por tanto, son simétricos en x1 ,X2,X3. Luego, utilizando 

la identidad 1 + + , la resolvente se reduce a 

g(X) = X6_   (Vj3~V)X3~(VlV4)3 =0, 

la cual es una ecuación de segundo grado en X3 y se puede resolver. Similarmente, para una 

ecuación de cuarto grado se obtiene como resolvente una ecuación de grado 24, que resulta ser 

la cuarta potencia de una ecuación de grado seis, y esta a su vez se reduce a una cúbica que ya 

se sabe resolver. Cuando trató de aplicar este proceso a la ecuación de quinto grado, sospechó la 

imposibilidad de resolverla mediante fórmulas; dejó pendiente este caso, afirmando que dudaba 

de sus procedimientos. Sin embargo, estos constituyeron la base para que Ruffini (en 1799) y 

Abel (en 1824) lograrán demostrar la imposibilidad de resolver, en general, la ecuación de quinto 

grado por medio de fórmulas. La prueba de Abel fue mejor recibida por los matemáticos de la 

época y puede consultarse en Kiernan (1971), p.p. 67-72. 
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0.2. Galois 

En su Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations par radicaitr de 1831, 

Galois retorna la idea de resolvente de una ecuación introducida por Lagrange y establece 

una correspondencia entre ecuaciones y el grupo de permutaciones de sus raíces. Corno una 

aplicación de su teoría, consigue una respuesta completa al problema de resolver ecuaciones 

por medio de fórmulas. La memoria original no fue publicada sino hasta 1846 de la mano de 

J. Liouville y está disponible en francés con traducción simultánea a inglés en Neurnann (2011, 

p.p. 106-144). También puede consultarse (en inglés) en Edwards (1984, p.p. 101-113). 

Galois inicia su memoria definiendo algunos conceptos como permutación y sustitución. 

Luego presenta cuatro lemas: Los Lemas uy III, en lenguaje moderno, equivalen al Teorema del 

Elemento Primitivo para extensiones separables de grado finito; el Lema IV muestra la relación 

que existe entre los conjugados del resolvente y las raíces de la ecuación original. Ahora Galois 

proporciona resultados propios enunciados en las Proposiciones ¡ a VIII. En la Proposición ¡ 

define el grupo de permutaciones de las raíces de un polinomio (el grupo de Galois); en las II a 

IV, establece propiedades de este grupo y en la Proposición y aborda la pregunta: 

Problema. ¿En cuáles casos una ecuación es soluble por radicales? 

Aquí da condiciones necesarias y suficientes para que una ecuación sea soluble por radicales. 

El Teorema Fundamental de la Teoría de Galois aparece implícitamente en la demostración de 

este resultado (Barrera, 2011). En las Proposiciones VI a VIII, Galois aplica su teoría a las 

ecuaciones irreducibles de grado primo para determinar una condición necesaria y suficiente 

para que esta sea soluble por radicales. 

La idea original de Galois contenida en la Proposición V para determinar si una ecuación 

es soluble por radicales es, grosso modo, la siguiente: Considere, por ejemplo, la ecuación 

cuadr(itica x2 
 
+ bx + c = 0. Los coeficientes de la ecuación y sus raíces r1 , r2  se relacionan por 
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medio de las funciones polinómicas simétricas 

b = — (ri+r2) 

c = r1 r2. 

Aquí, r1  y r2  se consideran como variables arbitrarias. Teniendo en cuenta que la fórmula 

para resolver esta ecuación es 
—b ± Vb2 - 4c 

2 

observamos que el radical Vb2 - 4c transforma una función simétrica en r1  y r2, a saber, b2 - - 

4c 4c = (r1  +r2)2  —4r1 r2, en dos funciones no simétricas Vb2 —4c = ± ( r1  - r 2 ). Ahora, considere 

el conjunto K0  de todas la expresiones (fórmulas) que se obtienen a partir de b y c por medio de 

sumas, restas, multiplicaciones y divisiones. Una propiedad que tiene este conjunto es que sus 

elementos son invariantes bajo permutaciones de r1  y r2. Por ejemplo, los elementos de K0 , 

15 2  —4c = (ri -i-r2)2-41 r2  

b 	r 	r1  + = 	- +J•11•  
2 	2 	- 

2c—b =2r1r2 +(r1+r2), 

son invariantes bajo permutaciones de r1  y r2. En consecuencia, Galois asocia K0  con el 

grupo 52,  de permutaciones de dos elementos. Ahora, definamos K1  de la misma manera, pero 

permitiendo operar con Vb2 - 4c. Entonces, K0  ç Ki y r1 , r2  E K1 , de modo que el paso de K0  

a K1  representa resolver la ecuación. Como los elementos de K1  donde aparece Vb2  - 4c no 

resultan ser funciones simétricas de las raíces, le asociamos el grupo trivial de simetrías {id}. 

En un diagrama, 

K0  

  

52 
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De forma análoga, en el caso de la ecuación de tercer grado se tiene el esquema 

K0 	K1 	K1  

53 	A3 	{id} 

donde A3  es el grupo alternante. Y para la ecuación de cuarto grado, 

K2 	K3  

54 	A4 	G2 	G3 

donde G2 y G3 son ciertos subgrupos de 54 de orden cuatro y dos, respectivamente. De 

esta forma, resolver la ecuación de segundo, tercer y cuarto grado implica reducir su grupo 

sucesivamente hasta que contenga solo una permutación (Galois, en Edwards, 1984). En 

lenguaje moderno esto quiere decir que existe una cadena de subgrupos que empieza en S 

y termina en {id}; además, cada subgrupo es normal en el anterior y su cociente es de orden un 

número primo. Esta es la condición necesaria y suficiente para que la ecuación sea soluble por 

radicales. 

En el caso de la ecuación general de grado cinco (o más), no existe tal cadena de subgrupos 

con las propiedades deseadas, lo que permite concluir que no existe una fórmula para resolver 

la ecuación de quinto grado (o más) por radicales. 

0.3. Formulación actual 

El siguiente avance en la teoría de Galois se debe al desarrollo de la teoría de cuerpos que 

se dio en Alemania a raíz de los trabajos de Gauss en teoría de números, los cuales inspiraron 

a matemáticos como Kronecker y Dedekind a desarrollar la teoría de cuerpos y relacionarla, 

posteriormente, con la teoría de Galois. En particular, Kronecker fue el primero en describir 

el grupo de Galois no en términos de permutaciones de las raíces, sino como un grupo de 

K0 	K1  	K4  

{id} 
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automorfismos del cuerpo de coeficientes y Dedekind reformuló, en 1984, la teoría de Galois 

en términos de extensiones de cuerpos, las cuales interpreta como un espacio vectorial sobre 

subcuerpos de números complejos. Gray (2018) señala que el historiador Waither Purkert mostró 

que Dedekind fue el primer matemático que ofreció un seminario sobre teoría de Galois en 

Gittingen en 1857-1858. 

Muchos de los resultados de Dedekind fueron fundamentales para la formulación posterior 

y definitiva de Emil Artin de la teoría de Galois. En una conferencia de 1926, Artin presenta la 

versión definitiva de la teoría de Galois en términos de automorfismos de cuerpos y enfatiza que 

el objetivo de lo que hoy llamamos teoría de Galois no debería ser determinar las condiciones 

para la solubilidad de ecuaciones algebraicas, sino expresar las relaciones entre extensiones de 

cuerpos y grupo de automorfismos. Así, reúne todas las conclusiones importantes en un Teorema 

Fundamental de la Teoría de Galois, el cual establece una correspondencia uno a uno entre los 

subcuerpos intermedios de una extensión y los subgrupos de su grupo de Galois. La conferencia 

se publicó posteriormente en dos notas: Foundations of Galois Theory en el año 1938 y Galois 

Theory en 1942. 

0.3.1. Sobre las extensiones de grado infinito 

Cabe resaltar que la teoría original de Galois y sus consideraciones posteriores hacían 

referencia a extensiones de grado finito. Fue Dedekind, en 1901, el primero en investigar el 

grupo de Galois de una extensión de grado infinito (Koch, 2002). 

Dedekind estudió la extensión ciclotómica Q () = UflENQ 	donde p es primo y pfl 

es una raíz p'-ésima primitiva de la unidad sobre Q y determinó una correspondencia entre los 

subcuerpos de Q () y una familia propia de subgrupos del grupo de Galois de esta extensión, 

demostrando así que el teorema fundamental falla al considerarlo al caso infinito. Además, 

reconoció que el grupo de Galois tiene una importante topología. En 1920, Krull abstrajo esta 

topología para grupos de Galois arbitrarios, logrando una generalización de la teoría de Galois 

finita a extensiones algebraicas de grado infinito y demostrando que los subgrupos cerrados son 
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los que se corresponden con los subcuerpos intermedios de la extensión. 

0.4. Generalizaciones 

La teoría clásica de Galois ha tomado diversas direcciones, por lo que en la actualidad no 

hablamos de teoría de Galois, sino de teorías de Galois. Otras versiones de la teoría de Galois se 

han generalizado para anillos, sistema de ecuaciones diferenciales, etc. Un diagrama que ilustra 

estas generalizaciones puede consultarse en Borceux y Janelidze (2001, p. ix). 

Este trabajo lo abordaderemos desde el enfoque dado por la topología de Krull, ya que nos 

delimitaremos a las extensiones algebraicas de grado infinito. 



Capítulo 1 
Preliminares 

Iniciamos presentando los conceptos y las notaciones que se utilizarán a lo largo del trabajo. 

Las primeras tres secciones tienen como contexto las extensiones algebraicas en general; la 

cuarta está dedicada a la teoría de Galois para extensiones de grado finito, la cual a menudo se 

le conoce como teoría de Galois clásica. 

En la última sección se presentan las ideas topológicas involucradas en el estudio de la teoría 

de Galois en extensiones algebraicas de grado infinito. 

1.1. Extensiones de cuerpos 

Definición 1.1. Si L y K son cuerpos, diremos que L es una extensión de K si existe un 

1flOf101flOfhSITl() f : K -* L. 

De esta definición se deduce que L contiene un subcuerpo isomomorfo a K. Así, que L sea 

una extensión de K a menudo se interpreta como K ç L y lo denotaremos por L/K. También, 

las extensiones muchas veces se indican con diagramas reticulares como el siguiente: 

L 

K 

8 
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Ejemplo 1.1. 

(1) Por medio del homomorfismo inclusión i, el cual es inyectivo, se tiene que 

Q c,RcLC 

Por lo tanto, el cuerpo C, de números complejos, es una extensión del cuerpo R, de 

números reales, y éste es, a su vez, una extensión del cuerpo Q, de números racionales. 

Indicamos tales extensiones en el siguiente diagrama reticular: 

c 

R 

Q 

(II) Sea K un cuerpo arbitrario. Consideremos los cuerpos de cocientes de los anillos de 

polinomios K [x] y K [x1,x2, ...,x] (donde x,x1,x2, ...,x, son indeterminadas), denotados 

por K (x) y K (xi ,x2, .,x), respectivamente. Se tiene entonces que, por medio del 

homomorfismo inclusión, K(x1,x2, ...x) es una extensión de K (x) y éste es a su vez 

una extensión de K. Indicamos sus relaciones en el siguiente diagrama reticular 

K(xl ,x2,...xfl) 

K (x) 

K 

Observación 1.1. Los cuerpos intermedios (o subcuerpos) que aparecen en los diagramas 

reticulares anteriores reciben el nombre de subextensiones. Es decir, si L es una extensión de E 

y E es una extensión de K, entonces el cuerpo E es una subextensión de L/K. 
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En la extensión L/K, el cuerpo L puede ser visto como un K -espacio vectorial, 

considerando la multiplicación definida en L como un producto escalar. Esta afirmación se 

justifica en el siguiente teorema. 

Teorema 1.1. Si L/K es una extensión de cuerpos, entonces L es un espacio vectorial sobre K. 

Demostración. En primer lugar, el cuerpo L es un grupo abeliano con la operación de adición. 

Dotamos a L con la estructura de K - espacio vectorial, definiendo un producto escalar para 

a E K y y E L por a y = ay; esto es, la multiplicación de a por y en L. De los axiomas de 

cuerpo para L, se tiene que para este producto escalar se cumple: 

• la propiedad asociativa: a (/3. y) = (a .13) y, para todo a,/3 en K y todo y en L. 

• la existencia del elemento neutro 1 e K: 1 . y = y, para todo y en L. 

• la propiedad distributiva respecto a la suma vectorial: a (u + y) = a u + a y, para todo a 

en K y todo u,v en L. 

• la propiedad distributiva respecto a la suma escalar: (a +/3) . y = a y +13. y, para todo a,/3 

en K y todo y en L. 

Por lo tanto, L es un espacio vectorial sobre K. 	 O 

Este resultado permite utilizar el álgebra lineal en el estudio de la teoría de cuerpos, como 

veremos a continuación. 

Definición 1.2. A la dimensión de L como espacio vectorial sobre K lo denotamos [L: K] y 

se le llama grado de la extensión. La extensión L/K es de grado finito si [L: K] <00. En caso 

contrario, la extensión es de grado infinito. 

El siguiente resultado relaciona el grado de una extensión L/K con el grado de sus 

subextensiones. 
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Teorema 1.2 (Teorema de la Torre). Sean L/E y E/K extensiones de cuerpos. Entonces 

[L K]= [L El [E: K]. 

Demostración. Sea {a : ¡ E ¡} una base para E como espacio vectorial sobre K y {b : j E J} 

una base para L sobre E. Consideremos el conjunto {ajbj : ¡ E I,j E J} y probemos que es una 

base para L sobre K. 

Para la independencia lineal supongamos que para una combinación lineal finita 

con kjj EK. 

Reagrupando, 

Como los coeficientes Dijaj están en E y los bj son linealmente independientes sobre E 

se tiene 

k 1a=O. 

Repitiendo el argumento llegamos a kjj = O para todo ¡ e 1. ¡ e J. Por lo tanto, los elementos 

aibj son linealmente independientes sobre K. 

Ahora mostramos que los ab generan a L sobre K. Si x E L entonces 

para ciertos A j  E E y donde un número finito de los b E L no son nulos. De forma similar, para 

cada j tenemos 



1. 1. EXTENSIONES DE CUERPOS 	 12 

para ciertos 21  E K y donde solo un número finitos de los a no son nulos. Así, 

x = 

Por lo tanto, {abj : i E I,j E es una base para L sobre K. Luego, 

[L: K] = l{ajbj : ¡ E I,j E 

=¡{a¡ :¡ E I}H{b1 :j EJ} 

= [L E] [E: K]. 

o 

Un tipo de extensión de cuerpos que usaremos con frecuencia se obtiene adjuntando 

elementos, generalmente raíces de polinomios, a un cuerpo dado. Los cuerpos así obtenidos 

son llamados cuerpos generados. 

Definición 1.3. Sea L una extensión de K y 5 ç L. El cuerpo K (5) generado por K y 5 es 

la intersección de todos los subcuerpos de L que contienen a K y a S. Si 5 = {al,a2, ...,a} 

es finito, escribimos K (S) = K (al, a2, ..., a) y diremos que el cuerpo K (5) es finitamente 

generado por S. 

De la definición se deduce que K (5) es el cuerpo más pequeño que contiene a K y a 5, y 

que K (S) es una extensión de K. 

Ejemplo 1.2. 

(1) Si al cuerpo R le adjuntamos el número imaginario i, donde ¡2 = - , entonces R (1) es una 

extensión de R. Esta extensión es, precisamente, el cuerpo de números complejos. 

(ji) Si - 	 , los cuerpos Q( 2 ). Q(). Q() y  Q() son extensiones de Q, y a su 

vez, Q (-1-, ) es una extensión de todos los cuerpos anteriores. Indicamos las relaciones 



Qe) 

Q (-31--1 
Q «2-~) 	.'V'¿ ) 	Q() Q( 2 
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entre ellos en el diagrama reticular: 

Observación 1.2. Los siguientes resultados, que pueden consultarse en Morandi (1996), dan una 

descripción de los cuerpos generados. 

(1) Los cuerpos finitamente generados pueden ser descritos como cuerpos de cociente de anillos 

de polinomios. Si a1,a2, .... a son elementos de L, entonces K(al,a2,...,a fl) es el 

conjunto 

{

f(a1 ...an) ELIf(xlx)g(xlx)EK[xlx}g(ala)#Ø} 
g(al, .... 

(II) K (S) es la unión de todos los cuerpos finitamente generados por subconjuntos finitos de 5; 

es decir, 

K(S)=U{K(al,a2, .... afl)Iai,a2,...,afl ES}. 

Ejemplo 1.3. Sea p un número primo, t una indeterminada y K = Z/pZ. Entonces K (t) y K (tP) 

SOfl extensiones de cuerpo de K, relacionadas como sigue: 

K(t) 

K(tP) 

K 

an ) 
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Definición 1.4. Se dice que un polinomio f (x) E K [x] es reducible sobre K si es el producto 

de dos polinomios de K [x], de menor grado. En caso contrario, diremos que el polinomio f (x) 

es irreducible. 

Ejemplo 1.4. 

(1) Todos los polinomios de grado uno son irreducibles, ya que no pueden expresarse como el 

producto de otros polinomios de menor grado. 

(u) Por el Criterio de Eisentein, el polinomio x2  —5 es irreducible sobre Q. Sin embargo, x2  —5 

no es irreducible sobre R puesto que 

x2 _5=(x+ I.)( x _sI.). 

(iii) Sea t una indeterminada, p un número primo y K = Z/pZ. Considere el polinomio x - ti' 

en K (ti') [x]. Como la característica de K (tP) es p, el polinomio xi' - ti' se factoriza como 

(x - T. Puesto que t 1 K,, (tP), el polinomio xi' - ti' es irreducible sobre K (ti'). 

Definición 1.5. Un elemento a E L es algebraico sobre K si existe un polinomio no nulo f (x) 

en K [x] tal que a es raíz de f (x). La extensión L/K es algebraica si todos sus elementos son 

algebraicos sobre K. Un elemento a E L que no es algebraico sobre K se dice que es trascendente 

sobre K. 

Ejemplo 1.5. 

(1) Seaa= 1+1. Tenemos quea—1 =i, dedonde (a—!)2  = —1,0 sea, a2 -2a+2=0. Luego, 

a es raíz de f (x) = x2  - 2x + 2 E R [x], lo cual implica que a es algebraico sobre R. 

(II) Sea t una indeterminada, p un número primo y K = Z/pZ. Como t es raíz del polinomio 

x - t' E K(t") [x], se tiene que t E K(t) es algebraico sobre K(tP). 

(lii) En 1873 Hermite probó que el número e es trascendente sobre Q y, nueve años más tarde, 

Lindemann probó que ir también lo es sobre Q. La demostración de estos resultados no 
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es relevante para los fines de este trabajo, pero puede consultarse en Stewart (2015, pp. 

285-291). 

Observación 1.3. 

(i) Es fácil comprobar que si L/K es una extensión algebraica y E es un cuerpo intermedio de 

la extensión (K ç E ç L), entonces, tanto L/E como E/K son extensiones algebraicas. 

(II) Dada la extensión L/K, si S ç L es un conjunto de elementos algebraicos sobre K, entonces 

K (5) es una extensión algebraica de K. Las extensiones que se obtienen adjuntando al 

cuerpo dado las raíces de los polinomios dados en (i) y (u) del ejemplo anterior son 

algebraicas. En cambio, las que se obtienen en (iii) son trascendentes. 

En adelante, todas las extensiones consideradas serán algebraicas. Las extensiones de grado 

finito son de este tipo como lo muestra el siguiente teorema. 

Teorema 1.3. Toda extensión de grado finito es algebraica. 

Demostración. Sea L/K finita y a E L. Denotemos n = [L: K] <00. Entonces 11, a, a2 , ..., a'7} 

es un subconjunto de L con n + 1 elementos. Como el grado de la extensión L/K es n, este 

conjunto no es linealmente independiente, por lo que existen a0,...,an  E K no todos nulos tales 

que 

ao+aia+...+aa'7 =0. 

Definamos 

f (x)=ao+alx+...+a,7x'7 . 

Entonces f (x) E K [x] , con f (a) = 0. Esto significa que o' es algebraico sobre K. Por lo tanto. 

L/K es una extensión algebraica. 	 E 

Cabe señalar que la recíproca no es cierta. Por ejemplo, la extensión de los elementos 

algebraicos sobre Q es una extensión algebraica de grado infinito. 
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Teorema 1.4. Sea L/K una extensión y a E L algebraico sobre K. Entonces existe un único 

polinomio p (x) E K [x] que satisface las siguientes propiedades: 

i) El coeficiente del término de mayor grado es 1. 

ji) p(a)=O. 

iii) El grado de p (x) es mínimo entre todos los polinomios q (x) en K [x] para los cuales 

q (a) = O. 

Este polinomio p (x) es irreducible sobre K. Cuando q (x) E K [x] satisface q (a) = O entonces 

p(x) divide aq(x). 

Demostración. Tomemos p (x) E K [x] de grado mínimo entre aquellos polinomios en K [x] 

que satisfacen p (a) = O, además podemos asumir que el coeficiente del término de mayor grado 

de p (x) es 1. Este polinomio satisface las tres propiedades dadas. 

Ahora, si p (x) se puede descomponer como producto de dos polinomios en K [x], entonces 

a es raíz de uno de ellos, lo cual no puede ser porque p (x) es de grado mínimo. Esto implica 

que p (x) es irreducible sobre K. Además, si q (x) E K [x] satisface q (a) = O, al considerar el 

algoritmo de la división de q (x) entre p (x) podemos escribir 

q(x)=f(x)p(x)+r(x), conr(x)=O o degr(x) <degp(x). 

Entonces 

r(a) =q(a) -f (a)p(a) =0, 

lo que no es posible si degr (x) <degp (x), ya que contradice la minimalidad de p (x). 

Así se tiene que r (x) = O. Por lo cual, p (x) divide a q (x). 	 o 

Definición 1.6. El polinomio descrito en el teorema anterior es llamado polinomio mínimo de a 

sobre K y se denota mín(a,K). 
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Ejemplo 1.6. 

(i) í5-  es raíz del polinomio x2  —5, el cual es irreducible sobre Q. Así, mm (,C5, Q) = -. 

a = 1+1 es raíz del polinomio x2  —2x+2 E R[x], el cual es irreducible sobre R pues sus 

raíces no son reales. Así, mín (a, IR) = x2  - 2x + 2. 

(iii) Sea K = Q (ir). Entonces ir es raíz de x2  - ir E K [x], lo que muestra que ir es algebraico 

sobre K y que mín(ir, K) tiene grado a lo sumo dos. Como Q (ir)  Q (y), donde y es una 

indeterminada, y -.fi no está en Q (y), entonces 	Q (ir) y por lo tanto, mín(a, K) tiene 

grado mayor que 1. De esto se deduce que mín(a, F) tiene que ser x2  - ir. 

(iv) Sea t una indeterminada, p un número primo y K = Z/pZ. Hemos determinado que el 

polinomio x - tP E K(tP) [x] es irreducible sobre K(tP).  Por lo tanto, el polinomio 

mínimo mín(t,K(tP)) es x -t°. 

Las extensiones finitas son caracterizadas en términos de cuerpos finitamente generados 

CO() sigue. 

Teorema 1.5. La extensión L sobre K es de grado finito si y solo si L es algebraica yfinitamente 

generada sobre K. 

Demostración. Supongamos que L/K es de grado finito. Ya se probó que toda extensión finita 

es algebraica. Sea {al, a2,...'  a} una base para L sobre K. Entonces todo elemento de L tiene la 

forma Zajaj donde a• E K, lo que significa que L = K (al ,a2, .... a fl). Así, L/K es algebraica 

y finitamente generada. 

Recíprocamente, supongamos que L es algebraica sobre K y finitamente generada por 

{al, a2, ...,a}. Como L/K es algebraica, cada a es algebraico sobre K y, por lo tanto, sobre 

todo cuerpo intermedio entre K y L. Así, K (al) es algebraica sobre K, K (al, a2)  lo es sobre 

K(a1), ..., y K (al, a2, ...,a) lo es sobre K(a1,a2, ..., a,-,). Luego, al aplicar el Teorema de la 

Torre a la cadena de extensiones finita 

KÇK(ai)Ç ... ÇK(ai,a2,...,a_i)ÇK(ai,a2,...,a) 
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se tiene que 

[L: K] = {K (ai,..., a,1) : K (ai,..., a,.,)] ... [K (a1 , a2) : K (a1 )1 [K (al ) : K] < 00, 

lo que prueba que L/K es de grado finito. 	 El 

Observación 1.4. El cuerpo K (a) que se obtiene adjuntando a K una raíz del polinomio p (x) en 

K [x] es, por definición, el cuerpo más pequeño que contiene a K y a a. La extensión K (a) /K es 

algebraica de grado finito y su grado es el grado del polinomio mínimo de a sobre K. Además, 

si n es el grado de mín (a, K), una base para K (a) como K-espacio vectorial es 11, a, 

Veamos un ejemplo de extensión algebraica, pero que no es finitamente generada. Este tipo 

de extensiones son de interés para este trabajo. 

Ejemplo 1.7. Consideremos 5 = {./ji 1 p primo} y sea L = Q (S) el cuerpo generado por los 

elementos de 5 sobre Q. Entonces L es una extensión de Q. Además, si P1,P2. ...,p,, ... es la 

lista de números primos, entonces para cada n € N tenemos que 

[L : Q] ~ [Q (.sJ, 	......) : Q] = 211, 

lo que significa que L/Q es una extensión algebraica de grado infinito. 

Definición 1.7. Un cuerpo K se dice algebraicamente cerrado si todo polinomio no constante 

de K [x] tiene una raíz en K. 

Equivalentemente, un cuerpo K se dice algebraicamente cerrado si todo polinomio no 

constante de K [x] se puede descomponer como producto de factores lineales de K [x]. 

Definición 1.8. Sea K un cuerpo. Llamamos clausura algebraica de K, y la representamos por 

a una extensión algebraicamente cerrada de K. 

Ejemplo 1.8. (i) i = C; (u) c = C, y a este resultado se le conoce como Teorema Fundamental 

del Álgebra. 
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Supondremos siempre que las extensiones L/K están contenidas en la clausura algebraica 

de K. 

1.2. Automorfismos de cuerpos 

Definición 1.9. Sea L/K una extensión algebraica y sean a,/3 E L. Decimos que a y  /3 son 

conjugados sobre K si son raíces del mismo polinomio irreducible sobre K. 

Teorema 1.6. Sean a,/3 E L algebraicos sobre K y n = degmín (a, K). Entonces 

K(a) —K(/3) 

1,,_ia1 I, ao+aifl+...+a_i flfl1 

es un iso,no,:fisino Si)' solo si a y fi son conjugados sobre K. 

Definición 1.10. Sean L, K y M cuerpos. 

(1) Un isomorfismo o- : L - L es llamado automorfismo de L. 

(2) Si L y M son extensiones de un cuerpo K, cr: L - M es un K—homomorfismo si o-  (a) = a 

para todo a E K. Si o-  es biyectiva entonces o-  es un K-isomorfismo. Y un K-isomorflsmo 

de un cuerpo en sí mismo es un K-automorfismo. 

Lo relevante de los K—homornorflsmos de un cuerpo L es que "permutan" las raíces de los 

polinomios irreducibles de K [x]. Por ejemplo, la imagen del número complejo s/i por medio de 

la conjugación compleja z i— (la cual es un R—homomorfismo de C) es —\1 i. Este número es 

conjugado de Nfl sobre R, puesto que ambos son raíces del polinomio irreducible x2 +3 E R[x]. 

Resaltamos este resultado en el siguiente teorema. 
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Teorema 1.7. Sea r: L - M un K-homomorfismo. Entonces a y r (a) son conjugados sobre 

K. 

Demostración. Sea f (x) = ao +a Ix  + ... + ax' irreducible sobre K y a E L una raíz de f (x). 

Entonces, 

O=r(0)=T(f(a))=r(ao+a1a+...+aa') 

=r(ao)+T(ai)T(a)+...+r(a,1)T(a)'1  

Como -z-  fija los elementos de ao,ai, .... an  de K, se tiene 

O = ao+aiT(a)+...+ar(a)n= f(T(a)), 

por lo que T (a) es también raíz de f (x). 	 El 

El conjunto de todos los automorfismos de L con la operación de composición forma un 

grupo que se denota por Aut(L). El conjunto de todos los K—automorfismos de L, denotado por 

Gal(L/K), es un subgrupo Aut(L). 

Definición 1.11. El conjunto 

Gal(L/K)={cr E Aut(L) lcr (a)=a, para todo  E K}. 

es el grupo de Galois de la extensión L/K. 

Teorema 1.8. Sea L = K (5) una extensión de K generada por 5 ç L. Si cr y r son elementos 

del grupo de Galois Gal (L/K) tal que cr Is=r Is, entonces cr = T. 

Demostración. Sea a E L. De la Observación 1.2, existe un conjunto finito {al, ..., a,} de S tal 

que a E K (al, ..., a) y, por consiguiente, polinomios f y g en K [xl , . . .x] tales que 

f(crj,...,a,7) 
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Escribamos 

f 

donde los coeficientes están en K. Corno o-  y r son automorfismos de L que fijan los elementos 

de K, tenemos 

( a )iI ...cr (a)' 

iii2 ... in0(ai) 1  ... cr(a,)" 

= 	
(ai)' ...r (a) in 

(al)¡¡ ...r (a) in 

=T(a). 

Por lo tanto, o-  = -r. 	 o 

El teorema anterior indica que cuando L = K (5), donde S ç L, los K—automorfismos de L 

están determinados por su acción sobre el conjunto generador S. En particular, si la extensión 

L/K está generada por las raíces de un polinomio, el grupo de Galois se puede interpretar, como 

lo fue originalmente descrito por el propio E. Galois, como el grupo de permutaciones de las 

raíces del polinomio. Como consecuencia del teorema, se tiene el siguiente corolario. 

Corolario 1.1. Si [L: K] es finito entonces Gal (L/K) es finito. 

Demostración. Como [L: K] es finito, la extensión L/K es finitamente generada; digamos, 

L = K(ai, ...,a). Como los K—automorfismos de L están determinados por su acción sobre el 

conjunto generador {al , ...,a}, existe una cantidad finita de posibilidades para la imagen de 

cada a; por lo tanto existe una cantidad finita de K—automorfismos de L. 	 o 

Ejemplo 1.9. Consideremos el cuerpo L = Q (j, 	vs). Entonces L/Q es una extensión de 

grado finito. Por otro lado, un automorfismo o-  € Gal (L/Q) está completamente determinado 

por sus valores sobre 	V e i. Es fácil comprobar que o- deja fijo este valor o lo aplica sobre 
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su opuesto. Así, hay dos posibilidades para o-  (N53), dos para o-  (-í5) y dos para o-  (i). Por lo que 

hay a lo sumo 2•2•2 = 8 automorfismos en total. Concluimos que Gal (L/Q) es de grado finito. 

A partir de una colección de automorfismos de L podemos construir subcuerpos de L de la 

siguiente forma: Sea 5 una colección de automorfismos de L; el conjunto 

T(S)={aELIcr(a)=a, paratodoo-  ES}, 

de los elementos de L que quedan fijos por todos elementos de 5 es un subcuerpo de L. A este 

cuerpo lo llamamos cuerpo fijo de S. 

Teorema 1.9. Sea L/K una extensión de cuerpos. 

(1) Si E es un subcuerpo de L entonces Gal (L/E) es un subgrupo de Gal (L/K). 

(2) F-  (Gal (L/E)) es una extensión de E. 

(3) Si El , E2  son subcuerpos de L, con E1  ç E2, entonces Gal (L/E2) ç Gal (L/E1). 

(4) Si S1  y S2 son subconjuntos de Aut(L), con S ç  S2, entonces 7(S2) ç  T(Si)- 

Demostración. (1) Sean o-,r E Gal (L/E). Para cualquiera E L, o-r(a) =O- (a) =a; además, 

a- (a) = a implica o- 'o- (a) = o-  (a), luego, a = o' (a). En consecuencia, tanto o-T como 

o-1  están en Gal (L/E), lo que prueba que Gal (L/E) es un subgrupo de Gal (L/K). 

(2) Los elementos de T(Gal (L/E)) son los elementos de L que quedan fijos por los 

automorfismos de Gal (L/E), y éstos dejan fijos, por definición, los elementos de E. 

(3) Sea o- E Gal (L/E2). Entonces o-  deja fijo los elementos de E2  y como E1  ç E2, o-  también 

deja fijo los elementos de E1 ; es decir, o- E Gal (L/E1), lo que prueba la inclusión. 

(4) Sea a E T(52). Entonces a es fijado por todos los automorfismos de S2 y como Si Ç 52, 

a también es fijado por todos los automorfismos de Si;  esto es, a E T(S1), lo que prueba la 

inclusión. 	 O 
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Los dos últimos teoremas de esta sección hacen referencia a propiedades respecto al orden 

del grupo de Galois y el grado de la extensión. El Teorema 1.10 da una cota superior para el 

número de K—automorfismos de una extensión L de grado finito y el Teorema 1.11 determina 

cuándo el orden de un grupo de Galois finito es igual al grado de la extensión. La demostración 

utiliza el Lema de Dedekind, resultado descubierto por Dedekind a finales de siglo XIX e 

inadvertido por muchos años. 

Lema 1.1 (Dedekind). Sea G un grupo y L un cuerpo. Si-r1,-r2 . ..., r, son homomorfismos 

distintos de G en el grupo multiplicativo L*,  entonces los -ri son linealmente independientes 

sobre L. 

Demostración. Supongamos que el lema es falso. Reordenando los r (si es necesario), sea k el 

mínimo subíndice para el cual los Ti, ...rk son linealmente dependientes sobre L; es decir k es 

el mínimo subíndice para el cual existen ci, c2, ..., cj en L, no todos nulos, tal que 

para todo g E G. 

La elección de k implica que cada uno de los ci es distinto de 0. Como rl # r, existe algún 

elemento h en G tal que Ti (h) # r2 (h). Se ve fácilmente que 

(cri (h))r (g) =0, para todo g E G. 	 (1.2.1) 

Además, 

para todo  E G. 	 (1.2.2) 
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Restando (1.2. 1) y  (1.2.2) tenemos, 

= 	(cr (h)) -Ti () - , (c (h)) (g) 

= 	

( 	(h) - crj (h)) (g) 

= k 	
ciTi  

Esta expresión involucra k - 1 de los Ti, con no todos los coeficientes nulos ya que al menos 

c2T1 (h) - C2-C2 (h) # 0. Esto contradice la elección de k y prueba el lema. 	 o 

Teorema 1.10. Si L/K es de grado finito entonces IGal(L/K)I :5 [L : K]. 

Demostración. Sean= [L: K]. Por reducción al absurdo, supongamos que IGal (L/K) 1 > n. Sea 

Gal(L/K) = {0i,...,0 m}, con m > n, y {ai,...a} una base para L como K—espacio vectorial. 

Considere el sistema 

crl(al)xl -i-cr2(al)x2+ --- +0n(al)xm = 0 

0-1 (a2) XI +u2(a2)x2+...+crn(a2)xm = 0 

0-1(an)x1+0-2(an)x2+...+crn(an)xm = 0 

de n ecuaciones lineales homogéneas en m variables x1 ,x2, . . .X m  con coeficientes en L. Como 

m > n, el sistema tiene una solución no trivial (fi1,82, ...,/3m), donde cada ,8i está en L. Luego, 

sustituyendo en el sistema anterior, se tiene que para todo j, 

/3o(aj)=0. 

Tomemos G = L* como en el Lema de Dedekind. Entonces cr1, .••, 0m son homomorfismos 

distintos de G en L*.  Además, todo elemento de G se escribe como combinación lineal de los 



,fl 

j3o7 (g) = 

flI 

i= 1 
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a; así, para todo g en G tenemos 

=cjaj, donde c E K. 

Luego, para todo g en G se cumple 

11 	 n 

= 	

(0'i) 

= >cj (0) = O, 
i=1  

lo que contradice el Lema de Dedekind ya que no todos los fli son O. 	 o 

Teorema 1.11 (Artin). Sea G un grupo finito de automorfismos de L. Entonces IGl = 

[L : T(G)]y así G=Gal(L/T(G)). 

Demostración. Primero probemos que [L: T(G)1 :5 IGl. Sea G = {cri = id,02, ...,crm}. Es 

suficiente probar que todo conjunto {al, . . .a,} de elementos de L, con n > m, es linealmente 

dependiente sobre T(G). Para esos conjuntos, considere el sistema de ecuaciones lineales 

homogéneas 

cr1  (a x + 0-1 (a2) x2 + ... + 01 (a,)  Xn = O 

0-2(a x + 0-2 (a2) X2 + ... + cr (an) Xn = O 

(al) XI + Tm (a2) x2 + ... + Tm (aa) xn  = O 

con coeficientes en L. Como n > m, el sistema tiene una solución no trivial en L. Elijamos una 
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solución (13i, ...,13rn) que tenga la menor cantidad posible de elementos distintos de 0. 

Reordenando los a•'s (si es necesario), supongamos que /3i # 0; además, al multiplicar 

convenientemente por un escalar, podemos suponer que fil  E F-  (G). Mostraremos entonces que 

todos losfli están en F-  (G). Como ol = id, en la primera ecuación se tiene 

alfil  +a2fi2 +...+Q',j3,7  O. 

Si no todos losfli están en T(G), entonces Ok (,3) #,8i para algún k # 1 e ¡ # 1. Aplicando 

0k a las ecuaciones 

cri (a l),81 +oi (a2)/32+...+o-1 (a)/3 =0 

0-2(al)fi1+0-2(a2)fi2+...+cr2(a,l )/3,?  =0 

0-m (ai)/3i +0m  (a2)132+... +(T, (a)/3 = O 

y usando que {oko1. ...oko,} es una permutación de {o1,o2,...,om }, tenemos que 

(131,crk(132).....(rk(I3),...) 

es también una solución del sistema de ecuaciones. Restando ambas soluciones, obtenemos una 

solución 

(0,...,/3—crk(/3),...), 

la cual es no trivial ya que Ok (/3k) # f3• y distinta de la primera, pero que tiene más ceros 

que la primera solución (basta observar la primera coordenada). Esto contradice la elección 

de (fii...,/3m)  como la solución con la menor cantidad posible de elementos distintos de 0. Por 

lo tanto, 

[L: 7(G)] :5m= IGl. 
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Finalmente, como G ç Gal (LIT (G)), esta desigualdad y el teorema anterior implican que 

[L : T(G)] :5 IGI :5 IGal (LIT (G))I :5 [L : 917'(G)1. 

lo cual prueba el teorema: IGl = [L : T (G)] y G = Gal(L/T(G)). 	 n 

1.3. Extensiones de Galois 

Definición 1.12. Se dice que la extensión L/K es normal si para todo a E L, el polinomio 

mínimo de a sobre K se descompone en factores lineales sobre L. 

Ejemplo 1.10. Por el Teorema Fundamental del Álgebra, la extensión C/R es normal. 

Definición 1.13. Sea L/K una extensión. 

(1) Si f(x) E K [x], L es un cuerpo de descomposición de f sobre K si f(x) se descompone 

sobre L y L está generado por las raíces de f (x). 

(2) Si S es una colección de polinomios no constantes sobre K, entonces L es el cuerpo de 

descomposición de S sobre K si cada f E 5 se descompone sobre L y L = K (X), donde X 

es el conjunto formado por todas las raíces de todos los polinomios en S. 

Los siguientes dos teoremas establecen la existencia de cuerpos de descomposición para un 

polinomio y una famila de polinomios. 

Teorema 1.12 (Kronecker). Sea f (x) E K [x] con grado n ~: 1. Entonces existe una extensión 

E de K, con [E K] :5 n, en la que f tiene una raíz. Además, existe un cuerpo L que contiene a 

E, con [L: K] :5 n!, el cual es un cuerpo de descomposición de f (x). 

Demostración. Sea p (x) un factor irreducible de f (x) en K [x]. Entonces (f (x)) = (p (x)), y 

este ideal es un ideal maximal de K [x], lo cual implica que el cociente L: K [x] /(p (x)) es un 
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cuerpo. Considere la aplicación 

a -* a 

Esta es un monomorfismo, por lo que L es una extensión de K. Llamemos a = y 

consideremos el homomorfismo evaluación 4 : K [x] - L. Entonces 

p(a)=4p(x)=p(x) = O. 

lo que prueba que a es una raíz de f (x). Además, [E : K] = degp (x) :5 n. 

Para la segunda parte procedemos por inducción sobre n: 

Si n = 1 entonces K(a), donde a la única raíz de f(x), es un cuerpo de descomposición de 

f(x). 

Asumamos como hipótesis inductiva que todo polinomio de grado menor que n tiene un 

cuerpo de descomposición con las propiedades en cuestión. Para un polinomio f (x) de grado n 

sabemos que existe una extensión E de K. con [E: K] :5 n, en la que f tiene una raíz a. Luego 

podemos escribir 

f(x) = (x - a) g (x), con g (x) € E [x]. 

Ya que el grado de g (x) es n - 1, por hipótesis inductiva, existe un cuerpo L que contiene 

a E, con [L: E] :5 (n— 1)!, el cual es un cuerpo de descomposición de g(x). Luego, L es un 

cuerpo de descomposición de f (x) y 

[L:K]=[L:E][E:K]:5(n-1)!.n=n!, 

lo que prueba el teorema. 	 O 

Utilizando el Lema de Zorn se llega a la existencia de la clausura algebraica de un cuerpo. 
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Teorema 1.13. Sea K un cuerpo. Entonces K tiene una clausura algebraica. 

Y como corolario se deduce con facilidad la existencia de un cuerpo de descomposición para 

una familia de polinomios. 

Corolario 1.2. Sea 5 una familia de polinomios sobre K. Entonces 5 tiene un cuerpo de 

descomposición sobre K. Además, el cuerpo de descomposición de todos los polinomios no 

constantes sobre K es una clausura algebraica de K. 

El próximo teorema, en cuya demostración se usa el Lema de Zorn, es de utilidad para 

construir automorfismos de un cuerpo y para calcular el grupo de Galois de una extensión. 

Teorema 1.14 (Teorema de Extensión de Isomorfismos). Sea cr E —* E' un isomorfismo de 

cuerpos, 5 = {f, (x)}, una familia de polinomios en E [x] y  5' = {o-  (f (x))} ;  Ç E' [x] la 

imagen de 5 bajo o-. Sea L el cuerpo de descomposición de 5 sobre E; L' el cuerpo de 

descomposición de 5' sobre E'. Entonces existe un isomorfismo T L —* L' tal que r IE= 0--

Además, si a E L y,8 es una raíz de o-  (mín (a, E)) entonces r se puede elegir de tal forma que 

r (a) =,8. 

Demostración. Para una demostración, se recomienda consultar el Teorema 3.20 en Morandi 

(1996). 

Observación 1.5. El modo en que se usa el teorema de extensión es el siguiente: tendremos 

E = E', L = L' y E es una extensión de Galois de otro cuerpo K, o- E Gal(E/K). Entonces 

el teorema garantiza que L es una extensión de Galois de K, con K Ç E Ç L y que existe 

T E Gal (L/K) que extiende o- a todo L. 
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El siguiente teorema proporciona enunciados equivalentes a la definición de extensión 

normal. 

Teorema 1.15. Sea L/K una extensión algebraica y sea K la clausura algebraica de K (luego, 

L ç K). Entonces son equivalentes: 

(1) L/K es una extensión normal; 

(2) L es el cuerpo de descomposición de una familia de polinomios {f, (x)} €1, donde ¡ es un 

conjunto de índices arbitrario y cada fi (x) E K [x]; 

(3) Todo K-homomorfismo cr: L -* K induce un K-automorfismo de L. 

Demostración. Supongamos (1). Considere la familia de polinomios 5 = {mín (a, K) 1 a E L} en 

K [x] y sea X el conjunto formados por las raíces de todos los polinomios de S. La normalidad 

de L/K implica que cada polinomio de 5 se descompone en factores lineales sobre L y que 

L ç K(X). Así, L=K(X). Esto prueba (2). 

Supongamos (2). Sea o- : L -* K un K-homomorfismo. Si a E L es una raíz de algún ft (x) 

entonces o-  (a) también es una raíz de fi  (x) puesto que o- es inyectiva. Como L está generado 

por las raíces de los polinomios de la familia {fi (x)}jEJ, se tiene que o-  aplica L sobre sí mismo; 

es decir, o-  (L) ç L. Solo falta probar que L ç o-  (L). Para ello, sea a E L y E el cuerpo generado 

por las raíces de mín (a, K) que están en L. Entonces E ç L y E/K es de grado finito. Además, 

como o- aplica raíces de mín (a, K) en raíces de mín (a, K), se tiene que o- aplica E sobre sí 

mismo. Ahora, al considerar E como espacio vectorial sobre K, o- es un homomorfismo de 

espacios vectoriales que deja fijo los elementos de K. Luego, como o- es inyectiva, su imagen 

o- (E) es un subespacio de E que tiene la misma dimensión que E. Al ser E de dimensión finita 

sobre K, se tiene o-  (E) = E. Como a E E ç L, entonces su imagen, o-  (a), también está en 

E ç L. Esto prueba (3). 

Supongamos finalmente (3). Sea a E L y p (x) = mín (a, K). Sea /3 una raíz de p (x) en 

K. Entonces existe un K-isomorfismo de K (a) en K (/3) que aplica a en fi. Extendemos este 

isomorfismo a un K-homomorfismo o-: L -* 1k, el cual induce un K-automorfismo de L. Por lo 
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tanto, cr (a) = /3 E L. Así, todas las raíces de p (x) están en L y por tanto, p (x) se descompone 

en factores lineales sobre L. Esto prueba (1). 	 o 

Ejemplo 1.11. 

(1) Al cuerpo de descomposición de x' - 1 sobre K se le llama extensión ciclotómica n-ésima 

del cuerpo K. Si K = Q entonces J=cos (
ii iii ) 

+isin 
 () 

E C es raíz de x'T - 1 y  el cuerpo 

de descomposición de x'T - 1 sobre Q es  Q (e). Por tanto, Q () /Q es normal. 

(II) Sea p un número primo. Un cuerpo finito de p' elementos es (salvo isomorfismos) el cuerpo 

de descomposición del polinomio x' - 1 sobre Z/pZ. 

Definición 1.14. Sea K un cuerpo. 

(1) Un polinomio irreducible p (x) E K [x] es separable sobre K, si no tiene raíces repetidas en 

cualquier cuerpo de descomposición. 

(2) Un polinomio f (x) E K [x] es separable sobre K, si todos sus factores irreducibles son 

separables sobre K. 

Algunas propiedades que se deducen inmediatamente es que el producto finito de polinomios 

separables es separable y que un polinomio separable lo es también sobre cualquier extensión 

de K. 

Ejemplo 1.12. Veamos algunos ejemplos de polinomios separables. 

(i) El polinomio f (x) = x2  —7 es irreducible sobre Q y sus dos raíces son distintas, por lo que 

es un polinomio separable sobre Q. 

(ji) El polinomio f (x) = (x2  —3) (x2  —5) es separable sobre Q ya que sus factores irreducibles, 

—3 y x2  —5, son separables sobre Q. 

(iii) El polinomio x2  +x +1 es irreducible sobre IP2  ya que no tiene raíces en IP2. Si a es una raíz 

de este polinomio, es fácil comprobar que 1+ a es la otra raíz del polinomio. Por tanto, 

+x + 1 es separable sobre IP2  ya que sus dos raíces son distintas. 
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Ejemplo 1.13. Considere IP2  (t), el cuerpo de funciones racionales en una variable. El polinomio 

x2  - es irreducible sobre IP2  (t9. Como x2  - = (x - t)2  sobre IP2  (t), el polinomio tiene una 

única raíz, t, en su cuerpo de descomposición IP2  (t). Por lo tanto, x2  - no es separable sobre 

12 (t2). 

Definición 1.15. Sea L una extensión de K. 

(1) Se dice que a E L es separable sobre K si su polinomio mínimo sobre K es separable sobre 

K. 

(2) La extensión L/K es separable si todo a E L es separable sobre K. 

Teorema 1.16. Si K es un cuerpo de característica O o un número primo, todas sus extensiones 

son separables. 

Ejemplo 1.14. Todas las extensiones de Q y IP son separables. 

Definición 1.16. Una extensión L/K es una extensión de Galois si es normal y separable. 

Observación 1.6. Es decir, que para que una extensión L/K sea de Galois se debe cumplir: 

para todo a E L, si n es el grado del polinomio mínimo de a sobre K, entonces mín (a, K) se 

descompone sobre L [x] en n factores lineales distintos o, equivalentemente, mín (a, K) tiene n 

raíces distintas en L. 

Son enunciados equivalentes a la definición de extensión de Galois los siguientes. 

Teorema 1.17. Sea L/K una extensión algebraica. Son equivalentes: 

(1) L/K es una extensión de Galois. 

(2) T(Gal(L/K))=K. 

Si además L/K es de grado finito, entonces (1) y  (2) son equivalentes a 

(3) IGaI(L/K)I = [L: K]. 
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Demostración. Supongamos que L/K es una extensión de Galois. Sea a E T(Gal (L/K)). Si 

/3 E L es una raíz de mín (a,K), existe un K-isomorfismo de K(a) en K(J3) que aplica a en 

/3; éste se puede extender a un K-automorfismo de L, digamos i-, con T (a) = /3; pero como 

a E T (Gal (L/K)) se tiene que a =/3 por lo que a es la única raíz de mín (a,K). Como L/K 

es de Galois se deduce que mín (a,K) =x—a. Por lo tanto, a E K y T (Gal (L/K)) ç K. Así, 

T (Gal (L/K))=K. 

Recíprocamente, supongamos que T (Gal (L/K)) = K. Sea a E L. Como para cada cr en 

Gal (L/K), o-  (a) es una raíz de mín (a, K), el conjunto 

{o-(a)Io-E Gal  (L/K)} 

es finito. Sean al, a2, ..., a, sus elementos distintos y 

f (x) = fl (x - a) EL [x]. 

Entonces T (f) = f ya que r permuta los a. Así, los coeficientes de f están en 

T (Gal (L/K)) = K, de modo que f(x) E K[x]. Por lo tanto, mín (a,K) divide a f(x), y así 

mín (a, K) se descompone sobre L y no tiene raíces repetidas. Por lo tanto, L/K es normal y 

separable. 

Por lo tanto, (1) y  (2) son equivalentes. 

Por otro lado, cuando L/K es de grado finito, Gal (L/K) es finito. Además, 

[L: T(Gal(L/K))] = IGal(L/K)I. 

Si Gal (L/K)I = [L: K], por el Teorema de la Torre se tiene 

[L K] = EL: T (Gal (L/K))] [T (Gal (L/K)) : K} 

= [L: K] [T(Gal(L/K)) : K], 

de donde se tiene que [F-  (Gal (L/K)) : K] = 1 y  por lo tanto, se obtiene (2): F-  (Gal (L/K)) = K. 
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Recíprocamente, si T(Gal (L/K)) = K entonces se obtiene (3): 

[L: K] = [L : T(Gal(L/K))] = Gal (L/K)I, 

lo que muestra la equivalencia entre (2) y  (3) para cuando L/K es de grado finito. 	o 

Teorema 1.18. Una extensión L/K es de Galois si y sólo si es la unión de extensiones de Galois 

finitas. 

Demostración. Supongamos que L/K es de Galois. Sea a E L y p (x) = mín (a, K) de grado n. 

Entonces p (x) tiene n raíces distintas en L. Denotemos por Fa  el subcuerpo de L generado por 

las raíces de p (x). Entonces: 

1) La extensión Fa/E es normal y finita ya que es un cuerpo de descomposición de un polinomio 

de K [x]; y 

2) FaIF  es separable ya que L/K lo es. Luego, L Ç UF, donde FaIF  es de Galois y finita. 

Por otro lado, es claro que UFa  ç L. Esto prueba que L/K es la unión de extensiones de 

Galois finitas. 

Recíprocamente, si L = UF, con F/F finita y de Galois, entonces dado a E L, existe F0  tal 

que p (x) = mín (a, K) se descompone en Fi. [x] en factores lineales distintos, y por lo tanto, 

también en L [x]. Esto implica que L/K es de Galois. 	 o 

La importancia de este teorema es que permitirá construir las extensiones de Galois de grado 

infinito a partir de extensiones de Galois de grado finito, para las cuales se conocen muchas 

propiedades. 

Teorema 1.19. Si L/K es de Galois y E es un subcuerpo de L que contiene a K entones L/E 

es de Galois. 

Demostración. El cuerpo L es el cuerpo de descomposicíón de una familia de polinomios 

separables de K [x]; éstos también son una familia de polinomios separables en E [x] cuyo 

cuerpo de descomposición es L, lo que prueba que L/E es de Galois. 	 o 
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Teorema 1.20. Sean E1 , E2  extensiones de Galois de K. Entonces E2E1  /K es de Galois. Si 

además, E1  /K, E2  /K son de grado finito entonces E2E1  /K también lo es. 

Demostración. Existen dos familias de polinomios separables {J}, {gj} ç K [x] que SO1 el 

cuerpo de descomposición de E1  y E2, respectivamente. Sean 

E1 =K(X) y E2 =K(Y), 

donde X e Y son el conjunto de raíces de las familias dadas, respectivamente. La familia de 

polinomios {f1gj} ç K [x] es separable. El cuerpo E2E1  es el cuerpo más pequeño que contiene 

a E2  y E1 ; luego, es el cuerpo más pequeño que contiene a K y a X U Y, lo que implica que 

E2E1  = K (X u Y) y éste es el cuerpo de descomposición de la familia de polinomios separables 

{f,gj} ç K [x]. Por lo tanto, E2E1 /K es de Galois. 

Por otro lado, si E1  /K, E2/K son de grado finito entonces E1 , E2  son cuerpos finitamente 

generados por lo que X, Y y X u Y son conjuntos finitos. Por lo tanto, E2E1  es finitamente 

generado, lo que significa que E2E1  1K es de grado finito. 	 o 

1.4. Correspondencia de Galois en grado finito 

En esta sección se prueba el Teorema Fundamental de la Teoría de Galois. El resultado 

establece que cuando L/K es una extensión normal y separable, de grado finito, existe una 

correspondencia uno a uno entre todos los subgrupos del grupo de Galois Gal (L/K) y todos los 

subcuerpos intermedios de la extensión L/K. Tal correspondencia se establece como sigue: A 

cada subcuerpo intermedio E de L asociamos el subgrupo de Gal (L/K) formado por todos los 

automorfismos de L que fijan E. Y recíprocamente, a cada subgrupo H de Gal (L/K) asociamos 

el subcuerpo intermedio de elementos de L que quedan fijos por los automorfismos de H. 
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Teorema 1.21 (Teorema Fundamental de la Teoría de Galois finita). Sea L/K una extensión 

de Galois finita y G = Gal (L/K). Entonces existe una correspondencia uno a uno, que revierte 

inclusiones, entre los cuerpos intermedios E de L/K y los subgrupos de H de G, dado por 

E 	Gal (L/E), HT(H) 

Se tiene además que si E -' H entonces 

(1) EL: E] = Hl y lG : Hl = [E: K], donde lG : Hl denoto el índice de H en G. 

(2) Hi G si y solo si E/K es de Galois. Cuando esto ocurre, Gal (E/K) G/H. 

Demostración. Por el Teorema 1.9, se tiene que ambas correspondencias revierten inclusiones. 

Vamos a probar que E i--* Gal (L/E) es biyectiva. 

Para la inyectividad, sean E1  y E2  cuerpos intermedios de la extensión L/K, con 

Gal (L/E1 ) = Gal (L/E2). Al ser L/K de Galois, lo son también L/E1  y L/E2; luego, por el 

Teorema 1.17, E1  = T(Gal(L/Ei)) yE2  = T (Gal (L/E2)), lo cual implica que E1  = E2. 

Para la suryectividad, sea H un subgrupo de G. Como H es un subgrupo finito, del Teorema 

de Artin, se tiene H = Gal (L/T(H)). Entonces E = T(H) es un cuerpo intermedio de L/K 

cuya imagen es H: 

E i- Gal (L/E) = Gal (L/T(H)) = H. 

Así, E i--*> Gal (L/E) es una correspondencia uno a uno entre los cuerpos intermedios de 

L/K y los subgrupos de G. Además, su inversa es H * F-  (H) ya que 

E 	Gal(L/E) , T (Gal (L/E)) = E 

H , T(H) * Gal (L/T(H)) = H. 

Supongamos ahora que E -* H. 

(1) Al ser L/K y L/E extensiones de Galois de grado finito, por el Teorema 1.17, se tiene 
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[L: K] = IGl y [L El = IGal(L/E)I = IHI. Luego, 

HI = IGl IIHI 

= [L:K]/[L:E] 

= [E: K]. 

(2) Supongamos que H es un subgrupo normal de G. Denotemos E = T(H). Sea a E L y 

/3 cualquiera otra raíz de mín (a, K). Por el Teorema de Extensión de Isomorfismos, existe un 

o-  E G tal que o-  (a) =/3. Si TE H entonces T(fl) = o-  (o- 'To- (a)). Puesto que HiG, se tiene 

rO-  E H, por lo que o-  TO (a) = a y -r ( j8)  = o-  (a) = /3, lo que significa que /3 E T (H) = E. 

Como mín (a, K) se descompone sobre L, esto último muestra que mín (a, K) se descompone 

sobre E. Por lo tanto, E es normal sobre K; además E/K es separable ya que L/K lo es. Así, 

E/K es una extensión de Galois. 

Recíprocamente, supongamos que E/K es una extensión de Galois. Como E/K es 

normal, el Teorema 1.15 implica que o- lE: E 	K es un K—homomorfismo que induce un 

K—automorfismo de E. Por lo que podemos definir la función 

O: G -* Gal(E/K) 

o- '- (7 lE 

Es claro que 9 es un homomorfismo de grupos bien definido y su núcleo es 

ker9={o- EGI0- IE= id)  =Gal(L/E)=H. 

Por lo tanto, H 1 G. Por otro lado, cada T E Gal (E/K) se puede extender a un o-  E G tal 

que o-  IE= r; esto implica que O es suryectiva. Luego, por el Primer Teorema de Isomorfismos, 

G/HGal(E/K). 
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Ejemplo 1.15. Sea L el cuerpo de descomposición de x3 —2 sobre Q. Las raíces de x3 —2 son: 

y 	(_i±Vi) Denotemos = 	 entonces 	= 	 Como 02 = —1 - w, se tiene 

que el cuerpo de descomposición de x3 —2 sobre Q es L = Q (~r2, 	Determinemos [L : Q]: Es 

claro, por el Criterio de Eisentein, que [Q «2-) : Q] = 3; además, {i, 
, 

21 
es una base para 

Q () como espacio vectorial sobre Q. Por otro lado, 

-1+V3i 

2a +1 = VI 

(2w-i-1)2 =-3 

(2w+ 1)2 +3 = 0. 

Esto significa que w es raíz de (2x + 1)2 + 3 € Q «r2-) [x] y como w Q (V5), concluimos 

que [Q (~r2-, i-31) : Q () J =2 y que una base para L como espacio vectorial sobre Q «2-) es 

{1,ú4. 

Utilizando el Teorema de la Torre, tenemos 

[L: Q] [L: Q (#2-, ¿o)] [Q(-~'2-): Q] 

=23 

=6, 

y una base para L como espacio vectorial sobre Q es 

1, 	 2 } 

Como L/Q es normal, finita y separable, IGal (L/Q) 1 = [L : Q] = 6. Ahora determinemos 

estos seis automorfismos. Como x3 —2 es irreducible sobre Q, los automorfismos de L llevan 

raíces de x3 —2 en raíces de x3 —2. Luego, los siguientes son elementos de Gal (L/Q): 



0-5:1 	1 1 	1 
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o() : cr1 : 

2 

11 	1 
2 

 

    

     

/2 

cr: 	1 	1 	1 	0-3: 

Como estos seis elementos son distintos entre sí entonces 

Gal(L/Q) ={0j 1 i=O,1,2,3,4,5}. 

Veamos el efecto de cada UiO de ellos sobre V-3-i: 

Como 0-O = id, entonces 	= 

- Para cr1: 

°i(-&j) =oi (V2) (7, (o) 

/-1+0-1 
(
Ví) 

2 
/ 

+ 
2 	22 

2 2 

—V.io (Vi). 
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- Para o7: 

2 (-&j) = 02 	0 2 (w) 

O2  

2 

	

1 
= (') (_+2(Ii))

— 
2 
— 
2 
NF3i 	

2 
+ 
2 0 2 

(-í3 i) 

2 	
+ 	(V-3ii) 

-1+Vi 	2 2 - 

	

—2-2Vi 	1 1 / r. 
4 	

--2+2cT2(V3L

+ 0-3 (NF3i) 

- Para cr3: 

0- 3 (') = 0-3 (') 0-3 (w) 

$,2

+ 1 V-3i 	1 + 1 0-3 (V1) 

) 

—1+/ 1i 1 
2 
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- Para o4: 

- Para o: 

) 
05(ih)05(w) 

—1 	0-5 (-f3 i)  

2

41 = — 1  + —1 0-5  (V3-i) 

Así, los valores de estos automorfismos sobre 	y 	son: 

cr: 	1 	1 	cr: 

Vi 
0-3: 	1 	 o- : 

2 	 /2 
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Ahora, el grupo Gal (L/Q) es isomorfo a Z/6Z o a 53. Como 

0 10 2 
(Ji9-

~ 
= (71 () = I2 

y 

0201 () = O 
(i) =-126 

entonces Gal (L/Q) no es abeliano. Por lo tanto, Gal (L/Q) 53. 

Ahora determinemos cómo se corresponden los subgrupos de Gal (L/Q) con los subcuerpos 

intermedios de L/Q. Sabemos que 

53 = {id, (1. 2),(l 3),(23),(1. 23),(1 32)} 

y los subgrupos de 53 son 

H 1 = {id} 

H2 ={id,(l 2)} 

H3 = {id,(l 3)} 

H4 ={id,(23)} 

H5 ={id,(l 23),(13 2» 

H6=S3. 

Denotando r 1 = 	= V20 y = Y202, los correspondientes subgrupos de Gal (L/Q) 
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son: 

H 1 = 

H2 = {o0,cr2} 

H3 = {cro,cr5} 

H4 = {id,cr1} 

H5 = {id,cr3,cr4} 

H6=Gal(L/Q). 

Ahora determinamos los subcuerpos fijos de cada subgrupo: Es claro que EH. = L y E1 = Q. 

Los elementos de L tienen la forma 

con a,b,c,d,e,f E Q. 

- Para H2: Aplicando cr2 se obtiene 

a + bh + 	+ do. 2 + 

= a +bhw+ch2 (-1 —ci.)+d(—1 —)+eh+fYh 

= a 

= (a—d)+e/— c/ 2 —dw+b+fh2o., 

de donde a - d = a,b = e, c = d = 0,  b = e. Entonces 

EH, = Ici+b(-~2+ 	j)+f ~Túj 1 abfEQ}. 
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Note que Q «f2-'¿9) Ç E1 ,. Por otro lado, 

«f-2W)2 
= 2'w2  

=2'(-1—&» 

--2('+w 

Luego, <F2 + 	(-112'¿ü) y por lo tanto, todo elemento de EH2  también está en 

Q( 2 o). Así, EH2  =Q( 2&) y 

FI2  ={cr0,o2} 	Q(f2 
2¿ú) 

- Para H 3: Aplicando (75 se obtiene 

= a+bh(-1 —ú)+ch2o.+d(-1 —ú)+ehw+fh2  

= a —MI— b 	-i-c 2cü— d— da+e 1 +fh2  

= (a—d)— bh+fh2  —dw+(—b+e) 2 +c' 2a, 

de donde a—d = a,b =0, c =f, d=0,  —b+e = e. Entonces 

EH., {a+eú+c(h+h2w) Ia,e,c €Q}. 

Note que Q 	Ç EH,  . Por otro lado, 

	

(/_2)2 = 	( r) 
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Entonces, 

2 	2 
¿o <2-  (12-  + <í£0) 

1 (2)2\ 

2 2(0 2  

- —2 
«í£0)2 .  

Luego, #2 + 	E Q «2-tú) y por lo tanto, todo elemento de EH3  también está en 

Q('U2w). Así, EH3 =Q('U2w)y 

H 3  = {o- , o 5 } E 	«2¿o). 

- Para H4: Aplicando cr1  se obtiene 

a+bh+c 1 
 

2 +dcú2  +eh 2  +f 12  

= a+bh+ ch2  +d(-1 —)+eh(-1 —c&)+f 2(-1 — ca) 

= a+b'h+c'h2 	dto 	fj 2  

=(a—d)+(b—e)+(c—f)h2 —dw—e 2o.—fh2o., 

de donde a —d = a,b—e = b, c—f =c, d=0,  e = O y f=0.  Entonces, 

EH, = la+ bI'2 + c#22  Ia,b,c E Q} =Q(). 

Así, 

H4={o-o,0-1}4_4Q(h). 

- Para H5: Q (w) es un subcuerpo distinto a los anteriores. Como la correspondencia es uno 
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uno, necesariamente tenemos 

1:15  = {o- .o-- j,u- } < 	> I(co) 

Así, 

Q( 2w 

 

(w) H 1 	 H 	H4 	HS  

  

G(K/Q) 

Para finalizar los preliminares algebraicos, veamos una extensión algebraica de grado infinito 

para el cual no existe tal correspondencia y la cual motiva el desarrollo de este trabajo. 

Ejemplo 1.16. Consideremos 5= 	1 p primo} y sea L = Q (S) el cuerpo generado por los 

elementos de 5 sobre Q. La extensión L/Q es de Galois ya que L es el cuerpo de descomposición 

de la familia de polinomios separables {x2 - p 1 p primo} Ç Q [x]. Además, es de grado infinito 

(Ejemplo 1.7). Ahora, cualquier o-  E Gal (L/Q) debe enviar 	a uno de sus conjugados sobre 

Q; esto es, a 	o a --I. Esto implica que o-  tiene orden dos y de la teoría de grupos abelianos 

infinitos, esto significa que Gal (L/Q) es un 2-grupo abeliano elemental; por lo tanto, 

00 

Gal (L/Q) cit  flZ/2Z. 

Este grupo puede considerarse como espacio vectorial y sobre el cuerpo Z/2Z. Considere 

el espacio dual V* = {: y - Z/2Z 10 es una transformación lineal}. Note que lvi = I1 (2)1, 

donde 2 es una base de V. Como y es de dimensión infinita, ¶P (2) es no enumerable y, así, V es 

también no enumerable. Esto también implica que el conjunto {ker 	E V*} no es enumerable. 

Los conjuntos kero son subgrupos normales de V (ya que y es abeliano), por lo que por el Primer 

Teorema de Isomorfismos de grupos, V/ker 	(y). Pero 0 (V) IP2  ya que (y) solo puede 
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tomar dos imágenes: 0 o 1 en Z/2Z. Todo esto implica que {kerçt 10 E V} es una colección 

no enumerable de subgrupos de índice dos. Luego, si existiese una correspondencia biyectiva 

como dice el teorema, debería existir una cantidad no enumerable de subextensiones de grado 

dos en L/Q; pero esto no es cierto ya que las únicas subextensiones cuadráticas de L/Q son 

{Q (J) 1 p no es cuadrado perfecto}. 

1.5. Preliminares de Topología 

Para atacar el problema de la correspondencia de Galois en extensiones de grado infinito, 

nos apoyaremos en una topología que se definirá sobre el grupo de Galois de una extensión de 

Galois. Así, recopilemos una serie de hechos topológicos que utilizaremos más adelante. 

Definición 1.17. Una colección 2 de subconjuntos de X es una base para una topología sobre 

Xsi: 

(1) Para todo xEX existe BE2 tal que xEB; 

(2) Si y E B1  n B2, con B1, B2  E 2, entonces existe B3  E 2 tal que x E B3  y B3  Ç B1  fl B2. 

Definición 1.18. Un espacio topológico X se denomina espacio de Hausdorff si para cada par 

x,y de puntos distintos de X, existen abiertos U,V de x,y respectivamente, que son disjuntos. 

Definición 1.19. Sea X un espacio topológico. Una separación de X es un par U, V de abiertos 

disjuntos no triviales de X cuya unión es X. El espacio X se dice que es conexo si no existe una 

separación de X. 

Definición 1.20. Un espacio es totalmente disconexo si sus únicos subespacios conexos son los 

conjuntos unipuntuales. 
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Definición 1.21. (Topología Producto) Sea 3 un conjunto de índices, {Xj}JEJ  una familia 

indexada de espacios topológicos y X = U X. El producto cartesiano de esta familia indexada, 
jEJ 

denotado por 

se define como el conjunto de todas las J—uplas x 3 ---> U X j  de elementos de X tales que 
jEJ 

X (j) E X, para cada j EJ. 

Notación. Las 3—uplas las denotaremos por (xi)JEJ. 

Sea r : F1 x, -' X la función que asigna a cada elemento del espacio producto su 
iEJ 

coordenada i—ésima, 

se denomina aplicación proyección asociada con el índice 1. 

La topología producto sobre fl X j  se define como la topología cuyos abiertos son uniones 
iEJ 

de intersecciones finitas de elementos de la colección 

S={irT' (Uj) 1 Ues abierto enX}. 

Teorema 1.22 (Teorema de Tychonoff. El producto arbitrario de espacios compactos es 

compacto en la topología producto. 

Demostración. El lector puede consultar la demostración en Munkres (2002, p. 267). 	El 



Capítulo 2 
Topología sobre el Grupo de Galois 

Al final de la sección 1.4 se estableció que el cuerpo generado al adjuntar a Q las raíces 

cuadradas de los números primos, es una extensión de Galois de grado infinito para la cual 

la correspondencia de Galois no se cumple, ya que hay muchísimos más subgrupos que 

subcuerpos intermedios de la extensión. Krull fue el primero en considerar cómo reestablecer 

tal correspondencia, logrando una generalización de la teoría clásica de Galois a extensiones 

algebraicas de grado infinito al introducir una topología sobre el grupo de Galois. Así, probó que 

los subgrupos cerrados de Gal (L/K) son los que se corresponden uno a uno con los subcuerpos 

intermedios de la extensión L/K. 

2.1. La Topología de Krull 

A lo largo de este capítulo, para una extensión de Galois L/K denotemos: 

• Gal (L/K) al grupo de Galois de la extensión L/K. 

• 1 = {E ¡ E I}, la colección de cuerpos intermedios K Ç E1  Ç L. tales que E/K es una 

49 
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extensión de Galois de grado finito. 

L 

E• 

K 

• N = {Ni: ¡ € I}, la colección de subgrupos Ni = Gal (L/E) del grupo de Galois de la 

extensión L/K, donde E E I. 

Observación 2.1. Ambas colecciones están indexadas por un conjunto de índices I. 

Lema 2.1. Si al, a2, --.,an E L entonces existe E en 1 tal que al, a2, ..., a, E E. 

Demostración. Basta tomar E como el cuerpo de descomposición de la familia de polinomios 

mín (ak, K), k = 1,2, ..., n. Entonces la extensión E /K es normal (por Teorema 1.15) y  finita. 

Además es separable ya que L/K lo es. Por lo tanto, E./K es una extensión de Galois de grado 

finito que contiene a al,a2,  ...,a. 	 o 

Notación. Denotemos por 1 a la identidad de Gal (L/K). 

Lema 2.2. Se tiene: 

(1) ñN={1}. 
¡El 

(2) flo-N = {o- }, para todo cr E Gal (L/K). 

(3) Para todo i,j en 1, Nin N1  E N. 

Demostración. (1) Sea r E n Ni  y a E L. Por el Lema 2. 1, existe un cuerpo E en 1 tal que 

a E E; luego, Ni= Gal(L/E). Entonces T E N, por lo que r fija los elementos de E; así, 

r(a)=a, para todo a EL y por lotanto, r= 1. Así, n  ç {l},lo que prueba laigualdad. 
¡El 

(2) Sea i-  E fl o-Ni, con o-  E Gal (L/K). Entonces, para todo ¡ E 1 se tiene que r E o-Ni; es 
¡El 

decir, o-  'r E N. Luego, por la parte 1) se tiene o- r = 1, de modo que r = o-. Por lo tanto, 

flo-N = {o-}, para todo o-  E Gal(L/K). 
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(3) Sean N, N E N, donde 1, j están en I. Entonces existen subcuerpos E, Ej en 1 tales que 

N= Gal (L/E) y N j = Gal (L/Ej). 

Por el Teorema 1.20, E.E está en I. Note que crE NflN Si y solo Si o  IE  1 y o IE=  1, 

si y solo si E ç F-  ({o-}) y E ç T({cr}), si y solo si E.E ç F-  ({o-}). Esta última condición es 

cierta si y solo si cr E Gal (L/EE). Por tanto, Gal (L/EE) = N ñN. Así, Nifl N E N. o 

Lema 2.3. Sea Ni E N, con Ni = Gal (L/E) y E El. Entonces E = T(N) y N Gal (L/K). 

Además, 

Gal (E /K) Gal (L/K) /N. 

Así,  

Gal (L/K) /N1 1 = ¡Gal (E/K)I = [E K] < c'o. 

Demostración. Como L es normal y separable sobre K, el cuerpo L también es normal y 

separable sobre E, por lo que L/E es una extensión de Galois. Por lo tanto, E = 

Considere la aplicación 8 Gal (L/K) —* Gal (E /K) dada por 

Para cada a E E•, o-  (a) es raíz de mín(a, K); luego, la normalidad de E. /K implica que 

o-  (a) E E . Por lo tanto, 8 es un homomorfismo de grupos bien definido. Su núcleo es 

ker8= {o-  E G lo- IE= i} =Gal(L/E)=Ni. 

Por lo tanto. Ni  G. Por otro lado, cada r E Gal (L/E) se puede extender a un o- E G tal que 

o- 1E  r; esto implica que 8 es suryectiva. Luego, por el Primer Teorema de Isomorfismos de 

grupos se tiene Gal (L/K) /N Gal (E /K). 	 El 
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Teorema 2.1. La colección 13= {o-Ni : o-  E Gal (L/K), NiE N} es una base para una topología 

sobre Gal (L/K). 

Demostración. Probaremos las dos condiciones que debe satisfacer 13 para que sea base de una 

topología sobre Gal (L/K): 

(1) Sea o-  E Gal(L/K). Consideremos un elemento a E L. Por el Lema 2. 1, existe un 

subcuerpo E de L que contiene a K tal que E./K es finita y de Galois. Por lo tanto, N = 

Gal (E/K) E N y así, o-Ni es un elemento de 2 que contiene a o-. 

(2) Supongamos que o-  E o-1 N fl o-2Nf. Entonces, 

o-1Nflo2NJ =o-NflcrN =o- (N1 nN1). 

Por Lema 2.2, Nifl N E N, de modo que o- (Ni fl N) es un elemento de B. Este conjunto 

está contenido en o-iNi ño-2NJ y contiene a o-. 

Por lo tanto, 2 es una base para una topología sobre el grupo de Galois Gal(L/K). 	o 

Definición 2.1. A la topología generada por 2 = {o-Ni: o-  E G, NiE N} sobre Gal (L/K) la 

llamaremos Topología de Krull. En esta topología, un subcojunto U Ç  G es abierto si y sólo si 

U =0 o bien U es la unión de elementos de B. 

2.2. El Teorema de Krull 

El propósito de esta sección es dar la versión del Teorema Fundamental de la Teoría de 

Galois para extensiones algebraicas de cualquier grado. 

Teorema 2.2. Sea H un subgrupo de G = Gal(L/K). Entonces H = Gal (L/T(H)), la clausura 

de H en la topología de G. 

Demostración. Denotemos H1  = Gal (L/T(H)). Es claro que H Ç Ni; luego, H Ç H1. 

Probemos que H1  es cerrado en G y que H1  Ç H. 
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Sea o-  e G \ H1 . Entonces o-  1 H, por lo que existe algún a E T(H) tal que 

a-  (a) :pl-a. 

Por el Lema 2. 1, existe E E 1 con a E E•. Sea Ni= Gal (L/E) E N y tomemos U = 

el cual es abierto en G por definición de B. Veamos que U y H1  son disjuntos. Si no lo fuese, 

podríamos tomar T satisfaciendo r (a) = a y 

T(Tb, para algún q5ENi, 

en cuyo caso se tendría 

r (a) = crçb (a) = o-  (a) # a, 

lo que es una contradicción. Por lo tanto, U y H1  son disjuntos. Esto implica que U Ç  G \ H1 . 

Concluimos que G \ H1  es abierto en G, y así H1  es cerrado en G. 

Ahora probemos que H1  ç H. Denotemos F = F-  (H). Sean 

o-eH1 . N1 eN. E=T(N) 

y 

Ho={pIE:p EH}. 

Entonces H0 es un subgrupo del grupo finito Gal (E/K). Como 

T(Ho) =T(H)nE = FnE, 

por el Teorema Fundamental de la Teoría de Galois Finita tenemos 

Ho = Gal (E/F0 E.) 
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Como o-  E H1, tenemos o-  IF=  1; por lo que o-  1 E E H0. Por lo tanto, existe p E H con p IE= 

o- lE1. Así, o-1p E Gal (E/K) = N, por lo que 

p EcrNflH. 

Esto significa que todo o-N1  perteneciente a la base 8 contiene algún elemento de H, por lo 

que o-  E H. Esto prueba la inclusión H1  ç H. En resumen, 

H ç H1  = H1  ç H, 

es decir, H1  = H. 	 o 

Con la topología de Krull, el Teorema Fundamental de la Teoría de Galois para extensiones 

de Galois (algebraicas), queda formulado de la siguiente manera. 

Teorema 2.3 (Teorema de Krull). Sea L/K una extensión de Galois y G = Gal (L/K). Con la 

topología de Krull, existe una correspondencia uno a uno, que revierte inclusiones, entre los 

cuerpos intermedios E de L/K y los subgrupos cerrados H de G, dado por 

E 	Gal (L/E), HT(H) 

Además, si E -* H entonces 

(1) IG : Hl <00 siysolo si [E: K] <00 siysolo si Hes abierto. Cuando esto ocurre, IG : Hl = 

[E: K]. 

(2) H G si y sólo si E/K es de Galois. Cuando esto ocurre, Gal (E/K) G/H. 

Demostración. Análogamente a la prueba del teorema fundamental para el caso finito, se tiene 

que ambas correspondencias revierten inclusiones y que E i+ Gal (L/E) es inyectiva. 

Para la suryectividad, sea H un subgrupo cerrado de G. Entonces, por el teorema anterior, 

H = H = Gal (L/F-  (H)). Luego, E = F (H) es un cuerpo intermedio de la extensión L/K cuya 
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imagen por medio de * es H. Así, E i--* Gal (L/E) es una correspondencia uno a uno entre 

los cuerpos intermedios E de L/K y los subgrupos cerrados H de G. Además, su inversa es 
* 

HI— r(H)ya que 

E Gal(L/E)-*T(Gal(L/E))=E 

H 	F-  (H) , Gal(L/T(H)) = H. 

Ahora supongamos que E -* H, donde H es un subgrupo cerrado de G. Tengamos presente 

que H = Gal(L/E) y  =T(H). 

(1) Se probará que 

lG:HI<oo=Hesabierto =[E:K]<oo=IG:Hl .<oo. 

- Supongamos que 1  : Hl <00. Entonces G \ H es la unión finita de clases laterales de H. 

Como H es cerrado, cada una de las clases laterales también es cerrada, por lo cual G \ H es 

cerrado. Así, H es abierto. 

- Supongamos que H es abierto. Entonces para 1 E H existe un a-Ni en B tal que 

lEcrNÇH. 

Luego, o-Ni = 1 N= N. Es decir, Ni Ç H para algún ¡ E I. Sea F = F-  (Ni); entonces, como 

la correspondencia revierte inclusiones, se tiene que E ç F, donde además, F E 1, por lo que 

[F: K] es finito. Por el Teorema de la Torre, 

[F:K]=[F:E][E:K], 

lo que implica que [E: K] <co. 

- Supongamos que [E: K] <oc. Entonces la extensión E/K es finitamente generada; 
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digamos, E = K (al, a2,..., a) para ciertos al, a2, ..., a, en L. Por el Lema 2.1, existe E en 

1 que contiene a estos generadores de E; luego, E ç E. Sea Ni = Gal (L/EJ. Entonces, por la 

reversión de inclusiones, Ni es un subgrupo de H. Por lo tanto, 

lG:HI:5lG: Ni¡ <oo. 

Ahora, bajo las condiciones anteriores, E/K es una extensión de Galois de grado finito, por 

lo que E está en 1 y por consiguiente, H está en N. Luego, por el Lema 2.3, 1  : Hl = [E : K]. 

(2) Supongamos que H< G. Sea a E E y consideremos el polinomio mín (a, K). Si /3 es otra 

raíz de este polinomio entonces el isomorfismo ifr,p se puede extender a un automorfismo cr E G 

de tal forma que o-  (a) =,8. Si r está en H entonces, 

T (fi) = o-' (o-r(7-' (a)). 

Como (TT(T' está en H y sus automorflsmos fijan a E. entonces 

/3) = cr (o-ro--' (a)) 

Así, /3 está en el cuerpo fijo de H, el cual es E, por lo que mín (a, K) se descompone sobre 

E. Así, el polinomio mínimo de todo a E E sobre K se descompone sobre E, lo cual implica que 

E/K es normal. Además, es separable ya que L/K lo es. Por lo tanto, E/K es una extensión de 

Galois. 

Recíprocamente, supongamos que E/K es una extensión de Galois. Sea o-  E G. Como E/K 

es normal, el Teorema 1.15 implica que o-  lE: E 	K es un K—homomorfismo que induce un 

K—automorfismo de E. Esto permite definir la función O: G —' Gal (E/K) por o-  '— o- l, la cual 

es un homomorfismo. El núcleo de 0 está formado por los elementos de G que restringidos a E 
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son iguales al automorfismo identidad de Gal (E/K); es decir, los elementos de G que dejan fijo 

a E. Por lo tanto, ker8 = Gal (L/E) = H y por consiguiente, H es normal en G ya que es el núcleo 

de un homomorfismo. Además, O es suryectiva: En efecto, cualquier r en Gal (E/K) se puede 

extender a un automorfismo o-  en G de modo que cr IE= T, lo que implica que 9(cr) = cr IE=  r. 

Así, O: G - Gal (E/K) es un homomorfismo suryectivo, por lo que por el Primer Teorema de 

Isomorfismos, 

Gal(E/K) G/H. 

El 

Ejemplo 2.1. Sea L/K una extensión de Galois de grado finito. Entonces L está en I. Por 

consiguiente, Gal (L/L) = { 1 } está en la colección N. Así, todo subconjunto U de Gal (L/K) es 

abierto en la topología de Krull ya que se puede escribir 

U= u o-{l}. 
TEU 

Esto significa que la topología de Krull coincide con la topología discreta sobre Gal (L/K). 

Luego, todo subgrupo de Gal (L/K) es cerrado, lo que recupera el teorema fundamental para el 

caso finito. 

2.3. Propiedades topológicas de Gal (L/K) 

En esta sección se describe la estructura topológica del grupo de Galois de L/K. 

Definición 2.2. En un espacio topológico, un conjunto es copen si es abierto y cerrado. 

Así tenemos que, 

Teorema 2.4. B es una base de conjuntos copen. 

Demostración. Sea G = Gal (L/K), Ni e N y o-  € G. Entonces Ni = Gal (L/E) para algún 
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E E 1. Por el Lema 2. 1, [G : Ni] es finito, por lo que 

GINi 	 para algún n eN 

y 

oG = crNU crcr1 N1  U ... U (J-(T,1 Ni. 

Entonces, 

G \ o-Ni = o-o-, Ni U... U (J-o- N, 

que es un abierto en la topología de Krull. Por lo tanto, o-Ni es cerrado. 	 o 

Los próximos tres teoremas describen la estructura topológica del grupo de Galois como un 

espacio topológico Hausdorff, totalmente disconexo y compacto. 

Teorema 2.5. G = Gal (L/K) es un espacio de Hausdorff. 

Demostración. Sean cr, r E G, con o-  # -r. Por el Lema 2.2, sabemos que 

floN={o} y flrN={r}. 
zE}I 	 ¡El 

Como o-  # r, existe NiE N tal que r §É o-Ni. Sean U = o-Ni y y = G \ o-Ni. Del Teorema 2.4 

concluimos que U y y son abiertos en G; además, son disjuntos y satisfacen 

crEU, TEV. 

Por lo tanto, G es un espacio de Hausdorff. 	 O 

Teorema 26. G = Gal (L/K) es un espacio totalmente disconexo. 

Demostración. Sea Y ç G con al menos dos elementos o-  y i-, con o- :# T. Tomemos U y V como 

en el teorema anterior. Entonces el par U, V es una separación de G, por lo que el par Un Y, V  Y 
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es una separación de Y. Esto implica que Y no es conexo. Así, si Y es conexo entonces Y tiene 

solo un elemento. 	 o 

Para probar la compacidad de Gal (L/K) es necesario hacer uso de la topología producto. 

Teorema 2.7. G = Gal (L/K) con la topología de Krull, es un espacio compacto. 

Demostración. Sea P = fIGINi el producto directo de los grupos finitos GIN. Considere 
iEI 

cada GIN con la topología discreta y dotemos a P con la topología producto. Note que GIN es 

Hausdorff ya que las clases laterales son disjuntas y compacto ya que GIN es un grupo finito. 

Entonces P es un espacio de Hausdorff y, por el Teorema de Tychonoff, P es compacto. 

Sea cr E G. Entonces o-Ni E GIN, para todo 1 E I. Considere x- = (xi) E P tal que 

x=crN, para todo iEl. 

Esto nos permite definir una función f : G - P por 

0 1---> X0- 

Afirmación 2.1. f es un homomorfismo de grupos. 

En efecto, sean o-,r E G. Entonces, f(o-r) = x0--. Note que para todo ¡ E / tenemos. 

Xc,-z- (1) = 0T N1 

= o-NTN 

= xo- (i) Nl- ( i); 

es decir. f(rT) = x, = xx =f (o-) f 	y por lo tanto, f es un homomorlismo de grupos. 

Afirmación 2.2. f es inyectiva. 

Sea o- E kerf. Entonces f (cr) = e (la identidad de P); es decir, e = Ni para todo i E I. Luego, 

No- = e; lo que implica que para todo ¡ E 1 se tiene o-Ni = N; o sea, o- E flN1. De esta manera, 
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por el Lema 2.2, se llega a que cr = 1. Así, kerf = {1}, lo que implica que f es inyectiva. 

Afirmación 2.3. f es continua. 

Sea ir1 : P —* G/N1  la proyección sobre la componente ¡ e I. Se observa que para todo o e G 

se cumple 

717 (X(r ) = oNz. 

La colección {TNj}EG  es una base para la topología discreta sobre GIN; así que por 

definición de topología producto, todo conjunto abierto de P es la unión de intersecciones finitas 

de conjuntos de la forma JrT'  (rN), para ciertos r E G,i E I. Entonces, para probar que f es 

continua, es suficiente probar que f (.ir[' (rN)) es abierto en G, para toda clase latera! rN1. 

Observe que 

cr E f' (ir¡ ' (rN)) 	f(cr) E JrT' (rN) 

r (f (cr)) = rN 

r (x0-) = TN 

crN = rN 

cr E rN, 

por lo que f' (iç' (rN)) = i-N, que es un conjunto abierto en G. 

Afirmación 2.4. f 1  Imf -* G es continua. 

Primero observe que f (rN) = ir,-. ' ({rN1  }) fl Imf. En efecto, 

xef ( -z-N1) = xE Imf y x= xi,-, para algún oe iIV1  

x E Imf y ir¡  (x) = ir¡  (x,) = (7N1 , para algún o E TN 

=xEImfy ir¡ (x)=rN, (yaqueo-  ErN) 

X e 7r[' (TN1) fl Imf. 
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Por otro lado, 

X EJr[' ({TN})flImf ==> ,r (x) = TN1 y x=f(o) =x,-, para algún crEG. 

=o-N=rNyx=f(o-)=x,paraalgúno-EG 

=x=f(cr)=x, para algún oETN 

xEf(rN). 

Así, f(rN) = ,ç' ({rN}) n lmf, que es abierto en Imf, por lo que 	es continua. 

De las afirmaciones 2.2, 2.3 y  2.4 se deduce que de G y Imf son homeomorfos. El siguiente 

paso es probar que ¡mf es cerrado en P, de modo que ¡mf, y por consiguiente G, heredan la 

compacidad que goza P. 

En vista del Lema 2.3, existe un isomorfismo de GIN en Gal (E/K), donde E = 

Esto equivale a identificar TNi con T IE• Con esta identificación, para cada x E P el elemento 

r• (x) es un K—automorfismo de E• y para cada r E G tenemos que 

,r(f(r)) = Ir¡ (x-) = T IE. 

Sea 

C={xE P: parai.j e I,.ir(x) IEnE=JrJ(x) IEnEJ }. 

Afirmación 2.5. C = ¡mf. 

Sea x E ¡mf. Entonces 

x= XI. =f(r), paraalgúni-  EG. 

Observe entonces que ir¡  (x) es T lE, y irj  (x) es T I; luego, restringidos a E• fl E los 

automorfismos ir (x) y irj  (x) son iguales. Por lo tanto, x E C. 

Sea ahora x E C. Definamos r: L -* L como sigue: Sea a E L. Por el Lema 2. 1, existe E E 1 
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tal que a E E, donde E = F-  (Ni). Hemos identificado ,r (x) con un K—automorfismo de E, por 

lo que se puede definir 

a) =,r(x)(a). 

Esto define una función, pues no depende de E. En efecto, si E j  E 1 tal que a E E entonces 

a E E n E; luego, por la condición sobre C. se tiene 

r (x) (a) = r (x) (a). 

- Probemos que T es un homomorfismo de anillos. Para ello, sean o',,B e L. Por el Lema 2.1, 

existe E E 1 tal que a,fl E E. Como hemos identificado ir (x) con un K—automorfismo de E 

se tiene 

r• (x) (a 13) = ir (x) (a) +ir (x) (/3) y 2ri (x) (a/3) = ir (x) (a/3) 2ri (x) (a/3), 

es decir, 

r(a+/3)=r(a)+z- (/3) y r(af3)=r(a)r(/3). 

- Probemos que r es biyectiva. Sea a E L. Como ir (x) es un K—automorfismo de E 

podemos definir o- : L - L por 

o-  (a) =r' (x)(a). 

Entonces o-  = r 1, por lo que r es biyectiva. 

Por otro lado, es claro que i-  fija los elementos de K, así T E G. Además, como r IE= ir (x), 

se tiene que f (T) = x. Por lo tanto, x E ¡mf. 

Finalmente, probemos que C es cerrado en P, probando que P \ C es abierto en P. 

Sea x E P \ C. Entonces existen i, j E 1 tales que 

Ir¡ (X) IE1nE#JrJ(x) IEi flEJ . 	 (2.3.1) 
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Considere el conjunto U = iÇ' (irá (x)) fl JrJ' (rj (x)) ç P. De inmediato se tiene que x E U. 

Como r• (x) es abierto en la topología discreta de GIN, se tiene, por definición de topología 

producto, que y 1  (,r (x)) es abierto en P; lo mismo es válido para ir7' (rj (x)). Por lo tanto, U 

es abierto en P. Finalmente, U y C son disjuntos, pues de lo contrario existiría y E P satisfaciendo 

ir¡ (y)=  ir¡  (x), Jr(y)=Jrj(x) 

y 

Ir¡ (Y) IEnE=1rJ(Y) IE1nE 

lo que es contrario a (2.3.1). Así, Uy C son disj untos y por lo tanto, U ç P\C. 

En resumen, U es un conjunto abierto en P contenido en P \ C y que contiene a x. Esto 

significa que P \ C es un conjunto abierto en P. Por lo tanto, C es cerrado. 

Así, la compacidad de P implica que el conjunto cerrado C es compacto. 	 o 

Finalizamos el capítulo haciendo notar al lector que la demostración de la compacidad del 

grupo de Galois muestra que este puede ser visto como un subgrupo del producto directo de 

grupos finitos. Este hecho se generaliza con la estructura de límite inverso que se estudia en el 

siguiente capítulo. 



Capítulo 3 
Caracterización del grupo de Galois 

El propósito de este capítulo es la caracterización del grupo de Galois, lo que proporcionará 

un lenguaje apropiado para el estudio de las extensiones algebraicas. Para ello, se explora la 

noción de sistema inverso, límite inverso y grupo profinito. La construcción del límite inverso 

es propia de la teoría de Categorías, la cual el lector puede consultar en Lang (2002). 

Se mantiene la notación introducida a inicios del capítulo anterior: 

• 1 = {E i E I} es la colección de cuerpos intermedios K ç E ç L, tales que E./K es una 

extensión de Galois de grado finito. 

• N = {Ni:i E I} es la colección de subgrupos Ni= Gal (L/E) del grupo de Galois de la 

extensión L/K, donde E• E I. 

Donde ambas colecciones están indexadas por el conjunto 1. 

3.1. Sistemas inversos 

Definición 3.1. Sea (1, S) un conjunto parcialmente ordenado. Se dice que (1,::5) es un conjunto 

dirigido si para todo i, j E 1 existe k E 1 tal que i S k y j S k. 

Es decir, en ¡ siempre existirá un elemento "más grande" que dos elementos dados. 

64 
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Definición 3.2. Sea (1,::5) un conjunto dirigido y C una categoría. Un sistema inverso en C 

indexado por ¡ es una familia de objetos {X : ¡ E I} de C, junto con una familia de morfismos 

çojj : X -.+ Xj, con j i, que satisfacen las siguientes propiedades: 

i) ÇOj = id 1, donde idx1  es el morfismo identidad sobre X. 

ji) Si k j ¡ entonces 9jkÇ0ij = 'pik; es decir, el diagrama conmuta 

Notación. Al sistema inverso lo denotamos por {X,ço,i} o bien {X,ço}, si es claro I. 

Ejemplo 3.1. Sea L/K una extensión de Galois y consideremos la colección 1 = {E i E I}, 

de subcuerpos E de L tales que E./K es una extensión de Galois finita. Definamos un sistema 

inverso indexado por 1 de la siguiente forma: sobre ¡ considere la relación: 

ijsiy sólo siEÇEj. 

Entonces (1,:5) es un conjunto parcialmente ordenado. Además, dados ¡,j en 1, el subcuerpo 

Ek = E•E de L pertenece a 1 y contiene tanto a Ej como a E; es decir, existe k E ¡ tal que 

¡ 	k y j k. Esto prueba que (1,::5) es un conjunto dirigido. 

Para cada i en 1, definamos el objeto 

X = Gal (E/K). 

Ahora, sean ¡,j E ¡ tales que E ç E•; es decir, j 1. Si o-  E Gal (E/K) entonces cr es un 

K—automorfismo de E•; luego, o- ¡ Ej  es un K—automorfismo de E. Por lo cual, cuando j ¡ 

podemos definir la familia de morfismos 

jj Gal (E1 /K) . Gal (E/K) 
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por 

0 I—* O1EJ 

Observe que: 

1) Puesto que para cada o-  E Gal (E /K) se tiene o-  = o entonces çdÜ = idx. 

2) Si k 5 j :5 i entonces, dado o-  E Gal (E/K) se tiene 

SCJ 	ÇPjk 
0 I—* OlE1 1—'  OiEk = ÇOik (o-); 

es decir, 

ÇOjkÇOij = Ç0ik. 

Así, {x, çojj, i} es un sistema inverso en la categoría de grupos. 

Podemos definir otro sistema inverso relacionado a la extensión de Galois L/K como sigue: 

Ejemplo 3.2. Sea L/K una extensión de Galois y consideremos la colección de subgrupos 

N = {Ni: ¡ E 1} de Gal (L/K), donde Ni= Gal (L/E) y E E I. Dados 1, j E 1 tal que E Ç E, 

sabemos que N = Gal (L/E) ç Gal (E/K) = Ni, por lo que sobre ¡ podernos definir la relación 

ijsiy sólo siN1 ÇNi. 

Esta es una relación de orden parcial sobre I. Además, dados 1, j E 1 tales que Ni = Gal (L/E) 

y N = Gal (L/E), el subcuerpo Ek = E.E pertenece a 1 y contiene tanto a E como a E, por 

lo que Nk = Gal (L/Ek) está en N y está contenido tanto en Ni como en N; es decir, existe k E 1 

tal que ¡ k y j k. Esto implica que (1,:5) es un conjunto dirigido. 

Ahora bien, con base en el Lema 2.3, para cada ¡ E 1 definamos 

Xi = Gal(L/K) /N. 
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Y para cada i,j E 1, con j ::5 1, definamos los morfismos 

çcjj : Gal (L/K) /N —* Gal (L/K) /N1  

por 

o-Ni 1—' o-Ni. 

Se observa que: 

1) ÇOjj = idx, para todo ¡ E I. 

2) Si k j ¡ entonces, dado o-Ni  E Gal (L/K) /N se tiene 

(7N, 1f4  crN 
Pjk 

.I—*o-Nk=çok(crN); 

es decir, 

'Pjk'Pij = 'Pik. 

Así, {x, ÇOjj, i} es un sistema inverso en la categoría de grupos. 

Observación 3.1. Por el Lema 2.3, si N = Gal (L/E) está en N, entonces Gal (L/K)/N 

Gal (E/K). Esto significa que ambos sistemas inversos son equivalentes. 

Definición 3.3. Si {X,ço,i} es un sistema inverso y Y es un objeto de C, una familia de 

aplicaciones lfr:  Y ---> X (1 E 1) es compatible si o/i = /i cuando j ¡. 

Definición 3.4. Sea {X, 'Pij,  i} un sistema inverso. Se dice que un objeto X de C junto con 

una familia de morfismos compatibles ço : X ---> X (1 E 1) de C es un límite inverso del sistema 

inverso {X, ço..,, i}, si satisface la siguiente propiedad universal: Para cualquier otro objeto Y de 



'Pi 

3. 1. SISTEMAS INVERSOS 	 68 

C y cualquier familia i/i : Y ---> X (1 E 1) de morfismos compatibles, existe un único morfismo 

ir/i : Y -* X tal que ÇOjl// = q• para todo 1; es decir, el siguiente diagrama conmuta 

xi  

Notación. Si {x, çc, í} es un sistema inverso, denotemos su límite inverso por 1 ( ím 
W 

 Xi o por 

límX. 

El límite inverso (si existe) está determinado de forma única por la propiedad universal. 

Teorema 3.1. El límite inverso (si existe) es único. 

Demostración. Si X con ço X -* X y Y con s#i : X -* X son dos límites inversos del sistema 

inverso {x,ço,i}, entonces, por la propiedad universal, existen únicos morfismos 	Y ---> X y 

ço: X ---> Y tales que los siguientes diagramas conmutan 

xi  

Ahora considere los diagramas 

Estos conmutan, para todo ¡ e I. Como, por definición, existe solo un morfismo que hace que 

cada este diagrama conmute, se tiene que frço = idx. Similarmente, çoírfr = idy. Por lo tanto, tifí es 

un isomorfismo. 	 o 

En el caso de un sistema inverso de grupos, el límite inverso existe, como lo muestra el 

siguiente teorema. 
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Teorema 3.2. Para un sistema inverso de grupos {G, S°q 	el límite inverso Iím 
¡El 

 Gi existe. 

Demostración. Considere F1  Gi y sea 
¡El 

G = 	E flGi 1 çojj(x(i)) = x(j), para todo j 
íc 1 

Claramente, G# 0, ya que contiene ala túpla x E flGI cuyas componentes son x(i) =e(la 
¡Cl 

identidad de G). 

Para cada i E 1, sea ,r• : G -* Gi el homomorfismo proyección restringido a G. Entonces, 

ÇO,JJTj (x) = çojj (x (i)) 

= x (j) 

=r(x), 

lo que implica que la familia de homomorfismo 2ri (i E 1) es compatible. Probemos que G junto 

con la familia r (i E 1) es el límite inverso del sistema {G, çCjj, i}. 

Supongamos que H es cualquier otro grupo y (i : H - G (i E 1) cualquier otra familia de 

homomorfismos compatibles con el sistema inverso (esto es, (ppfr = 	para j :5 i). Definamos 

la aplicación Vi: H -+ FIGi  por 
¡El 

h —x, donde x(i)=(,(h), para todo  El. 

La aplicación (i es un homomorfismo ya que si h1, h2 E H entonces i/i(hih2) es la túpla 

x cuya i-ésima componente es /'• (hih2) = '. (h1)fr, (h2). Ésta es la i-ésima componente del 

producto de las tupIas cuyas i-ésimas componentes son ' (h1) y Ori  (h2), respectivamente. Por 

lo tanto, i# es un homomorfismo. 

Ahora, si x E fr (H). Entonces existe h en H tal que 

x(i) =(i(h); 
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luego, para todo j ~, i, 

ÇOj j (x (1)) = çojj (/i (h)) 

= q,. (h) 

=x(j), 

lo cual implica que x E G. Así, ifr es una función de H en G. 

Por otro lado, para todo h en H, 

ri(h) = ir¡ (x), donde x(i)=i/i(h) 

= ql. (h); 

esto es, r,ql = qi• para todo i. 

Finalmente, para la unicidad de ql, si ql' : H - G es otro homornorfismo que satisface ,rifr' = 

q•, entonces para cada h en H, x (1) = ql• (h) = irq/' (h), lo cual implica que para cada i E 1, la 

i-ésima coordenada de ql' (h) E G es precisamente, x (i). Por lo tanto, ql (h) = s#' (h), para todo 

h en H. 

Por lo tanto, 

G= lím G. 
4- 

o 

Ejemplo 3.3. Sea L/K una extensión de Galois y consideremos el sistema inverso {X, S°q I} 

del Ejemplo 3.1. Aquí, Xi = Gal (E/K), donde E./K es una extensión de Galois finita. Entonces, 

el teorema anterior implica que G junto con la familia de proyecciones ir (1 E 1) es el límte 

inverso de este sistema: 

G = lím Xi = lím Gal (E/K), 
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Es decir, el límite inverso del sistema inverso de subgrupos de Galois Gal (E/K) es 

G=JxE flGal(E/K)Iwj(x(i))=x(f) para todo j i 
1 	i€i 

Así, el límite inverso es el subgrupo de flGal (E/K) para el cual cuando 1 
	la 

¡El 
componente j—ésima es un automorfismo o-  E Gal (E/K) restringido a E. 

3.2. Grupos profinitos 

En esta sección se probará el isomomorfismo entre los grupos G y Gal (L/K), lo cual 

caracterizará al grupo de Galois de la extensión L/K. 

Teorema 3.3. Sea L/K una extensión de Galois y {X,ço,I} el sistema inverso para el cual 

X• = Gal (E1 /K), con E./K es una extensión de Galois finita. Entonces la función 

x : Gal (L/K) ---> lím Gal (E/K) 

definida por 

o- i— x, tal que x(i)=o-I 1  (iEI) 

es un isomorfismo de grupos. 

Demostración. Sean o-, r E Gal (L/K) Entonces, la i-ésima componente de x (o--r) es o-T IE, 

de x(o-)  es o- 	y de x(r), es r lE1. Luego, la í-ésima componente de x (o-)x (T) es 

precisamente, x (o-T). Por lo tantox es un homomorfismo de grupos. 

Para la inyectividad de x' si  x (o-) =e, donde e (¡) =  1 lE1  para todo i E 1 entonces o- lE1  = 1E1. 

Como L = UE, se tiene o- = 1. Por tanto, kerx = { 1 }, lo que implica que x es inyectiva. 

Para la suryectividad, sea x E hm Gal (E/K). Definamos o- : L -* L como sigue: Por el Lema 

2. 1, para cada a E L, existe E j  en 1 tal que a E E. Sea o- (a) = x (a), donde recordemos que 

xi es un automorfismo en Gal (E/K). De esta forma, definimos o-  sobre todo L. Se debe probar 
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que o-  e Gal (L/K). En primer lugar, note que o- fija los elementos de K puesto que cada xi lo 

hace. Sean a,fl en L. Entonces existe E en 1 conteniendo a a,fl y además, 

o-(a/3)=x(a/3) 

=x(a)x(J3) 

= o- (a) o- 
 
(/3) 

lo que muestra que o- es un homomorfismo. Como O = o- (a) = x (a) implica que a = O, se 

tiene que o- es inyectiva. Y si /3 E L entonces existe E en 1 tal que a E E; luego, si tomamos 

a = xT' (/3) E L entonces o-  (a) = j8, lo que prueba que o-  es suryectiva. Así, o- E Gal (L/K). 

Finalmente, por la forma en que se ha definido o-, se tiene que la componente i-ésima de 

x (o-) coincide con la i-ésima de x; esto es, x (o-) = x, lo que prueba la suryectividad de x. 
Por lo tanto, x : Gal (L/K) - lím Gal (E/K) es un isomorfismo. 	 o 

Definición 3.5. Un grupo profinito es un grupo isomorfo a un sistema inverso de grupos finitos. 

Por tanto, el grupo de Galois de una extensión de Galois es un grupo profinito. Ahora 

consideremos una topología sobre un grupo profinito de la siguiente manera: 

Definición 3.6. Sea G = lím Gi un grupo profinito; dotemos a cada Gi con la topología discreta y 

a FIGi con la topología producto. A la topología del subespacio sobre G ç 11 Gla llamaremos 
¡El 	 €1 

topología profinita. 

Teorema 3.4. Sea L/K una extensión de Galois y IX, ço,I} el sistema inverso para el cual 

Xi = Gal (E/K), con E./K una extensión de Galois finita. Entonces Gal (L/K) con la topología 

de Krull y 1Ím Gal (E/K) con la topología profinita son homeomorfos. Este homeomorfismo 

viene dado por la función 

X  Gal (L/K) - lím Gal (E/K) 

definida por 

o-I-3x, tal que x(i)=o-I E, (iEI). 
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Demostración. Por el Teorema 3.3, la función x  es un isomomorfismo de grupos, por lo 

que es biyectiva. Así, solo falta probar que x  y x'  son continuas. Recordemos que los 

abiertos de la topología de Krull sobre G = Gal (L/K) son generados por la base 2 = 

{o-Ni o-  E Gal (L/K) , NiE N} y los abiertos de límGal (E/K) están generados por la subbase 

U {rT'  ({o- }) 1 o-  E Gal (E/«, donde ir son las aplicaciones proyecciones restringidas a 
¡EJ 

lím Gal (E/K). 

Para probar que x  es continua, note que si o-  E Gal (E/K) entonces 

X-1 (irj' ({o-})) = {r E Gal(L/K) 1 x(r) E ir' ({o-})} 

= {T E Ga1(L/K) 1ir¡ Ct'(T)) =o- } 

={TE Gal (L/K)ITI E,=o-} 

= U rGal(L/E), donde TI E ,,o-. 
rEG 

Este último conjunto es un abierto en G con la topología de Krull. Así, x  es continua. 

Para probar la continuidad de x"  se probará que x  es una aplicación abierta. Sea o-N1  en 

2; luego, o-  E G y N = Gal (L/E), para algún j E I. Entonces, 

x(oN) = {x El 
i 
 ím Gal (E¡  IK)  1 x(i) = (o--r) IE, para algún i-  E N} 

ç IX El 
( 
ím Gal (E j1K) 1 x (j) a- 1 Ej},  yaquel - EN 

= Jrj' ({O-  lEA) .  

Ahora, Si x E 	({O- ¡EA) entonces 2r j  (x) = o- 	Como x  es suryectiva, existe p en G tal 

que x() = x; o sea, x(i) = p lE,.  Además, como ir (x) = o-  I, se tiene p lE= o-  lEí , por lo que 

(o-p) IE= 1  lE (la identidad restringida a Ei). Esto que implica que r = o-'p está en N y 

que x(i) =p ¡E,=(o-r) lE,. Así, xEx(o-NJ) y por tanto, 

' (fr IEj}) ç x (o-Ni). 
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De este modo, x (o-Ni) = ,ç' (la-  IEf}) el cual es abierto en la topología de lím Gal (E/K). 

Por lo tanto, x es un homeomorlismo y 

Gal (L/K) lím Gal (E /K). 

o 

Es decir, el grupo de Galois de una extensión L/K es, a la vez, isomorfo y homeomorfo a un 

grupo profinito. 

Para finalizar este trabajo, utilizaremos la caracterización del grupo de Galois como grupo 

profinito para calcular el grupo de Galois de algunas extensiones algebraicas de grado infinito. 

Ejemplo 3.4. Sea p un número primo. Para cada n E N, denotemos Ip. a una raíz primitiva 

p—ésima de la unidad sobre Q. Sea 5 = 	n E N} y denotemos Q() = Q(S), el cuerpo 

generado por los elementos de 5 sobre Q. La extensión Q () /Q es de Galois ya que Q () es 

el cuerpo de descomposición de la familia de polinomios separables {xP - 11 n EN} Ç Q [x]. 

Los subcuerpos intermedios de Q () /Q que son extensiones de Galois finitas de Q son de la 

forma Q (,,n)  /Q. Así, 

I={Q() IflEN}. 

Además, Gal (Q (n)  /Q) 	(Z/p1Z) (unidades del anillo Z/pZ). Ahora, sobre N 

consideramos la relación de orden parcial n :5 m si Q () ç Q (rn). Es claro que (N,::5) es un 

conjunto dirigido. Finalmente, sea 

ÇOmn  : Gal (Q (rn)  /Q) - Gal (Q (pn)  /Q), 

COfl n rn, la reestricción. Entonces, 

{Gal (Q ( p fl) /Q), 9~  N} 
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es un sistema inverso de grupos cuyo límite inverso es Gal (Q () /Q). Por lo tanto, 

Gal (Q () /Q) Iíñi Gal (Q () /Q) lím (Z/pflZ)X. 

Observación 3.2. El anillo de enteros p—ádicos, denotado por Z, se define como el límite 

inverso lím (Z/p'TZ) (Fried y Jarden, 2008, p. 13). Además, lím (Z/p'Z)><  = Z. Por tanto, 

Gal (Q (°) /Q) es el grupo de unidades del anillo Z. 

Ejemplo 3.5. Sea ]P, una clausura algebraica del cuerpo finito ]F, (p primo). De la teoría de 

cuerpos finitos, sabemos que para cada n E N, lP tiene una única extensión de Galois de grado 

n, la cual se denota por F,,; y que Gal (iF /F,) Z/nZ. Luego, la unicidad antes mencionada 

significa que colección de subcuerpos intermedios de la extensión F/F que son extensiones 

de galois finitas de IP, es 

1 = JFpn 1 fl E N}. 

Ahora, de la teoría de cuerpos finitos también sabemos que lPpm ç F,n si y solo si m divide 

a n. Luego, Gal (1P,,, ¡IP,,) ç Gal (iPm ¡IP,,) si y solo si m divide a n. Considere entonces sobre N 

la relación de orden parcial m :5 n si m divide a n. Es claro que (N,:5) es un conjunto dirigido. 

Finalmente, sea 

Gal (iPm/iP) - Gal (iP/iP), 

con n m, la reestricción. Entonces, 

{Gal (F/iP) ,çømn ,N} 

es un sistema inverso de grupos cuyo límite inverso es Gal (—FplFp). Así, 

Gal (/F) lím Gal (Ppn/Fp) límZ/nZ. 

Observación 3.3. El grupo de Prüfer, denotado por, se define CO() el límite inverso límZ/nZ. 
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Además, Z 	fl Z, donde Z,, es el anillo de enteros p-ádicos (Fried y Jarden, 2008, pp. 
p primo 

14-15). 

Ejemplo 3.6. Consideremos la extensión L/Q, donde L es el cuerpo generado al adjuntar a 

Q las raíces cuadradas de los números primos (Ejemplo 1.16). Como L/Q es algebraica, las 

extensiones de grado finito son finitamente generadas por una cantidad finita de raíces cuadradas 

de números primos distintos. Así, para cada n E N, hay un subcuerpo E de L de la forma En  = 

Q (-sJi, 	..., 	para ciertos números primos distintos p1,p2, ...,p,. Note que cada En  /Q 

es una extensión de Galois de grado finito. Por tanto, la colección de subcuerpos intermedios de 

la extensión L/Q que son extensiones de Galois finitas de Q es 

Además, como cualquier o-  E Gal (E/Q) envía -sJj a uno de sus conjugados sobre Q (a -/j.Ei 

o a 	se tiene que o-  tiene orden dos y de la teoría de grupos abelianos finitos, esto significa 

que Gal (E¡ /Q) es un 2-grupo abeliano elemental; por lo tanto, 

Gal (E, /Q) (Z/2Z)'1 . 

Ahora, sobre N consideramos la relación de orden parcial n m si E ç E n  (Entonces, 

E,, = Q 	..., 	y Em  = Q 	..., 	 ..., 	Es claro que 

(N,::5) es un conjunto dirigido. Finalmente, sea ço,,1,, Gal (E,,1 /Q) -+ Gal (En  /Q), con n::5 m, la 

reestricción. Entonces, 

{Gal (En  /Q),pmn,N} 

es un sistema inverso de grupos cuyo límite inverso es Gal (L/Q). Por lo tanto, 

Gal (L/Q) lím Gal (En/Q)!-2:t lím (Z/2Z)". 
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Observación 3.4. Lo anterior, junto con lo que determinamos en el Ejemplo 1. 16, implican 

00 

Gal(L/Q) lím (Z/2Z)' fl Z/2Z. 

Ejemplo 3.7. Sea K = C(t) y 5 = ft n E N}. Consideremos L = K(S), el cuerpo que se 

obtiene adjuntando a K los elementos de S. Entonces L es el cuerpo de descomposición de 

la familia de polinomios {f - t 1 n E N} ç K [x] y, por lo tanto, L/K es normal. Además, es 

separable ya que K tiene característica cero. Así, L/K es una extensión de Galois. Para cada 

subextensión finita E/K contenida en L, donde & = K (Vt) 1 
se tiene que Gal (E /K) Z/nZ. 

Sea 

I={E=K() IflEN}. 

Consideremos el conjunto dirigido (N,::5), donde 5 es la relación de orden parcial: m n si 

m divide a n. Si n 5 m definamos çornn  : Z/mZ - Z/nZ por 

'Pmn (a mod m) = a mod n. 

Entonces {Z/nZ, mn ,N} es un sistema inverso de grupos CUYO  límite inverso es 

Gal (L/ K) = límZ/nZ = 



Comentarios Finales 

La correspondencia uno a uno que establece el Teorema Fundamental de la Teoría de 

Galois clásica solo es cierta cuando la extensión en cuestión es de grado finito. Para el caso de 

extensiones algebraicas de grado infinito fue necesario el uso de una topología, lo que evidencia 

algo muy común en Matemática. Por otro lado, las técnicas necesarias para calcular el grupo de 

Galois de extensiones de grado infinito las proporciona la teoría de Categorías por medio de la 

construcción del límite inverso de un sistema inverso de grupos. 

Tomando como punto de partida lo expuesto en este trabajo, el lector puede avanzar en el 

conocimiento de otros tópicos como, por ejemplo, 

• Una teoría de Galois donde se reemplace el cuerpo base por cualquiera otra estructura 

algebraica (anillo, álgebra, etc.). 

• Las propiedades de los grupos profinitos y cómo éstos ayudan a entender la estructura del 

grupo de Galois. 

• La aplicación de la teoría de Galois en la teoría de números y la ciencia, en general. 

• Una teoría de Galois para ecuaciones en otros contextos de la Matemática, como lo pueden 

ser los sistemas de ecuaciones diferenciales. 
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