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RESUMEN

En este trabajo de graduacion se presentan las propiedades basicas de los
Espacios de Alexandroff. Ademas, se establecen las propiedades que
caracterizan al espacio topoldgico de Khalimsky. Finalmente, determinamos a
que categorias mas comunes de espacios topoldgicos pertenece el espacio
topoldgico de Khalimsky.

SUMMARY

This graduation work presents the basic properties of Alexandroff Spaces.
Besides, It establishes the properties that indicate the Khalimsky topological
spaces. Finally, We determinet to what common categories of the topological
spaces belong the Khalimsky topological space.



INTRODUCCION
En un espacio topologico, se exige que la unidn arbitraria de abiertos sea
también un abierto pero conocemos espacios topoldgicos en la que la
interseccién arbitraria de abierto no es un abierto.
Sin embargo, los espacios topoldgicos en las que los abiertos son estabies
por intersecciones arbitrarias, son de especial interés en la Topologia General
y la Topologia Digital.
En el afio 19368 Sergei Alexandroff realizé estudios acerca de aquellos
espacios donde la interseccidn arbitraria de conjuntos abiertos es abierta,
mas adelante en el afioc 1977 Efim Khalimsky publicéd ciertos estudios
acerca de estos espacios y ademas desarrollo una topologia sobre ellos, que
hoy en dia es la base de la Topologia Digital para el procesamiento de
imagenes en computadora.
Para tal fin hemos dividido nuestro trabajo en tres capitulos, en el primero, se
definen los conceptos basicos que cumplen los Espacios de Alexandroff y
ademas se demuestran algunas propiedades y caracterizaciones de estos
espacios y su relacidn con los conjuntos parciaimente ordenados, que seran
utilizados mas adelante. En el segundo capitulo estudiamos la Topologia de
Khalimsky, y algunas de sus propiedades. Por Gitimo en el tercer capitulo
veremos las propiedades topolégicas que cumple el Espacio Topoldgico de
Khalimsky utilizando como guia las definiciones contenidas en el libro de

Ejemplos y Contraejemplos de Lynn Arthur Steen y J. Arthur Seebach Jr.



CAPITULO |

ESPACIOS DE ALEXANDROFF



En este capitulo trabajaremos con Espacios de Alexandroff, sus propiedades,
algunas caracterizaciones de estos espacios y su relacidn con los conjuntos
parcialmente ordenados.

En un espacio topoldgico, se exige que la unién arbitraria de abiertos sea
también un abierto pero conocemos espacios topoldgicos en la que la
interseccién arbitraria de abierto no es un abierto.

Sin embargo, los espacios topoldgicos en las que los abierfos son estables
por intersecciones arbitrarias, son de especial interés en la Topoiogia General

y la Topologia Digital.

1.1Espacios de Alexandroff

Definicién 1.1.1 Un espacio topoldgico es de Alexandroff si la interseccion

arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Ejemplo 1.1.2 Sea X un conjunto no vacio consideremos r= 2* (partes de

X ). Esta es una topologia sobre X llamada la topologia discreta, es claro

que (X, 7) es de Alexandroff

Ejemplo 1.1.3 Sea (X . T ) un espacio topolégicoy 7= {X ,¢}; la topologia

grosera de X. Entonces (X, 7 ) es de Alexandroff.



Ejemplo 1.1.4 Sea X un conjunto no vacio y
T= {A - %C es finito } v, {¢}

La topologia de los complementos finitos. Entonces (X,T ) no es de

Alexandrofi.

Ejemplo 1.1.5 Sea X un conjunto no vacio, pe X.

e fre o )

7T , es una topologia sobre X y (X, T) es de Alexandroff (La topologia

centrada en p).

Ejemplo 1.1.6 Sea X un conjunto no vacio. Si Bc X.

no= 4 peat v 8]

T g es de Alexandroff.

Si B=X- {p} la topologia de punto excluido.
1.2 Caracterizaciones de los Espacios de Alexandroff.
Proposicion 1.2.1 Un espacio topologico (X > T ) es de Alexandroff si y sclo

si la unidn arbitraria de conjuntos cerrados es cerrada.



Una caracteristica importante de estos espacios es que tienen una base de

elementos minimos o vecindad minima.

Definicion 1.2.2 Sea (X, T) un espacio topolégicoy xe X.

Definimos

V(x) = m{Uer:er}

Observemos que para toda x elemento de un espacio topoldgico ( X, T);
4 ( X ) # ¢.

Pues, al ser X un elemento de 7 tenemos que xe V ( x )

Claramente, cuando (X,T) es un espacio de Alexandroff, V(x) serd un
elemento de t. El reciproco de esta afirmacién también es verdadero cuando

V (x )e 7 paratoda X € X | a continuacion damos la prueba.
Proposicién 1.2.3 Sea (X, T) un espacio topoldgico.

Entonces V(X) € T,paratoda X € X siysolosi (X,7) es de

Alexandroff.

Demostracion: Si (X , T) es de Alexandroff es inmediato que

V(x) € T, paratoda X € X . Ahora, supongamos que V(x) € 7
para toda X € X vy sea {U,- },.EJ una familia de abiertos de 7. Hay que

demostrarque N ,., U, € 1.



Es suficiente con verificar que para todo {/ € M, U/, existe una

vecindad de U que es un subconjuntode M ,_, U,
Sea X, € Q U, entonces, x, € U ; Para toda J €1, pero, por hipétesis

V(x,) € 7. porioque V{x,) U, paratoda j € 1. Porlo tanto
x, eV (xo )C M,., U, Concluimos que (_X, T) es de Alexandroff.

Si (X ’ T) es de Alexandroff, llamaremos a ¥ (x) la vecindad minima de x o

la estrella de x, y la denotaremos como St(x)

Observaciéon: Si (X, T) es un espacio de Alexandroff x€ X y V es una
vecindad de x

v

Proposicién 1.2.4 Sea (X, T) un espacio de Alexandroff.

Entonces
f=1{st(x) xex} v {9}
Es una basede 7.
Demostracién: Por ser (X, T) de Alexandroff, f C 7.
Para demostrar que 0 es una base de 7 es suficiente con asegurar que para

cada x€ X vy cada vecindad U de x , existe un ¥V € £ tal que

xelV cU.



Sean x € X y U una vecindad de x, sabemos que St(x)c U. Porlo

tanto [ esbasede T
Sea Z el conjunto de los numeros enteros y consideremos la familia £ de

subconjuntos de Z dado por
p={{2n,2n+1,2n+2}:nez}
o el equivalente, al generado por la base

o= {{2}1, 2n + 1, 2n+2}:neZ}u{2n+1:neZ}U{ﬁf’}

Entonces /3 es sub-base de una Unica topologia sobre Z.

A esta topologia la llamamos la Topologia de Khalimsky sobre Z vy la

denotamos 7.

Observacién: Los abiertos de 7, son uniones de conjuntos de la forma
{n— 2, n -1, n } con 1 pary {n}connimpar.
Proposicion 1.2.6 (Z, T, )es un espacio de Alexandroff

Demostracion: Comprobaremos que para cada # € Z; V(n) € 7,.

Sea 4 ={n-2,n-1,n} yB={nn+1,n+ 2} dos abiertos de 7, .

Sin es par, tenemos que AN B={n} es abierto.
Sea me Zm# n, si m < n, el abieto B no contiene a m, si

m > n, el abierto A no contiene a m , por tanto V(n) = {n} € 7,.



Si n es impar tenemos que n+1espar y C ={n-Lnn+l} es
abierto y contiene a n, donde C =¥ {1)€ 7, (Por la observacién anterior)

Sea V una vecindad de n, entonces existe un abierto O de 7, tal que
ne0 C V(n)

Por lo tanto ( Z, 1, ) es de Alexandroff.

Observacion:

De la demostracion anterior, tenemos que:
( {n} si n es par

St(n) = 1 fn—1nn+1} sinesimpar

Recordemos que en un espacio de Alexandroff habiamos convenido en

llamar a V' (x) estrella y denotarlas como St(x). Luego ia base que define al

espacio (Z, rk) de acuerdo a la Proposicién 1.2.4 quedaria de la
siguiente manera:

ﬂz{St(n) : neZ}
Segun el resultado anterior, (Z, T, ) es un espacio de Alexandroff pero,

claramente, tiene un numero infinito de elementos; este espacio lo
llamaremos Espacio Topologico de Khalimsky y es un contragjemplo al

reciproco de la siguiente proposicion.



10

Proposiciéon 1.2.7 Sea (X,T ) un espacio topologico finito, entonces
(X T ) es de Alexandroff.
Demostracion: Sea X finito, con n elementos. Luego P{x) = 2", lo que

implica que cualquier familia £ < P(x) tiene un namero finito de

elementos, por lo que cualquier interseccidén de conjuntos abiertos es

realmente una interseccion finita por lo tanto la interseccion arbitraria de

conjuntos abiertos es un conjunto abierto asi (X » T ) es de Alexandroff.

Definicion 1.2.8 (Ortocompacto) Dado un cubrimiento abierto de x existe
un refinamiento que también es un cubrimiento abierto con la propiedad de
que para cualquier punto, la interseccidon de todos los abiertos del

refinamiento que contiene al punto es abierta.

Definicién 1.2.9 (Refinamiento) Sea (U, )ael un cubrimiento de un
espacio topoldgico (X, 7).

. T 77 .. .-

Un cubrimiento { ¥, J,., de X se dice que es mas fino o que es un
refinamiento de (U, )., si

Ved Jaell/W, cU,
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Definicién 1.2.10 Si (X,z') es un espacio topolégico vy 4 ¢ X
denotaremos por A a la cerradura o clausura de A y se define como la

interseccion de todos los conjuntos cerrados que contienen a A.

Teorema 1.2.11 Sea 4 un subconjunto del espacio topoldgico X.
(a) Entonces x € A si y solo si, cada conjunto abierto Uque

contiene a xintersecaa A.

(b) Suponiendo que la topologia de X estd dada por una base,
entonces x € A si y s6lo si, cada subconjunto B que contiene a

x interseca a A.

1.3 Espacios Topoldgicos Inducidos por Ordenes Parciales.
En esta seccion, dado un conjunto parcialmente ordenado (X , S);
construiremos una topologia en X tomando como base los conjuntos de Ia

forma:

Ulx)={yeX;x <y} con xEX.
Teorema 1.3.1 Sea (X , S ) un conjunto parciaimente ordenado.
Entonces (X s S) es un espacio topolégico, donde 7. es la topologia

generada por la base.

ﬂz{U(x):xeX}u {¢}
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donde U(x) = {yeX ; xgy}

Demostraciéon: Primero probaremos que UA U (x ) = X.
xe

Sea x, € X, entonces, como < es reflexiva x, € U(x, ).

Luego X © U B .Porlotanto \ U(x) = X

xelX

Sean x;,X; € X y verifiquemos que existe U(x) < Ul(x, ) »n Ul(x,)
como V € U(x) entonces si x; < X tenemos que x;, < y por lo tanto
y € U(xl ) De igual forma se pruebaque y € U(x2 )

Por lo tanto, 7 < es la Unica topologia de a que 8 es base.

De acuerdo con el resultado anterior, [/(x) es un conjunto abierto, para

cualquier x € X'. Mas adn, no existe ningn abierto no totalmente contenido
en U (x)

Observacion: En cualquier espacio topolégico (X , T ) toda vecindad
U (x) cU.

Colorario 1.3.2. Si ( X, S) es un conjunto parciaimente ordenadoy 7< es

la topologia dada por < sobre X, (X, 7. ) es de Alexandroff

Demostracion: Sea M) U ;= ¢ entonces, triviaimente (M U ;€ T,

iel iel

Supongamos (MU, # @ entonces { U }r‘el es una familia de abiertos de

iel
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Supongamos  que xenU ; para toda iel, entonces

iel

xelU (x )E MU i, hemos probado asi que MU, es vecindad de

iel icl
todos sus puntos; por lo tanto es abierto.
Con esto (X s T, ) es de Alexandroff.
Tenemos que para estos espacios U (x ) = 5t (x )

Por lo que de ahora en adelante utilizaremos la notacion St(x) cuando

trabajemos con este tipo de espacio. Por definicion de ¢ (x) este es el

abierto minimo que contiene a x y podemos describirla en término de la
relacion de orden en (1)

Esto también es posible para describir al minimo conjunto cerrado que
contiene a un elemento x, es decir, podemos caracterizar a la cerradura de
cualquier elemento a partir de la relacién de orden.

Escrito de otra forma tenemos que:

Sea x € X, entonces {U, } con i € 1 esla familia de abiertos de 7 que

contiene a x. Sabemos que M U, es abierta y contiene a U(X), por lo

iel
tanto U(x) = St(x).
Proposicion 1.3.3 Sea (X , S) un conjunto parcialmente ordenado,

(X, 7.) un espacio topolégicoy xe&.X .
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Entonces: {;} ={yeX: y<x}

Demostraciéon: Sea y € {x} como St(y) es abierto y contiene a y

entonces Si(y) M {x} # ¢, es decir X € St(y} iuego ¥ < X.

Supongamos que ¥ < x, entonces X € St{y) y por lo tanto

St(y) M {x} # .

Esto implica que todo abierto U que contiene a y, cumple que

Un {x} 2 ¢.asy e fx}
Ser de Alexandroff, no es la Gnica propiedad que estos espacios tienen.

Recordemos que un espacio topolégico (X » T ) es 1, o de Kolgomoroff, si

paratodo x, ¥ € X existe U vecindad de x talque ¥ € U , o, existe V

vecindadde y taique x & V

Colorario1.3.4 Si (X , S )es un conjunto parcialmente ordenado y T< una
topologia sobre X, entonces (X 5 TS) es 7,.

Demostracion: Sean X,y € X,X # y. Si x,y son comparables
podemos suponer sin pérdida de generalidad quex < y. Es decir,
y € St(x); si X € St(y), tendriamos que ¥ < X, lo que implicaria que
x = y, pues < es antisimétrica y esto contradice nuestras suposiciones.

Por lo que X & Sl‘(y).
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Si x, ¥y no son comparables entonces St (y) es una vecindad de y que no

contiene a X, lo mismo ocurre con St(JC), es una vecindad de x que no
contienea y.
Por o tanto, (X, 7. )es 7,.
Ejemplo 1.3.5 Sea X un conjunto no vacio ordenado parcialmente y 7 la
topologia sobre X que admite como sub-base la familia:
}/“—-{[x,——>)/xeX}
Seanx, ye X X #Yy

» Six £ v, entonces [y, ——)) €T Yy X & [y,——>)

« Siy £ x, entonces [x, —)) €T,y €& [x, «9)

» Si x < ) entonces [y,~—>) €T y X € [y,—>)
Por consiguiente, X es un espacio topolégico 7.
Ejemplo 1.3.6 Sea X un conjunto no vacié cualquiera, y T, la topologia
cadtica, entonces (X, 7, ) noes 7.

Ejemplo 1.3.7 Sean X ={(2n-12n+1)cR:neZ}u2n+leR:necZ}

con la relacion <, definida por x<y si xe{y}’d,donde {y}tddenota la

cerradura con respecto a la topologia usual de R del conjunto { y}.
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Entonces:

a} (X ,S) es un conjunto parcialmente ordenado.

b} Si denotamos con r a la topologia generada por < como en el Teorema
1.3.1 entonces (X,7) es un espacio 7, de Alexandroff

Los elementos de este espacio son subconjunios de numercs reales, uno
formado por un solo nimero impar y otro formado por un intervalo abierto de
longitud dos centrado en un numero par.

Como ejemplo de los resultados obtenidos en esta seccion construiremos un
espacio topologico que resultara ser homeomorfo al Espacio de Khalimsky a

partir de un conjunto parcialmente ordenado.

Proposicion 1.3.8 Sea (X ,rs) un espacio topolégico, entonces (X ,rs) es
homeomorfo a (Z, rk), el Espacio Topoldgico de Khalimsky.

Demostracién: Sea f:(X,7,) — (Z,7,) dada por:

2n si x=(2n-12n+1)
2n+1 si x={2n+1}

=1
L

Claramente f es inyectiva y sobreyectiva, luego [ es invertible.
Veamos ahora que f y f ! son continuas.

Como fB = {{Zn, 2n+12n+ 2kn € Z} U {2n:n € Z} U @ es una base
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enty y

o={Cn-12n+1),{2n+1},2n+12n+3)}cRine Z}u

{Cn—-12n+1)cR:neZiUup

es una base de 7.

Demostraremos que la imagen inversa de §§ bajo f es un abierto de 7.

Sea U € f.

Si U = {2n} para aigiin n € Z, entonces
fFl=()={@2n-12n+1}ecct

Si U =1{2n,2n + 1,2n + 2} tenemos que

fFA) ={Cn—-12n+D)}u2n+ 3u{@n+12n+3)}€eocct

Por Io tanto f es continua. Para demostrar ta continuidad de f~! utilizamos

los mismos razonamientos.

Por lo tanto concluimos que f es un homeomorfismo.

Una de ias consecuencias inmediatas de esta proposicion es el siguiente
corolario.
Corolario 1.3.9 E! Espacio de Khalimsky es T,,.

Demostracidn: Ver Proposicion 1.3.8
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En la siguiente seccion observaremos que dada una topologia sobre un
espacio, podemos generar una relacion de orden <, para que un conjunto sea

parciaimente ordenado.

1.4. Conjuntos Parcialmente Ordenados a partir de un Espacio

Topolégico.

Teorema 1.4.1 Sea(X ,r) un espacio topoldgico 7, y < una relacién

definida por x<y si x € E}} Entonces (X , S) es un conjunto parcialmente

ordenado.

Demostracion: En primer lugar demostraremos que < es reflexiva.
Sea x < x entonces x € U, (U, € U,) por lo tanto x EN U, y como los

U/, son base de la topologia de T entonces x € (X, 7). Entonces < es
reflexiva.

Ahora probaremos la antisimetria de <, sean x,y € X tales que y <X y
X<y

Demostraremos que x = y.

Supongamos que X ¥ y, entonces para toda vecindad U,, tenemos que
y € U; lo mismo ocurre para toda vecindad Vy, x € V, esto contradice el

hecho de que (X, 7) es T,, por lo tanto x = y y esto implica entonces que <

sea antisimétrica.
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Finalmente, probaremos la transitividad.
Sea z€ U,NU,, entonces z<x y z<y por o tanto se tiene que
z € U, € U, N U, (la pertenencia vale por la reflexividad de < y fa inclusién
por la transitividad) donde

Us={yeX/ysx}yU,={xeX/ x<y}
Asi = es también transitiva

Por lo tanto (X, <), es un conjunto parcialmente ordenado.

La topologia definida a partir de un conjunto parcialmente ordenado y la
relacion de orden que se define a partir de un espacio topologico estan
estrechamente relacionadas.

Corolario 1.4.2 Sean (X ,r) un espacio topolégico 7, de Alexandroff, < una
relacion de orden y sea 7. la topologia en X generada por < .Entonces
7. =1,

Demostracion: Para ver que 7, =7 demostraremos que existe una base de
7 y una base de 7_ que son iguales.

Por la Proposicién 1.2.4 {St(x)},.cx. es base de 7, y por el Teorema
1.3.1{U(x)}ycx esbasede 1< donde U(x) = {y € X:x < y}.

Entonces, comprobaremos que St(x) = U(x) paratodax € X.

Seanx € X yy € U(x). Verifiquemos que y € U(x) siy solo si

y € St(x).
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Por definicion de U(x), x € {y} vy esto es equivalente a afirmar que toda
vecindad U(x) también contiene a y ; es deciry € St(x). Por lo que,
x <y esequivalente a que ¥y € St(x).
Por lo tanto, St(x) = U(x) para toda x € X. Concluimos entonces que

T =1,
1.5 Propiedades Topolégicas de los Espacios de Alexandroff.

Observaremos ahora las propiedades topoldgicas que cumplen los Espacios

de Alexandroff.
Teorema 1.5.1 Sea X un espacio de Alexandroff, y § una base de X, las
siguientes condiciones son equivalentes:
i) £ esunabase minimal.
il) Si f’ es una subfamilia de f tal que Ugep. ff € f = Ugep. B € B
Demostracion:
¢ Sea f’unabasede X talque € ff ysea A € f entonces
A= Upgep i € P (por hipotesis) =AE L. Asi B S f. Luegoff es
minimal.
= Supongamos que ' C S esbase de X. Sea B € f§ \ 3", entonces
B = Ug,eB; € f = B € I’ y esto es absurdo.
Asi toda base de X es incomparable con f§ o contiene a 5. Luego S es

minimal.
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Teorema 1.5.2 Sea X un espacio de Alexandroff X es 7| siy solamente si

V(x)=V(y), estoimplicaque x=y.

Demostracién:

Sean x,y € X. Si x # y entonces podemos suponer que existe 0 abierto
talquex €0, YEO; luego V(x) €0, V() €0 = V(x) =V (y).
Seanx,y €X, x #y = V{(x) # V(y). Supongamos quenoes T, y sean
x,y € X tal que todo abierto que contiene a x contiene a y y viceversa,
entonces V(x) es abierto y contiene a y por la tanto V(y) € V(x).

De esta forma se tiene que V{(x) € V{(y)y asi V(x) = V(y). Por la tanto
noesT, =>3x,yeX,x#y:V(x) =V(y).

Observacion: Los siguientes teoremas no se demostraran en esta seccion
por que el interés de este trabajo es el estudio de ia Topologia de
Khalimsky, sin embargo en el Capitulo tll se daran las demostraciones de

cada uno.

Teorema 1.5.3 Sean X' y Y espacios de Alexandroff, [/ y V" sus respectivas

bases minimas.

Entonces:

1. Si X es un sub-espacio de Y, entonces U ={V, n X :V, eV}

2. X XY es un espacio de Alexandroff y su base minima esta dada por

UxV={UxV,: Uel, V,eV}
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Teorema 1.5.4 Sea X un espacio de Alexandroff — 7,. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

1.

X es conexo por arco

X es conexo

X es conexo por cadena

Para todo a,be X, existe q,,...a,,, € X talque g, =a, a,, =by
. .l

Via)nVia, )z @ sili-jli<l.

Para todo a,be X , existe q,,...a,, € X talque a,=a, a

Via )n V(@i @ sii-j <L

Paratodo ag,be X , existe a,,...q,,€ X talque a,=a, a,, =by

a}nla}zosili-ji<l

Teorema 1.5.5 Sea X un espacio Alexandroff - T,, entonces:

1.

X es localmente conexo por arco

X es primer contable

X es ortocompacto

X es paracompacto si y solo si, toda V{(x) contiene solamente un

nimero finito de V(y), si Xes paracompacto entonces X es
localmente finito (Su inversa no es cierta).

X es segundo contabie si y solo si, el es contable
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6. X es separable siysolosi X =[7{x,}

pren |
n=1

7. XesLindelsffsiysolosi X =17 V(x )
n=1

8. Existen espacios Lindeléff T, — Alexandroff que no son separable y
espacio separable T, — Alexandroff que no son Lindel&ff.

9. Si X es finito, entonces X es compacto.

10.Si X es localmente finito, entonces es localmente compacto.

11. X es contable si y solo si X es localmente contable y Lindeldff.

12. Si X es locaimente finito, X es compacto si y solo si X es finito.

Teorema 1.5.6 Sea X un Espacio de Alexandroff entonces:

1. X es regular si y solamente si V(x), es cerrado para todox € X
(donde X es 0 — dimensional)

2. Si X es regular y compacto, entonces X es localmente compacto.
3. Si X esregulary separable, entonces X es perfectamente normal.
4. X es pseudo- metrizable si y solamente si V(x) es cerrado y finito

para todo x € X.
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CAPITULO II

LA TOPOLOGIA DE KHALIMSKY
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En el afio 1936 Sergei Alexandroff realizé estudios acerca de aquellos
espacios donde la interseccion arbitraria de conjuntos abiertos es abierta, en
el ano 1970 Efim Khalimsky realizé ciertos estudios acerca de estos
espacios Yy mas adelante en el afio 1977 los publico; desarrollando una
topologia sobre ellos, que hoy en dia es la base de la Topologia Digital para

el procesamiento de imagenes en computadora.

2.1 Topologia de Khalimsky

Definicion 2.1.1 El conjunto Z con la topologia T, definida en la
Proposicion 1.2.5 recibe el nombre de Topologia de Khalimsky.
Observamos entonces gue esta topologia tiene como sub-base a 1a familia
ﬁz{{Zn, 2n + 1, 2n + 2 }: ne Z}

o el equivalente formado por ia base

o={{2n, 2n +1, 2n + 2}:n € Z}u{2n+1 T ne’Z }u{¢}
Observacion: Los abierfos de 7, son uniones de conjuntos de ia
forma {n—2,n—1,n}connpary {n} connimpar.

Definicién 2.1.2 Otra forma de definir la Topologia de Khalimsky es la
siguiente:

Recordemos que un numero real X se puede expresar de la forma:
x = [x] + {x} donde [x] es la parte entera de x, es decir el mayor entero

menor que X y {x} es la parte decimal de x.



26

Por definicion [x] € Z, y 0 < {x} < 1.
Consideremos R con la topologia usual y las funcionesg: R —>Z7Z vy

f R — Z definidas de la siguiente forma:

[x] si [x] es par

gx) = t
{x}+ 1 si[x] esimpar

1

o)
&

(1x] si {x} <

F0 =1 g0 si {x}=%

1
xl+ 1 si {x}> >
Donde f no es mas que la conocida funcién de redondeo.

La topologia de Khalimsky sobre Z es la topologia mas fina sobre Z tal que
J R — Z es continua.

Definicion 2.1.3 E! conjunto Z con la topologia 7, definida en la

Proposicion 1.2.5 recibe el nombre de Linea de Khalimsky.

Observamos entonces que la Linea de Khalimsky es un espacio de

vecindades minimas y ademas conexo.
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Definicién 2.1.4 Un intervalo de la forma [a,b]mZ es llamado Intervalo de
Khalimsky.

Definicion 2.1.5 (Topologia Final) Sea (X,7) un espacio topoldgico vy
f:X — Y una aplicacion suryectiva.
Definimos la siguiente topologia 77 en Y
r={0cY;f"1(0) c1}
Esta topologia se llama topologia final en Y determinada por (X, 1) vy f. Esta

topologia tiene las siguientes propiedades:

1. La aplicacion f: (X, 1) — (Y, rf) es continua.

2. La topologia 75 es la topologia mas fina en Y que hace continua
a f. Esto significa lo siguiente: Sea 1’ otra topologia en Y que
satisface que la aplicacién f:(X,7) = (Y,T") sea continua.
Entonces 7" C 1.

3. Sea g una aplicacion tal que g: (Y, rf) — (Z,7’). Entonces g

es continua si y solamente si g ° f es continua.
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Definicion 216 Sea f:M — N una aplicacién entre dos espacios
métricos, se dice que f/ satisface la condicién de Lipschitz si existe una
constante k >0 tal qued(f(x), /(v))<kd(x,y) para todo x, y M. En tal

caso, k es llamada la constante de Lipschitz de la funcién.

Ademas toda funcidn Lipschitz es uniformemente continua y por lo tanto
continua. Las funciones de Lipschitz donde £ =1 reciben el nombre de

funciones cortas.

Proposicion 2.1.7 Sea X un espacio topolégico vy f: X —>Z una
aplicacion continua y x, € X . Si f(x,) es impar entonces f es constante en
V(x,) y | f(x)- f(x,) <1para todo xe{ x }. Si f(x,) es par, entonces
f esunaconstanteen{ x } y | /{x)- /(x,) <1 paratodo x e ¥(x,).

Demostracién: Seay, = f(x ) impar. Entonces {yo} es un abierto,
donde f'({y.}) es abieto dado que Vix)e (.},
donde f((x,))={y. } . .Mas adn, si el conjunto 4 = v,y + 1} es cerrado,

entonces el conjunto /' (4) es un cerrado y esto implica que 1 (x)e A para

todo x & {x}.
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Teorema 2.1.8 Una funcién f: Z — Z es continua si y solo si

1. f es Lipschitz 1

2. Para todo x par, f(x) £ x mod(2) implica que f(x il): f(x)
Demostracion: Sea 4= {y -Ly,y+ 1} donde y es un numero par de

cualquier elemento de una sub-base, mostraremos que 1 - (A) es un abierto.

Si xe f(A) es impar, entonces {x} es una vecindad dex. Si x es par,

tenemos entonces dos casos:

o Si f(x) es impar, la condicion (2) implica que f(x+1)= f (x) asi
que {x-'l,x,x+ 1} cf (A) es una vecindad de x.

« Sif (x) es par, entonces f (x): ¥, la condicién Lip-1 implica que
f(x+1)-y|/<1  donde obtenemos otra vez que
{x—Lx,x+1}c f(4) es una vecindad de x.

Por la tanto f es continua.

Teorema 219 Sea {x }una sucesion en el espacio (Z,rk) Si {x}

converge entonces tiene rango finito. (Lo contrario no es cierto)
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CAPITULO Il
PROPIEDADES TOPOLOGICAS DEL ESPACIO

DE KHALYMSKY.
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En este capitulo veremos las propiedades topolégicas que cumple el Espacio

de Khalimsky utilizando el Libro de Lynn Arthur Steen y J. Arthur Seebach Jr.
Por ser el Espacio de Khalimsky (Z,7,) homeomorfo a un Espacio T, de

Alexandroff, entonces podemos verificar que este espacio cumple con las

siguientes propiedades.

3.1 Propiedades Topoldgicas que cumple el Espacio de Khalimsky.

Teorema 3.1.1

El espacio (Z.7,) es T..

Demostracion:

Utilizando la Proposicién 1.3.8 y el Teorema 1.3.5, vemos que este espacio

es homeomorfo a un espacio 7 de Alexandroff, por o tanto es 7.

Teorema 3.1.2

El espacio (Z,7,) es T.

Demostracion:

En el espacio topolégico (Z,z'k) los conjuntos unitarios con »# impar no son

cerrados.

Teorema 3.1.3
El espacio (Z,7, ), es 7.
Demostracion:

El espacio(Z,7,) noes T..
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Teorema 3.1.4

El espacio (Z,rk), es T .
2
2

Demostracién:

No. Porque (Z,7;) noesT;.
Teorema 3.1.5

El espacio {Z,7,) es 7,.
Demostracion:

El espacio (Z, r,),noes T,.
Teorema 3.1.6

E!l espacio (Z, rk) noes 7.
3

2

Demostracion:
En este espacio (Z,rk) las unicas funciones continuas que existen son

constantes.

Teorema 3.1.7

El espacio (Z,7,) es T,

Demostracién: El espacio (Z,7, ), noes 7.
Teorema 3.1.8

El espacio (Z, rk), es 7.

Demostracion:

El espacio (Z,7,), noes T,.
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Teorema 3.1.9

El espacio (Z, rk), es de Uryshon.

Demostracion:

No. En este espacio las unicas funciones continuas son constantes.

Teorema 3.1.10

El espacio (Z, T,{), es Semiregular.
Demostracion:

El espacio (Z,7,), no es un espacio T,
Teorema 3.1.11

El espacio (Z, rk), es Regular.
Demostracion:

El espacio (Z, z'k), es ] peronoes T,.
Teorema 3.1.12

El espacio (Z, rk), es completamente Regular.

Demostracion:
No. Las unicas funciones continuas son constantes.

Teorema 3.1.13

El espacio (Z, rk), es Normal.

Demostracion: Este espacio no es 7, ni tampoco 7.
Teorema 3.1.14

El espacio (Z,Tk ) es Completamente Normal.
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Demostracion:

El espacio (Z,7,) noes T ni T,.

Teorema 3.1.15

El espacio (Z,rk ) es Perfectamente Normal
Demostracion:

El espacio (Z,rk), no es un espacio 7.
Teorema 3.1.16

El espacio (Z,7,), es totalmente 7,.
Demostracion:

No. El espacio topoidgico (Z,rk)no es regular.
Teorema 3.1.17

El espacio (Z,7, ). es compacto.

Demostracion:
No. Este espacio topoldgico no posee un subcubrimiento finito que cubra
todo el espacio.

Teorema 3.1.18

El espacio (Z,7, ), es o —Compacto.

Demostracion:

Si. El espacio (Z,rk), esta formado por la unidn de conjuntos contables

compactos.
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Teorema 3.1.19

El espacio (Z,7, ) es Lindeltff.

Demostracion:

El espacio (Z,rk), es primero y segundo contable.

Teorema 3.1.20

El espacio (Z,7,), es contable compacto.

Demostracion:

No. Las vecindades minimas en este espacio forman un cubrimiento contable

pero no poseen un subcubrimiento finito.

Teorema 3.1.21

El espacio (Z,z'k), es secuencialmente compacto.
Demostracion: Si.

Teorema 3.1.22

El espacio (Z, 7,), es débil contable compacto.
Demostracion:

No. El conjunto de nameros pares no tiene un punto de acumulacion.

Teorema 3.1.23
El espacio (Z, T, ) es pseudo compacto.
Demostracién:

Si. Tenemos que la Unicas funciones continuas sobre R en este espacio son

constantes y por lo tanto acotadas.

SISTEMA " br BIBLIOTECAS g (VN
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Teorema 3.1.24
El espacio (Z, r,(), es localmente compacto.
Demostracion:

Si. En este espacio las vecindades minimas son finitas y por tanto compactas.
Teorema 3.1.25

El espacio (Z,7, ), es fuerte localmente compacto.

Demostracién:

Si. En este espacio las clausuras de las vecindades minimas son finitas y por

tanto compactas.

Teorema 3.1.26

El espacio (Z,7,). es o -localmente compacto.
Demostracion:

Si. El espacio (Z,z'k) es o - compacto y localmente compacto.
Teorema 3.1.27

El espacio (Z, rk) es separable.

Demostracion:

El espacio (Z, rk) es primer y segundo contable.

Teorema 3.1.28

El espacio (Z,rk) es primer contable.

Demostracion:

El espacio (Z, rk) posee una vecindad minima en donde cada una tiene una

base local contable.
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Teorema 3.1.29.
El espacio {Z.7, ) es segundo contable.
Demostracion:

Todo espacio segundo contable es primer contable.

Teorema 3.1.30

El espacio (Z,rk) es paracompactc y metacompacto.

Demostracion:

Tenemos que en este espacio la familia de vecindades minimas es un
refinamiento de todo cubrimiento de Z y es obvio que ésta es puntualmente

finita y localmente finita. Por lo tanto es meta y paracompacto.

Teorema 3.1.31

El espacio (Z,z'k ) €S Conexo.

Demostracién:

Si. Tenemos que este espacio (Z,rk ) es la imagen de la funcion redondeo
de R en Z dotado de Ia topologia de Khalymski.

Teorema 3.1.32

El espacio (Z,rk), €8 CONexo por camino.

Demostracion:

Si. Sea m un entero par entonces existe una funcidn continua

f:[O,l]—)Z talquef(0)=myf(l):m+l.
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1],
J

P |

}y flx)=m+1sixe

D) [

En efecto si definimos f(x)=m si x € ‘70,
L \

f resulta continta.
Sea ne Z si n es impar su vecindad minima es ¥ (r) = {n}

Si n es distinto de  m+1, f '(V(n)) es vacio, luego abierto, si
n=m+l, [ (V(n)):[;,li‘ que también es abierto en [0,1],

Sinespary nzm,f” (V(n)) es vacio, luego abierto, si m = n, como la

vecindad minima de 7 es V(n) = {n -Lnn+ 1} = {m -1, m, m+ 1}, resulta

que /(7 (n) =10, 1].

Hemos probado asi que las vecindades minimas tienen imagenes inversas
abiertas por f, y esto equivale a decir que f es continua.

Esto prueba que dos enteros consecutivos siempre se pueden unir por un

camino en Z, y por lo tanto Z es conexo por caminos.

Teorema 3.1.33
El espacio (Z.7,) es arco conexo.
Demostracion:

No, porque no se puede definir una funcién inyectiva de [0,1] en Z .

Teorema 3.1.34
El espacio (Z, rk) es localmente conexo por camino.

Demostracion:

Las vecindades minimas son conexas por caminos.
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Teorema 3.1.35
El espacio(Z,z, ) es hiperconexo.
Demostracion:

No, porque {1} y {3} son abiertos disjuntos.

Teorema 3.1.36
E! espacio (Z, rk) es ultraconexo.
Demostracion:

No, porque {2} y {4} son cerrados disjuntos.

Teorema 3.1.37
El espacio(Z_, z'k) es localmente conexo.
Demostracion:
Si, las vecindades minimas son conexas. Si # estaen Z = {n,n+ 2} no es
abierto.
Teorema 3.1.38
El espacio (Z, rk) es localmente arco-conexo.
Demostraciéon: No, porgue no es contable.
Teorema 3.1.39
El espacio (Z,, ) es biconexo.
Demostracion:
El conjunto de los enteros mayores o iguales a cero es conexo puesto que es
la imagen de [a funcion valor absoluto de R enZ, es continua, Lips-1y

ademas par.
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Si se prueba que el conjunto de los enteros negativos ¥ = {— l,~—2,—3,....} es
conexo, podemos conciuir gue no es biconexo.

Basta probar que X ={1,2,3,..... } es conexo, pues la aplicacion f (n)=-n
tambien es Khalimsky continua.

Supongamos que X noesconexoy X — AU B, donde A, B son abiertos
yAn B = ¢, esto quiere decir que todos los pares no pueden estar incluidos
en A4, porque sino también estarian incluidos los impares y B seria entonces
vacio. Sea m el menor par no incluido en A, entonces m estden B.

Como B es abierto {m —Lm,m +1} B . Esto implica que m+ 2 tampoco
estaen 4, puessim+2c A, {m+1,m+2,m+3} estariainciuido en 4.

Esto es absurdo, pues m+1e B. De esta forma se prueba que 4 no
contiene ningun par mayor gue m, es decir todos los pares mayores o iguales

a m estan en B. Esto implica que todos los impares mayores o iguales a
m—1 estan en B. Es decir sea C = {m —lLmm+ 1,....}c B . De igual forma
si n es el menor par no incluidoen B, D= {n -Lan+ 1,....} c A.

Asi C D c An B = ¢ Pero esto es absurdo porque BNC # ¢.

Luego X es conexo y por fo tanto ¥ es conexo.

Asi Z={X U{o}uY} con {X U0}, ¥ conexos no vacios disjuntos.

Por la tanto Z no es biconexo.

Teorema 3.1.40

El espacio(Z,7,) es localmente biconexo.



41

Demostracion:
No. Porgue no es biconexo.

Teorema 3.1.41

En el espacio (Z, z‘,{) todos sus puntos son de dispersion.
Demostracion:

Sin esparl— {n} = {m; m < n}u {m; m > n}, ambos abiertos.
Si n esimparZ-— {n} = {m; m < n}u {m;m > n}, ambos cerrados.
Por lo tanto todos sus puntos son de dispersion.

Teorema 3.1.42

El espacio(Z,:rk) es totalmente disconexo por camino.
Demostracion:

No, porque es conexo por camino.

Teorema 3.1.43

El espacio (Z, rk) es totalmente disconexo.
Demostracion:

No, porque es conexo.

Teorema 3.1.44

El espacio (Z,7,) es totaimente separado.
Demostracion:

No, los espaciocs totalmente separados son disconexos.
Teorema 3.1.45

E! espacio (Z,7, ) es extremadamente disconexo.
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Demostracion:

No. Porque el espacio (Z,7,)noes T,.

Teorema 3.1.46

El espacio (Z,rk), es Cero-dimensional.

Demostracion:

No. Porque(Z, T, ) es conexo.

Teorema 3.1.47

El espacio (Z, 7, ), es disperso.

Demostracion:

No. Si 4 contiene solamente numeros pares y nc A,
fn-Lmn+i}n{d—{nl}=¢.

Si A contiene a n impar {n}m{A—{n}}= ¢. Ningun subconjunto de Z es
denso en si mismo.

Teorema 3.1.48

El espacio (Z,7, ), es discreto.

Demostracion: No.

Teorema 3.1.49

El espacio (Z, 7, ), es metrizable.

Demostracion:

No, porque no es pseudometrizable.
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Teorema 3.1.50

El espacio (Z,rk ) es de segunda categoria.

Demostracion:

Si. Los nunca densos son los subconjuntos del conjunto de los numeros
pares. Por lo tanto cualquier union de nunca densos es distinta de Z.
Teorema 3.1.51

Ei espacio (Z,7, ) es topoldgicamente completo.

Demostracién:

No, porque no es metrizabie.

Teorema 3.1.52

E! espacio (Z,7, ), tiene una familia localmente finita.

Demostracion:

Si pues la base formada por las vecindades minimas es una familia
localmente finita.

Teorema 3.1.53

El espacio (Z, T, ) es fuertemente conectado.

Demostracion:

Si, pues no existen funciones continuas sobre R no constantes.
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GLOSARIO

. Axioma T : Siq, b € X, entonces existe un conjunto abierto A € 1 tal

que se verifica una de fas siguientes proposiciones, a €A yb & A o
bhenb €Ay a¢A.

. Axioma T;: Sia,b € X, entonces existen abiertos 0,, 0} € 7, con
a € 0,yb € 0, respectivamente, talque b € 0, y a & 0.

. Axioma 7,: Si a,b € X, entonces existen conjuntos abiertos disjuntos
V,yVpy €1 talesquea €V, yb eV,

. Axioma 7,: Si A es un cerrado y b € A, entonces existen abiertos
disjuntos ¥V, y V), talesque AV y beV,.

. Axioma T,: Si A y B son cerrados disjuntos en X, entonces existen
abiertos disjuntos V; y V,, talesque AcV, yB c V).
. Axioma Ts: Sid y B son conjuntos separados en X, entonces existen
abiertos disjuntos 0, y Op talesque A c 0, y B € Op.

. Axioma T;_).l: Si a y b son dos puntos de un espacio topoldgico X,
2

entonces existen conjuntos abiertos 0, y 0, cona € 0, y b € 0y tal

que O, N Oy = §.



45

8. Axioma T31: SiIAc X, A cerrado y b & A, existe una funcidon de
2

Uryshon para A y {b}.

9. Primer Contable: Un espacio topoldgico es primer contable si el tiene
un sistema de vecindades en donde cada punto posee una base local
contable.

10.Segundo Contable: Un espacio topoldgico es segundo contable si
tiene una base contable.

11.Separable: Un espacio topolégico es separable si tiene un subconjunto
denso contable.

12.Lindeléff: Un espacio topoidgico es llamado Lindeloéff si cada
cubrimiento abierto tiene un subcubrimiento contable.

13.Localmente Compacto: Un espacio topolégico es llamado localmente

compacto si cada punto esta contenido en una vecindad compacta.

14 Localmente Finito: Sea X un espacio topolégico. Una coleccién A de
subconjuntos de X se dice que es localmente finito en X si todo punto

de X tiene una vecindad que interseca sélo a un nimero finito de
elementos de A

15.Paracompacto: Un espacio X es paracompacto si todo cubrimiento
abierto A de X tiene un refinamiento abierto localmente finito B que

recubre X.
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23.Conexo por Camino: Un espacio es conexo por camino si para cada

par de puntos a ¥ b , existe una funcién continua f tal que f(0) = a

y f(1) = b. La existencia de una funcién continua entre dos puntos

en un espacio, es una relacion de equivalencia.
24 Localmente Conexo por Arco: Un espacio es localmente conexo por
arco si los arco-componente de los subconjuntos abiertos de X son

abierfos en X

25.Conexo: Sea (X ,T ) un espacio topolégico y A un subconjunto de

X. Un conjunto A es conexo, si A es la union de dos conjuntos no
vacios separados.
26. o~ Compacto: Sea X un espacio topoldgico, X es llamado o-
compacto si €l es la unién contable de conjuntos compactos
27.Espacios Contable Compacto: Un espacio topolégico X es Hamado
contable compacto si una de las condiciones equivalentes se
satisface:
e Todo cubrimiento abierto contable de X tiene un subconjunto
finito.
¢ Todo conjunto infinito tiene un punto w-acumulacion en X.
¢ Toda sucesién tiene un punto de acumulacién en X,
e Toda coleccion contable de conjuntos cerrados con una
interseccidon vacia tiene una subfamilia finita con una

interseccion vacia.
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28.Espacio Secuencialmente Compacto: Un espacio topoldgico X es
llamado secuencialmente compacto si toda sucesion tiene una sub-
sucesion convergente.

29.Espacio Débil Contable Compacto: Un espacio topolégico X es débil
contable compacto si todo conjunto infinito tiene un punto limite.

30.Espacio Pseudocompacto: Un espacio X es llamado
pseudocompacto si toda funcidn real continua en X es acotada.

31.Disperso: Un espacio X es disperso si tiene un subconjunto denso en
si mismo.

32.Familia localmente finita: Es una familia de conjuntos de un espacio
topolégico para la cual cada punto tiene una vecindad que corta solo
un namero finito de miembros de la familia.

33.Segunda categoria: No es la unidén contable de nunca densos.

34.Base o - localmente finita: Una base que es la unidn de familias

locaimente finitas.

35.Espacio Compacto Local Fuerte: Un espacio X es llamado compacto
local fuerte si para cada punto x existe un abierto 0 cuya clausura
contiene a X y es compacto.

36.Espacio 0 —Localmente Compacto: Un espacio X es locaimente

compacto si es g-compacto y localmente compacto.

37.Condiciéon de Cadena Contable: Toda familia disjunta de conjuntos

abiertos es contable.
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38.Espacio Semiregular: Llamamos a un espacio Semiregular a un
espacio T, en donde los conjuntos abiertos regulares forman una base
para la topologia.

39 Hiperconexo: Un conjunto en donde no existen abiertos no vacios
disjuntos.

40.Ultraconexo: Un conjunto en donde no existen cerrados no vacios
disjuntos.

41.Biconexo. Conexo que no es la unién de dos conexos no vacios
disjuntos.

42 Puntos de dispersion. Si existe x tal que X — {x} es disconexo.
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CONCLUSIONES

Es importante destacar que este trabajo es unico con respecto a la
categorizacion de la Topologia de Khalimsky, por eso podemos

afirmar los siguientes enunciados.

» Elespacio (Z,1;) posee las siguientes propiedades:
e T,
» g- Compacto.
o Lindeliff
* Primero y segundo contable.
e Secuencialmente compacto
* Pseudo compacto
+ Locaimente compacto
+ Fuerte localmente compacto
e o — localmente compacto
s Separable
+ Paracompacto y metacompacto
*» Conexo
+ Conexo por camino
+ [ocalmente conexo por camino

¢ Localmente conexo
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s Todos sus puntos son de dispersion.
e Segunda categoria
o Tiene una familia localmente finita

¢ Fuertemente conectado.

> El espacio (Z, T;) no posee las siguientes propiedades:

¢ Uryshon.

e Semiregular.

* Regular.

o Completamente Regular.
* Normal.

o Completamente Normal.
¢ Perfectamente Normal.

s Totalmente T,
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Compacto

Contable compacto

Débil contable compacto
Arco conexo

Hiperconexo

Ultraconexo

Locaimente arco-conexo
Biconexo

Localmente biconexo
Totalmente disconexo por camino
Totalmente disconexo
Totalmente separado
Extremadamente disconexo
Cero-dimensional

Disperso

Discreto

Metrizable

Topologicamente completo
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