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RESUMEN 

En este trabajo de graduacion se presentan las propiedades basicas de los 
Espacios de Alexandroff. Ademas, se establecen las propiedades que 
caracterizan at espacio topologico de Khalimsky. Finalmente, determinamos a 
que categories mas comunes de espacios topolOgicos pertenece el espacio 
topologico de Khalimsky. 

SUMMARY 

This graduation work presents the basic properties of Alexandroff Spaces. 
Besides, It establishes the properties that indicate the Khalimsky topological 
spaces. Finally, We determinet to what common categories of the topological 
spaces belong the Khalimsky topological space. 
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INTRODUCCION 

En un espacio topologic°, se exige que la union arbitraria de abiertos sea 

tambien un abierto pero conocemos espacios topologicos en la que la 

intersecciOn arbitraria de abierto no es un abierto. 

Sin embargo, los espacios topologicos en las que los abiertos son estables 

por intersecciones arbitrarias, son de especial interes en la Topologia General 

y la Topologia Digital. 

En el afio 1936 Sergei Alexandroff realize) estudios acerca de aquellos 

espacios donde la interseccion arbitraria de conjuntos abiertos es abierta, 

mas adelante en el alio 1977 Efim Khalimsky public°, ciertos estudios 

acerca de estos espacios y adernas desarrollo una topologia sabre ellos, que 

boy en dia es la base de la Topologia Digital para el procesamiento de 

imagenes en computadora. 

Para tal fi n hemos dividido nuestro trabajo en tres capitulos, en el primero, se 

definen los conceptos basicos que cumplen los Espacios de Alexandroff y 

ademas se demuestran algunas propiedades y caracterizaciones de estos 

espacios y su relacion con los conjuntos parcialmente ordenados, que seran 

utilizados alas adelante. En el segundo capitulo estudiamos la Topologia de 

Khalimsky, y algunas de sus propiedades. Por Ultimo en el tercer capitulo 

veremos las propiedades topolOgicas que cumple el Espacio TopolOgico de 

Khalimsky utilizando como guia las definiciones contenidas en el libro de 

Ejemplos y Contraejemplos de Lynn Arthur Steen y J. Arthur Seebach Jr. 
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CAPITULO I 

ESPACIOS DE ALEXANDROFF 
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En este capitulo trabajaremos con Espacios de Alexandroff, sus propiedades, 

algunas caracterizaciones de estos espacios y su relacion con los conjuntos 

parcialmente ordenados. 

En un espacio topolOgico, se exige que la uni6n arbitraria de abiertos sea 

tambien un abierto pero conocemos espacios topolOgicos en la que la 

intersecciOn arbitraria de abierto no es un abierto. 

Sin embargo, los espacios topolOgicos en las que los abiertos son estables 

par intersecciones arbitrarias, son de especial interes en la Topologia General 

y la Topologia Digital. 

1.1Espacios de Alexandroff 

Definici6n 1.1.1 Un espacio topolOgico es de Alexandroff si la interseccion 

arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. 

Ejemplo 1.1.2 Sea X un conjunto no vacio consideremos r= 2 x  (partes de 

X). Esta es una topologia sabre X Ilamada la topologia discreta, es claro 

que ()CT) es de Alexandroff. 

Ejemplo 1.1.3 Sea (X, r) un espacio topolOgico y r = {X 41; la topologia 

grosera de X. Entonces (X ,r) es de Alexandroff. 
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Ejemplo 1.1.4 Sea X un conjunto no vacio y 

= ii4 c X 	es finito I u {Ø} 

La topologia de los complementos finitos. Entonces (x, r) no es de 

Alexandroff. 

Ejemplo 1.1.5 Sea X un conjunto no vacio, p c X. 

{ c X/p EA } u 
 {

o } 

p es una topologia sobre X y (x, r) es de Alexandroff (La topologia 

centrada en p). 

Ejemplo 1.1.6 Sea X un conjunto no vacio. Si B c X. 

TB = { A C X/Bc 
	

L)  { 0} 

B es de Alexandroff. 

Si B= X — {p } ,  la topologia de punto excluido. 

1.2 Ctr3racterizaciones de los Espacios de Alexandroff. 

Proposici6n 1.2.1 Un espacio topologic° (X, r) es de Alexandroff si y solo 

si la uniOn arbitraria de conjuntos cerrados es cerrada. 
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Una caracteristica importante de estos espacios es que tienen una base de 

elementos minimos o vecindad minima. 

Definicion 1.2.2 Sea (X, T) un espacio topologic° y X E X. 

Definimos 

✓ ( x) = n{Uer:xeln 

Observemos que para toda x elemento de un espacio topologic° ( x, T); 

Pues, at ser X un elemento de T tenemos que X E V(x). 

Claramente, cuando (X, r) es un espacio de Alexandroff, V(x) sera un 

elemento de Tr. El reciproco de esta afirmacion tambien es verdadero cuando 

✓ ( x )E V para toda xe X ,a continuaciOn damos la prueba. 

ProposiciOn 1.2.3 Sea (X, 	un espacio topologic°. 

Entonces V (x) E r, para toda X E X si y solo si (X, r ) es de 

Alexandroff. 

Demostracion: Si (X, r) es de Alexandroff es inmediato que 

✓ (x) E r, para toda X E X. Ahora, supongamos que V(X)E r 

para toda X E X y sea { U, 	una familia de abiertos de T. Hay que 

demostrar que fl /El  U, E T 
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Pq qufinientA con vArifinar que pgrn torin U e (Th iel 	existP 'Inn 

vecindad de U que es un subconjunto de 11  

Sea X0  G 9 U, ,  entonces, x0  E U para toda j E I, pero, por hipotesis 

V ( .X0 	E r, por lo que V ( X o 	C U./  para toda j E I. Por lo tanto 

E V ( )c n, € , U,. Concluimos que (X, 7 ) es de Alexandroff. 

Si (X, r) es de Alexandroff, Ilamaremos a V(x) la vecindad minima de x o 

la estrella de x, y la denotaremos como St(x) 

Observacion: Si (X, T) es un espacio de Alexandroff, xEX y V es una 

warirsrlarl rim v onfetnrcto ct(Y)C V 

Proposiciem 1.2.4 Sea (X, r) un espacio de Alexandroff. 

Entonces 

= {St (x); x e X} L.) {0 

Es una base de T. 

Demostracion: Por ser (X, r) de Alexandroff, c r. 

Para demostrar que )8 es una base de T es suficiente con asegurar que para 

cada xe X y cada vecindad U de x , existe un V E fl tal que 

xeV c U. 



8 

Sean XGX y U una vecindad de x, sabemos que St(x)c U. Par lo 

tanto /1 es base de T 

Sea Z el conjunto de los nUrneros enteros y consideremos la familia 13 de 

subconjuntos de Z dado par 

fl ={{2n, 2n + 1, 2n + 2 }: n c Z} 

o el equivalente, al generado por la base 

a = { {2n, 2n +1, 2n + 2}:n e Z}L) {2n+1: n e Z}u {0} 

Entonces fi es sub-base de una Unica topologia sobre Z. 

A esta topologia la Ilamamos la Topologia de Khalimsky sobre Z y la 

denotamos Tk. 

Observacion: Los abiertos de Tk son uniones de conjuntos de la forma 

{ n- 2, Pi - 1, n } con n par y{ n } con n impar 

Proposici6n 1.2.6 (Z, rk  )es un espacio de Alexandroff 

Demostracion: Comprobaremos que para cada n e Z; V (n) E T. 

Sea A = n —2, n-1, n y B = frt,n + 1,n+ 2} dos abiertos de Tk. 

Si n es par, tenemos que An B=1111 es abierto. 

Sea m E Z,M # n, si in < n, el abierto B no contiene a in, si 

in > n, el abierto A no contiene a m , por tanto V (n ) = {n} e rk. 
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Sines impar tenemos que n + 1 es par y C = n - 1, n, n +1 	es 

abierto y contiene a n, donde C = V (n) c Tk (Par la observacion anterior) 

Sea V una vecindad de n, entonces existe un abierto 0 de rk tal que 

ne0 c V (n) 

Por lo tanto Z, rk) es de Alexandroff. 

Observacion: 

De la demostraciOn anterior, tenemos que: 

1 { n} 	 si n es par 

1 St(n)= 	tn, — 1, n, n + 1) Si n es impar 

Recordemos que en un espacio de Alexandroff hablamos convenido en 

Ilamar a 144 estrella y denotarlas coma St(x). Luego la base que define al 

espacio Z, rk) de acuerdo a la Proposici6n 1.2.4 quedaria de la 

siguiente manera: 

fl = St (n) : n e 

SegOn el resultado anterior, (z, rk) es un espacio de Alexandroff pero, 

claramente, tiene un nomero infinito de elementos; este espacio lo 

Ilamaremos Espacio Topologic° de Khalimsky y es un contraejemplo al 

reciproco de la siguiente proposicion. 
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Proposici6n 1.2.7 Sea (X, r) un espacio topologico finito, entonces 

(x, r) es de Alexandroff. 

Demostraciam: Sea X finito, con IL elementos. Luego P(x) = 2, lo que 

implica que cualquier familia F c P (x) tiene un namero finite de 

elementos, por lo que cualquier intersecciOn de conjuntos abiertos es 

realmente una intersecciOn finita por lo tanto la interseccion arbitraria de 

conjuntos abiertos es un conjunto abierto asi (X, r) es de Alexandroff. 

Definici6n 1.2.8 (Ortocompacto) Dado un cubrimiento abierto de x existe 

un refinamiento que tambien es un cubrimiento abierto con la propiedad de 

que para cualquier punto, la intersecci6n de todos los abiertos del 

refinamiento que contiene at punto es abierta. 

Definicion 1.2.9 (Refinamiento) Sea ( (JA E , un cubrimiento de un 

espacio topolOgico (X, r). 

( TI, 1 
Un cubrimiento vv p fiej  de X se dice que es mas fino 	o que es un 

refinamiento de ( U, 	Si 

VfleJ aceeI/W0  cUa 
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Definiciem 1.2.10 Si (X, r) es un espacio topologic° y A c X 

denotaremos por A a la cerradura o clausura de A y se define como la 

interseccian de todos los conjuntos cerrados que contienen a A. 

Teorema 1.2.11 Sea A un subconjunto del espacio topologic° X. 

(a) Entonces x c A Si y solo si, cada conjunto abierto Uque 

contiene a x interseca a A. 

(b) Suponiendo que la topologia de x esta dada por una base, 

entonces x e A si y solo si, cada subconjunto B que contiene a 

x interseca a A. 

1.3 Espacios Topologicos Inducidos por ordenes Parciales. 

En esta secci6n, dado un conjunto parcialmente ordenado ( X, 0; 

construiremos una topologia en X tomando como base los conjuntos de la 

forma: 

U(x) = E X; x y} con x E X. 

Teorema 1.3.1 Sea ( X, ) un conjunto parcialmente ordenado. 

Entonces ( X, ) es un espacio topolOgico, donde r5 es la topologia 

generada por la base. 

= {u(x): xex} u {0} 
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donde U(x) = 

Demostracion: Primero probaremos que xux  U(x) = X. 

Sea -10 E X, entonces, coma IC as reflexiva x o  c U(xo  ). 

Luego X c U fi. Por lo tanto 
reX 

Sean xi , x2  E X y verifiquemos que existe U (x) c U(x, ) n U(x2  ) 

como y E U(x ) entonces Si 	x tenemos que 	y por lo tanto 

y E 	(X i  ). De igual forma se prueba que y E U(X2  ). 

Por lo tanto, r< es la Unica topologia de la que # es base. 

De acuerdo con el resultado anterior, U(x) as un conjunto abierto, para 

cualquier x e X. Mas al:in, no existe ningOn abierto no totalmente contenido 

en U(x). 

Observation: En cualquier espacio topologico (X, 	toda vecindad 

u(x) c U. 

Colorario 1.3.2. Si ( X, ) es un conjunto parcialmente ordenado y r< as 

la topologia dada par 	sobre X, (X, r< ) es de Alexandroff. 

DemostraciOn: Sea r) U, = 95 entonces, trivialmente 	u, 
'ET 	 1E1 

Supongamos n u, # 95, entonces U, L i  es una familia de abiertos de 
,CT 
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X e u, 	para 	toda 	E I, 	entonces 
jeT 

x e U(x )c r1U1 , hemos probado asi que fl  U. ;  es vecindad de 
Lei 	 ;El 

todos sus puntos; par lo tanto es abierto. 

Con esto (X, T< ) es de Alexandroff. 

Tenemos que para estos espacios U (x ) = 

Par lo que de ahora en adelante utilizaremos la notacion St(x ) cuando 

trabajemos con este tipo de espacio. Par definiciOn de St( x ), este es el 

abierto minima que contiene a x y podemos describirla en termino de la 

relacidn de orden en (1) 

Esto tambiOn es posible para describir al minimo conjunto cerrado que 

contiene a un elemento x, es decir, podemos caracterizar a la cerradura de 

cualquier elemento a partir de la relacien de orden. 

Escrito de otra forma tenemos que: 

Sea x E X, entonces u, 1 con I e I es la familia de abiertos de V  que 

contiene a x. Sabemos que n ui es abierta y contiene a U( x ), par lo 
jet 

tanto U(x ) = St(x). 

Proposicion 1.3.3 Sea ( X, 	un conjunto parcialmente ordenado, 

( x, r<  ) un espacio topolOgico y x EX 

Supongamos que 
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Entonces: Ix = ly c X : y 

DemostraciOrr Sea y c Ix }, como St(y) es abierto y contiene a y 

1 entonces Si (y (-1 ix f # 	; es decir X E St(y) iuego 

Supongamos que 	y 	x, entonces x E St(y) y par lo tanto 

St(y) n {x} # 0. 

Esto implica que todo abierto U que contiene a y, cumple que 

U n {x} # 0. Asi y E {X} . 

Ser de Alexandroff, no es la unica propiedad que estos espacios tienen. 

Recordemos que un espacio topologico (X, r) es To  o de Kolgomoroff, si 

para todo x, y E X existe U vecindad de x tal que y 	U , o, existe V 

vecindad de y tal que X % V 

Colorario1.3.4 Si ( X, )es un conjunto parcialmente ordenado y 	una 

topologia sabre X, entonces (X, 	) es To . 

Demostracion: Sean x,y G X, x 	y. Si x,y son comparables 

podemos suponer sin perdida de generalidad que x 	y. Es decir, 

y E St(x); si x e St(y), tendriamos que y 	x, lo que implicaria que 

x = y, pues 	es antisimetrica y esto contradice nuestras suposiciones. 

Por lo que X % St(y). 
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Si x, y no son comparables entonces St (y) es una vecindad de y que no 

contiene a x, lo mismo ocurre con St( x ), es una vecindad de x que no 

contiene a y. 

Por lo tanto, (X, 7-,) es To  

Ejemplo 1.3.5 Sea X un conjunto no vacio ordenado parcialmente y T la 

topologia sobre X que admite como sub-base la familia: 

= {[x, --->) / x E 

Sean x, yeX,x#y 

• Six 	y,entonces 	-->) E T y  X 	 -->) 

• Si y 	x , entonces [ x, —> E 	; y 0 [x, --->) 

• S x • y entonces 	—>) E r y X c [y, —>) 

Por consiguiente, X es un espacio topolOgico T0 . 

Ejemplo 1.3.6 Sea X un conjunto no vacidi cualquiera, y r la topologia 

caatica, entonces (X re ) no es T0 . 

Ejemplo 1.3.7 Sean X={(2n-1,2n+1)c91:neZ}u{2n+1e91:neZ} 

con la relacion 	definida por x y Si X E {yr, donde (yrd  denota la 

cerradura con respecto a la topologia usual de 9-1 del conjunto {y}. 
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Entonces: 

a) (X, 	es un conjunto parcialmente ordenado. 

b) Si denotamos con r a la topologia generada por como en el Teorema 

1.3.1 entonces (X,r) es un espacio To  de Alexandroff. 

Los elementos de este espacio son subconjuntos de nOmeros reales, uno 

formado por un solo nomero impar y otro formado por un intervalo abierto de 

longitud dos centrado en un nOmero par. 

Como ejemplo de los resultados obtenidos en esta seed& construiremos un 

espacio topologic° que resultara ser homeomorfo al Espacio de Khalimsky a 

partir de un conjunto parcialmente ordenado. 

Proposiciem 1.3.8 Sea (X ,r) un espacio topologic°, entonces 	,r,) es 

homeomorfo a (Z,r,), el Espacio TopolOgico de Khalimsky. 

Demostracion: Sea f :(X,rs ) —>(Z,rk ) dada por: 

12n 	si x = (2n -1,2n +1) 

'
x

'
)=1

2n+1 Si x=f2n+11 

Claramente f es inyectiva y sobreyectiva, luego f es invertible. 

Veamos ahora que f y f -1  son continuas. 

Como 13 = it2n, 2n + 1,2n + 2}: n E .Z1 U t2n: n E Z} U 0 es una base 
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en Tk Y 

a = {f(2n — 1,2n + 1)j  2n + 1}, (2n + 1,2n + 3)} c R:n E U 

f(2n — 1,2n + 1) c R:n E Zi U 0 

es una base de T. 

Demostraremos que la imagen inverse de 13 bajo f es un abierto de T. 

Sea U E 

Si U = f2TO para algun it E Z, entonces 

f = (U) = t(2n — 1,2n-F1)}Eacr 

Si U = f2n, 2n + 1,2n + 21 tenemos que 

f -1 (U) = ((2n — 1,2n + 1)) U {2n + 1}u f(2n + 1,2n + 3)1 E o-  c 

Par lo tanto f es continua. Para demostrar la continuidad de f -1  utilizamos 

los mismos razonamientos. 

Por lo tanto concluimos que f es un homeomorfismo. 

Una de las consecuencias inmediatas de esta proposiciOn es el siguiente 

corolario. 

Corolario 1.3.9 El Espacio de Khalimsky es T,. 

Demostracion: Ver Proposici6n 1.3.8 
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En la siguiente secci6n observaremos que dada una topologia sabre tin 

espacio, podemos generar una relaciOn de orden 5, para que un conjunto sea 

parcialmente ordenado. 

1.4. Conjuntos Parcialmente Ordenados a partir de un Espacio 

Topologic°. 

Teorema 1.4.1 Sea (X, r) tin espacio topolOgico To  y c una relaciOn 

definida por x y  si x E 	Entonces (X, 5) es un conjunto parcialmente 

ordenado. 

Demostracion: En primer lugar demostraremos que 5 es reflexiva. 

Sea x < x entonces x E Ux  (Ux  g Ux) por lo tanto x E fl Ux  y coma los 

Ux  son base de la topologia de entonces x E (X, 'r). Entonces < es 

reflexiva. 

Ahora probaremos la antisimetria de 5, sean x,yEX tales que y x y 

x y. 

Demostraremos que x = y. 

Supongamos que x # y, entonces para toda vecindad Ux , tenemos que 

y E U; lo mismo ocurre para toda vecindad Vy, X E V. esto contradice el 

hecho de que (X, r) es To, por lo tanto x = y y esto implica entonces que 

sea a ntisi metrica. 
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Finalmente, probaremos la transitividad. 

Sea z E Ux  (1 Uy , entonces z5x y z y par lo tanto se tiene que 

z E Uz  g Ux  n Uy  (la pertenencia vale par la reflexividad de 5 y la inclusion 

par la transitividad) donde 

Ux  = {y E X / y 	y Uy = {x E X / x 5 y}. 

Asi es tambien transitiva 

Par lo tanto (X, 5), es un conjunto parcialmente ordenado. 

La topologia definida a partir de un conjunto parcialmente ordenado y la 

relacion de orden que se define a partir de un espacio topolOgico estan 

estrechamente relacionadas. 

Corolario 1.4.2 Sean (x, r) un espacio topolOgico To  de Alexandroff, 	una 

relaciOn de orden y sea r<  la topologia en X generada par 5_.Entonces 

r<  = r. 

DemostraciOn: Para ver que r<  = r demostraremos que existe una base de 

r y una base de r<  que son iguales. 

Par la Proposicion 1.2.4 {St(x)} xcx , es base de r, y par el Teorema 

1.3.1 fU(x)}xex  es base de r donde U(x) = {y E X: x y}. 

Entonces, comprobaremos que St(x) = U(x) para toda x E X. 

Sean x EX yy E U(x). Verifiquemos que y E U(x) sly solo si 

y E St(x). 
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Por definiciOn de U(x), x E {y} y esto es equivalente a afirmar que toda 

vecindad U(x) tambien contiene a y ; es decir y E St(x). Por lo que, 

x 5_ y es equivalente a que y E St(x). 

Por lo tanto, St(x) = U(x) para toda x E X. Concluimos entonces que 

T = T5. 

1.5 Propiedades TopolOgicas de los Espacios de Alexandroff. 

Observaremos ahora las propiedades topologicas que cumplen los Espacios 

de Alexandroff. 

Teorema 1.5.1 Sea X un espacio de Alexandroff, y 	una base de X, las 

siguientes condiciones son equivalentes: 

# es una base minimal. 

	

Si fi' es una subfamilia de 	tal que Upep, 13 E fl 	usep, fl E 

Demostracion: 

	

Sea fr una base de X tal que 	g [3 y sea A E fl entonces 

A = UflieS, fli  E jY (por hipOtesis) 	A E 	Asi fl c 13% Luego 13 es 

minimal. 

Supongamos que C 13 es base de X. Sea B E fl \ entonces 

B = UB 1 EJBj Efl 	BE )3' y esto es absurdo. 

Asi toda base de X es incomparable con 13 o contiene a fl. Luego 161  es 

minimal. 
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Teorema 1.5.2 Sea X un espacio de Alexandroff X es To  Si y solamente Si 

17(x)=17(y), esto implica que x = y. 

Demostracion: 

Sean x, y E X. Si x # y entonces podemos suponer que existe 0 abierto 

tal que x E 0, y o ;  luego V(x) O, V(y)0 = V(x) V(y). 

Sean x, y E X, x # y n  V(x) # V (y). Supongamos que no es To  y sean 

x, y E X tat que todo abierto que contiene a x contiene a y y viceversa, 

entonces V(x) es abierto y contiene a y por la tanto V(y) g V(x). 

De esta forma se tiene que V(x) c V (y) y asi V(x) = V(y). Par la tanto 

no es To  3 x, y E X, x y : V(x) = V(y). 

Obseniacion: Los siguientes teoremas no se demostraran en esta semi& 

por que el interes de este trabajo es el estudio de la Topologia de 

Khalimsky, sin embargo en el Capitulo III se daran las demostraciones de 

cada uno. 

Teorema 1.5.3 Sean X yY espacios de Alexandroff; U y V sus respectivas 

bases minimas. 

Entonces: 

1. Si X es un sub-espacio de Y, entonces U = 	n X :V e 11. 

2. X X Y es un espacio de Alexandroff y su base minima esta dada por 

UxV=IU x17,: UjeU, 



22 

Teorema 1.5.4 	Sea X un espacio de Alexandroff — To . Las siguientes 

afirmaciones son equivalentes: 

1.  X es conexo por arco 

2.  X es conexo 

3.  X es conexo por cadena 

4.  Para todo a,b c X, existe 	 X tal que a, = a, 

17 1a 1 1n14a,)# 0 si 

a, = b y 

5.  Para todo a,b E X, existe ao ,....a„,,c X tal que a, = a, a„,,=b y 

jai nV(e0 0 si i — 

6 Para todo a,b c X , existe a„,....ac X tal que a, = a, ak+,=b y 

la, In tail 
	

si — 

Teorema 1.5.5 Sea X un espacio Alexandroff - To  entonces: 

1. X es localmente conexo por arco 

2. X es primer contable 

3. X es ortocompacto 

4. X es paracompacto si y solo si, toda V(x) contiene solamente un 

nOrnero finito de V(y), si X es paracompacto entonces X es 

localmente finito (Su inversa no es cierta). 

5. X es segundo contable si y solo si, el es contable 



23 

„ 
6. X es separable si y solo si X = /it xn j 

n=1 

„ 
7. X es Lindelaff si y solo si X = U Tlxj. 

n=1 

8. Existen espacios Lindelaff To  — Alexandroff que no son separable y 

espacio separable To  — Alexandroff que no son Lindeloff. 

9. Si X es finito, entonces X es compact°. 

10.Si X es localmente finito, entonces es localmente compacto. 

11. X es contable si y solo si X es localmente contable y Lindeloff. 

12. Si X es localmente finito, X es compacto si y solo si X es finito. 

Teorema 1.5.6 Sea X un Espacio de Alexandroff entonces: 

1 X es regular si y solamente si V(x), es cerrado pare todo x E X 

(donde X es 0 — dimensional) 

2 Si X es regular y compacto, entonces X es localmente compacto. 

3. Si X es regular y separable, entonces X es perfectamente normal. 

4. X es pseudo- metrizable si y solamente si V(x) es cerrado y finito 

pare todo x E X. 
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CAPiTULO II 

LA TOPOLOGiA DE KHALIMSKY 
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En el alio 1936 Sergei Alexandroff realize) estudios acerca de aquellos 

espacios donde la intersecciOn arbitraria de conjuntos abiertos es abierta, en 

el ano 1970 Efim Khalimsky realize) ciertos estudios acerca de estos 

espacios y mas adelante en el afio 1977 los pOblico; desarrollando una 

topologia sabre ellos, que hay en dia es la base de la Topologia Digital para 

el procesamiento de imagenes en computadora. 

2.1 Topologia de Khalimsky 

Definicion 2.1.1 El conjunto Z con la topologia rk definida en la 

ProposiciOn 1.2.5 recibe el nombre de Topologia de Khalimsky. 

Observamos entonces que esta topologia tiene coma sub-base a la familia 

={{2n, 2n + 1, 2n + 2}:neZ} 

o el equivalente formado por la base 

cr ={{2n, 2n + 1, 2n + 2}: n E z } u{2n+1 	n e Z }u{Ø} 

Observacion: Los abiertos de T k son uniones de conjuntos de la 

forma fn— 2,n — 1,n) con 11 par y { n} con it impar. 

Definici6n 2.1.2 Otra forma de definir la Topologia de Khalimsky es la 

siguiente: 

Recordemos que un nOmero real x se puede expresar de la forma: 

x = [x] {x} donde [x] es la parte entera de x, es decir el mayor entero 

menor que x y ix) es la parte decimal de x. 
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Por definicion [x] E Z, y 0 tx} < 1. 

Consideremos 91 con la topologia usual y las funcionesg :91 —> Z y 

f : 91 —> Z definidas de la siguiente forma: 

[x] 	si [x] es par 

9(x) = 

{x} + 1 si [x] es impar 

Donde f no es mas que la conocida funciOn de redondeo. 

La topologia de Khalimsky sobre Z es la topologia mas fina sobreZ tal que 

f : 91 —> Z es continua. 

Definiciem 2.1.3 El conjunto Z con la topologia Tic  definida en la 

Proposicion 1.2.5 recibe el nombre de Linea de Khalimsky. 

Observamos entonces que la Linea de Khalimsky es un espacio de 

vecindades minimas y adernas conexo. 
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Definick5n 2.1.4 Un intervalo de la forma [a, bin Z es llamado Intervalo de 

Khalimsky. 

Definician 2.1.5 (Topologia Final) Sea (X, 	un espacio topologic° y 

f : X -4 Y una aplicaciOn suryecfiva. 

Definimos la siguiente topologia if  en Y 

if  = [0' c Y; f'(0') c r} 

Esta topologia se llama topologia final en Y determinada par (X, 	y f. Esta 

topologia tiene las siguientes propiedades: 

1. La aplicacion f: (X, r) -> (Y , if ) es continua. 

2. La topologia if  es la topologia mas fina en Y que hace continua 

a f. Esto significa lo siguiente: Sea V otra topologia en Y que 

satisface que la aplicaciOn f: (X, r) -> (Y, t) sea continua. 

Entonces V c if . 

3. Sea g una aplicaciOn tat que g: (Y , if) -> (Z,r . ). Entonces g 

es continua si y solamente Si g° f es continua. 
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Definicion 2.1.6 Sea f: At —> N una aplicacion entre dos espacios 

matrices, se dice quef satisface la condicion de Lipschitz si existe una 

constante k > 0 tat que (4, f (y* k cl(x, y) para todo x, y E M. En tat 

caso, k es Ilamada la constante de Lipschitz de la funcion. 

Ademas toda funcion Lipschitz es uniformemente continua y por lo tanto 

continua. Las funciones de Lipschitz donde k = 1 reciben el nombre de 

funciones cortas. 

Proposicion 2.1.7 Sea X un espacio topologic° y f: X —>Z una 

aplicacion continua y x0  e X. Si f(x0 ) es impar entonces f es constante en 

14x0 ) y 7(x)— Axa ) 1  lpara todo xe{ x}. Si Ad es par, entonces 

f es una constante en }x}y f — f(x o  ) 1 para todo x e V(x 0 ). 

DemostraciOn: Sea y0  = f(X0 ) impar. Entonces 	{y0 } es un abierto, 

donde f (ty0 D es abierto dado que V(x0)c f (1Y 01) 

donde f(17(xo ))={y„} Mas aUn, si el conjunto A = {y0 ,y0 ±1} es cerrado, 

entonces el conjuntof (A) es un cerrado y esto implica quef (x)E A para 

todo x Glx 1. 
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Teorema 2.1.8 Una funciOn f : Z —> Z es continua si y solo si 

1. f es Lipschitz 1 

2. Para todo x par, f (x) x tno d (2) implica que f(x±1) = f (x) 

Demostraciem: Sea A = {y - 1,y,y+11 donde y es un narnero par de 

cualquier elemento de una sub-base, mostraremos que 	(A) es un abierto. 

Si x e r (A) es impar, entonces {x} es una vecindad dex . Si x es par, 

tenemos entonces dos casos: 

• Si f (x) es impar, la condiciem (2) implica que f(x + 1) = f (x) asi 

que{x-1,x,x +1} c 	(A) es una vecindad de x. 

• Si f (x) es par, entoncesf(x) = y, la condiciOn Lip-1 implica que 

f(x ±1)— y 1 	donde 	obtenemos 	otra 	vez 	que 

{x — 1,x, x +1} c f (A) es una vecindad de x 

Por la tanto f es continua. 

Teorema 2.19 Sea {xn }una sucesido en el espacio (Z,v,). Si {x n } 

converge entonces tiene rango finito. (Lo contrario no es cierto) 
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CAPITULO III 

PROPIEDADES TOPOLOGICAS DEL ESPACIO 

DE KHALYMSKY. 
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En este capitulo veremos las propiedades topologicas que cumple el Espacio 

de Khalimsky utilizando el Libro de Lynn Arthur Steen y J. Arthur Seebach Jr. 

Por ser el Espacio de Khalimsky (Z,r k ) homeomorfo a un Espacio Te, de 

Alexandroff, entonces podemos verificar que este espacio cumple con las 

siguientes propiedades. 

3.1 Propiedades Topologicas que cumple el Espacio de Khalimsky. 

Teorema 3.1.1 

El espacio (Z,rk  ) es To . 

DemostraciOn: 

Utilizando la Proposici6n 1.3.8 y el Teorema 1.3.5, vemos que este espacio 

es homeomorfo a un espacio To  de Alexandroff, por lo tanto es To . 

Teorema 3.1.2 

El espacio (Z,z-k  ) es 7;. 

Demostracion: 

En el espacio topologic° (Z,r k . ) los conjuntos unitarios con ii impar no son 

cerrados. 

Teorema 3.1.3 

El espacio (Z, TA es Tr  

Demostracion: 

El espacio(Z,z-k  ) no es T. 
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Teorema 3.1.4 

El espacio (Z,z-4 ), es T 1 . 
2

2  

Demostracion: 

No. Porque (Z, 1k) no es T2. 

Teorema 3.1.5 

El espacio (Z,'t - 4 ) es T. 

Demostracion: 

El espacio (Z,r,), no es T. 

Teorema 3.1.6 

El espacio (Z,14 ) no es T 
3- 

2 

Demostracian: 

En este espacio (Z 4 r 4 ) las Onicas funciones continuas que existen son 

constantes. 

Teorema 3.1.7 

El espacio (Z,v k  ) es 7', . 

Demostraci6n: El espacio (Z, rk ), no es 713 . 

Teorema 3.1.8 

El espacio (Z, r k ) , es T5  . 

Demostracion: 

El espacio (Z, r k ), no es T4. 
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Teorema 3.1.9 

El espacio (Z, T A  ), es de Uryshon. 

DemostraciOn: 

No. En este espacio las Onicas funciones continuas son constantes. 

Teorema 3.1.10 

El espacio (Z,r,), es Semiregular. 

Demostracion: 

El espacio 	), no es un espacio 1T2. 

Teorema 3.1.11 

El espacio (Z, k ), es Regular. 

DemostraciOn: 

El espacio (Z,r, ), es T, pero no es T. 

Teorema 3.1.12 

El espacio (Z,rk ), es completamente Regular. 

Demostraci6n: 

No. Las Onicas funciones continuas son constantes. 

Teorema 3.1.13 

El espacio (Z, TA  ), es Normal. 

Demostracion: Este espacio no es i; ni tampoco T4 . 

Teorema 3.1.14 

El espacio (Z, r,,), es Completamente Normal. 
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Demostraci6n: 

El espacio (Z,r,) no es T, ni 15 . 

Teorema 3.1.15 

El espacio (Z, r k ), es Perfectamente Normal 

Demostraci6n: 

El espacio (Z,rk ), no es un espacio T. 

Teorema 3.1.16 

El espacio (Z,rk ), es totalmente T4 . 

Demostracien: 

No. El espacio topologic° (Z,r k  )no es regular. 

Teorema 3.1.17 

El espacio (Z,rk ), es compacto. 

DemostraciOn: 

No. Este espacio topolOgico no posee un subcubrimiento finito que cubra 

todo el espacio. 

Teorema 3.1.18 

El espacio (Z,rk ), es a — Compact°. 

Demostracion: 

Si. El espacio (Z,rk ), esta formado por la union de conjuntos contables 

compactos. 
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Teorema 3.1.19 

El espacio 	) es Linde/W. 

Demostracion: 

El espacio (Z, T ic ), es primero y segundo contable. 

Teorema 3.1.20 

El espacio (Z,z-k  ), es contable compacto. 

Demostracion: 

No. Las vecindades minimas en este espacio forman un cubrimiento contable 

pero no poseen un subcubrimiento finito. 

Teorema 3.1.21 

El espacio (Z,rk  ), es secuencialmente compacto. 

Demostraci6n: Si. 

Teorema 3.1.22 

El espacio (Z,T k  ), es debil contable compacto. 

Demostraci6n: 

No. El conjunto de numeros pares no tiene un punto de acumulacion. 

Teorema 3.1.23 

El espacio (Z, ri  ) , es pseudo compacto. 

Demostraci6n: 

Si. Tenemos que la (micas funciones continuas sobre 91 en este espacio son 

constantes y por lo tanto acotadas. 

br /3 1RIOTECA5 '0:9 Cr 
ONIYERSIDAD DE PANAM.; 

(SIBICT) 
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Teorema 3.1.24 

El espacio (Z, T ic ), es localmente compacto. 

Demostracion: 

Si. En este espacio las vecindades minimas son finitas y par tanto compactas. 

Teorema 3.1.25 

El espacio (Z,rk ), es fuerte localmente compacto. 

Demostracion: 

Si. En este espacio las clausuras de las vecindades minimas son fin itas y par 

tanto compactas. 

Teorema 3.1.26 

El espacio (Z,rk  ), es o- -localmente compacto. 

Demostraciem: 

Si. El espacio (Z,v,c ) es a- compacto y localmente compacto. 

Teorema 3.1.27 

El espacio (Z,vk  ) es separable. 

Demostracion: 

El espacio (Z,vk  ) es primer y segundo contable. 

Teorema 3.1.28 

El espacio (Z,z-k ) es primer contable. 

Demostraciem: 

El espacio (Z,r k ) posee una vecindad minima en donde cada una tiene una 

base local contable. 
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Teorema 3.1.29. 

El espacio (Z,rk ) es segundo contable. 

Demostraci6n: 

Todo espacio segundo contable es primer contable. 

Teorema 3.1.30 

El espacio (Z,z-k ) es paracompacto y metacompacto. 

Demostraci6n: 

Tenemos que en este espacio la familia de vecindades minimas es un 

refinamiento de todo cubrimiento de Z y es obvio que esta es puntualmente 

finite y localmente finita. Por lo tanto es meta y paracompacto. 

Teorema 3.1.31 

El espacio 	r/  j, es conexo. 

Demostracion: 

Si. Tenemos que este espacio (Z,z-k ) es la imagen de la funciOn redondeo 

de 91 en Z dotado de la topologia de Khalymski. 

Teorema 3.1.32 

El espacio (Z, r,), es conexo por camino. 

Demostracion: 

Si. Sea in un entero par entonces existe una fund& continua 

f : [0 ,1] —> Z tal que f (0) = m y f = m + 1 . 



n = m +1, f '0/(0= —, 1 que tambion es abierto en [OA. 
\ 2 _ 

( 
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1 
En efecto si definimosf (4= m si x e[0, 	y 1(4= m +1 si x 

L 2 J 	 \ 	J 

f resulta continua. 

Sea n e Z si n es impar su vecindad minima es V (n)= {n}. 

Si n es distinto de 	m+1, f -1 (17(n)) es vacio, luego abierto, si 

Si n es par y 	m ,f (V (12)) es vacio, luego abierto, si in = n, como la 

vecindad minima de n es 1/(n)={n —1, n,n+1}={m —1, in , m + 1}, resulta 

que f (V (n))=[0,1]. 

Hemos probado asi que las vecindades minimas tienen imagenes inversas 

abiertas por f, y esto equivale a decir que f es continua. 

Esto prueba que dos enteros consecutivos siempre se pueden unir por un 

camino en Z, y por lo tanto Z es conexo por caminos. 

Teorema 3.1.33 

El espacio (Z,r, ) es arco conexo. 

Demostraci6n: 

No, porque no se puede definir una funcion inyectiva de [0,1] en Z. 

Teorema 3.1.34 

El espacio (Z,r k ) es localmente conexo por camino. 

DemostraciOn: 

Las vecindades minimas son conexas por caminos. 
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Teorema 3.1.35 

El espacio(Z,rk  ) es hiperconexo. 

Demostracion: 

No, porque {1} y {3} son abiertos disjuntos. 

Teorema 3.1.36 

El espacio (Z, T A.) es ultraconexo. 

Demostraci6n: 

No, porque {2} y {4} son cerrados disjuntos. 

Teorema 3.1.37 

El espacio(Z,rk  ) es localmente conexo. 

Demostracion: 

Si, las vecindades minimas son conexas. Si n esta en Z = tn,n+ 21 no es 

abierto. 

Teorema 3.1.38 

El espacio (Z, Tic ) es localmente arco-conexo. 

DemostraciOn: No, porque no es contable. 

Teorema 3.1.39 

El espacio (Z,r,) es biconexo. 

DemostraciOn: 

El conjunto de los enteros mayores o iguales a cero es conexo puesto que es 

la imagen de la funcion valor absoluto de 91 en Z , es continua, Lips-1 y 

ademas par. 
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Si se prueba que el conjunto de los enteros negativos Y = {-1,-2,-3,....} es 

conexo, podemos concluir que no es biconexo. 

Basta probar que X = {1,2,3, 	} es conexo, pues la aplicacion f(n)= -n 

tambien es Khalimsky continua. 

Supongamos que X no es conexo y X c AuB, donde A,B son abiertos 

yAnB=0, esto quiere decir que todos los pares no pueden estar incluidos 

en A, porque sino tambien estarian incluidos los impares y B seria entonces 

vacio. Sea m el menor par no incluido en A, entonces in este en B. 

Como B es abierto 	-1,m,m +1} c B . Esto implica que m + 2 tampoco 

esta en A, pues si m + 2 c A, fin + 1,m + 2,m + 3} estaria incluido en A . 

Esto es absurdo, pues in +1 eB. De esta forma se prueba que A no 

contiene ningun par mayor que m, es decir todos los pares mayores o iguales 

a in estan en B. Esto implica que todos los impares mayores o iguales a 

m -1 estan en B. Es decir sea C = fin -1,m,rn +1,....} c B. De igual forma 

si n es el menor par no incluido en B, D = fn -1,n,n 	c A. 

Asi CnDcAnB=0.Pero esto es absurdo porque BnC#0. 

Luego X es conexo y por lo tanto Y es conexo. 

Asi Z = 	u {0}u y} con {X u {0}}, Y conexos no vacios disjuntos. 

Por la tanto Z no es biconexo. 

Teorema 3.1.40 

El espacio(Z,r k ) es localmente biconexo. 
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Demostracion: 

No. Porque no es biconexo. 

Teorema 3.1.41 

En el espacio (z, r k ) todos sus puntos son de dispersiOn. 

Demostracion: 

Si n es par Z — {n} --= {m; m < n} {ni ; m > n} , ambos abiertos. 

Si n es impar Z — {n} --= {m; m < n} {m ; m > n} , ambos cerrados. 

Par lo tanto todos sus puntos son de dispersion. 

Teorema 3.1.42 

El espacio(Z, r k ) es totalmente disconexo par camino. 

Demostracion: 

No, porque es conexo par camino. 

Teorema 3.1.43 

El espacio (z, r k ) es totalmente disconexo. 

Demostracion: 

No, porque es conexo. 

Teorema 3.1.44 

El espacio (Z,T a es totalmente separado. 

Demostracion: 

No, los espacios totalmente separados son disconexos. 

Teorema 3.1.45 

El espacio (Z,rk ) es extremadamente disconexo. 
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Demostraci6n: 

No. Porque el espacio (Z,r k ) no es T2 . 

Teorema 3.1.46 

El espacio (Z,z-k  ), es Cero-dimensional. 

Demostraci6n: 

No. Porque(Z,T k  ) es conexo. 

Teorema 3.1.47 

El espacio (Z, r,), es disperso. 

Demostraci6n: 

No. Si 	A 	contiene solamente nUmeros pares y nc A, 

fn-1,n,n+ On - {n}} = 0. 

Si A contiene a n impar {n}n {A — {n}} = 0. Ningim subconjunto de Z es 

denso en si mismo. 

Teorema 3.1.48 

El espacio 	1- ,c ), es discreto. 

Demostraci6n: No. 

Teorema 3.1.49 

El espacio (Z,Tk  ), es metrizable. 

Demostraci6n: 

No, porque no es pseudometrizable. 
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Teorema 3.1.50 

El espacio (Z,r fc ), es de segunda categoria. 

Demostraci6n: 

Si. Los nunca densos son los subconjuntos del conjunto de los nOrneros 

pares. Par lo tanto cualquier union de nunca densos es distinta de Z. 

Teorema 3.1.51 

El espacio (Z, rk ), es topolOgicamente completo. 

Demostraci6n: 

No, porque no es metrizable. 

Teorema 3.1.52 

El espacio (Z,rk ), tiene una familia localmente finita. 

Demostracion: 

Si pues la base formada por las vecindades minimas es una familia 

localmente finita. 

Teorema 3.1.53 

El espacio 	rk ), es fuertemente conectado. 

Demostraci6n: 

Si, pues no existen funciones confirm:in sabre 91 no constantes. 
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GLOSARIO 

1. Axioma T: Si a, b E X, entonces existe un conjunto abierto A E T tat 

que se verifica una de las siguientes proposiciones; a E A ybOA o 

bienbEA y aE A. 

2. Axioma T1 1 Si a, b E X, entonces existen abiertos Oa, Ob E T, con 

a E Oa  y b E 010  respectivamente, tal que b E Oa  y a E Ob. 

3. Axioma 7 2 : Si a, b E X, entonces existen conjuntos abiertos disjuntos 

Va  y Vb E T tales que a E Va  y b E Vb. 

4. Axioma 	: Si A es un cerrado y b e A, entonces existen abiertos 

disjuntos Va  y Vb tales que Ac V:, y b eV b . 

5. Axioma T4: Si A y B son cerrados disjuntos en X, entonces existen 

abiertos disjuntos Va  y Vb tales que A c Va  y B c Vb. 

6. Axioma T5: Si A y B son conjuntos separados en X, entonces existen 

abiertos disjuntos OA y OB tales que A c OA y B c OB. 

7. Axioma T 	Si a y b son dos puntos de un espacio topologic° X, 
2 

entonces existen conjuntos abiertos Oa  y Ob con a E Oa  y b E Of)  tat 

que Oa  n -0; = 0. 
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8. Axioma T 1 .  Si A c X, A cerrado y b E A, existe una fund& de 
2 

Uryshon para A y {b). 

9. Primer Contable: Un espacio topologic° es primer contable si el tiene 

un sistema de vecindades en donde cada punto posee una base local 

contable. 

10.Segundo Contable: Un espacio topologic° es segundo contable Si 

tiene una base contable. 

11. Separable: Un espacio topolOgico es separable si tiene un subconjunto 

denso contable. 

12.LindelOff: Un espacio topologic° es llamado Lindeloff si cada 

cubrimiento abierto tiene un subcubrimiento contable. 

13.Localmente Compacto: Un espacio topologic° es llamado localmente 

compacto si cada pinto este contenido en una vecindad compacta. 

14.Localmente Finito: Sea X un espacio topolOgico. Una colecciOn A de 

subconjuntos de X se dice que es localmente finito en X si todo punto 

de X tiene una vecindad que interseca solo a un !limner° finito de 

elementos de A 

15.Paracompacto: Un espacio X es paracompacto si todo cubrimiento 

abierto A de X tiene un refinamiento abierto localmente finito B que 

recubre X. 
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23.Conexo por Camino: Un espacio es conexo por camino si para cada 

par de puntos a y b , existe una fund& continua f tal que f(0) = a 

y f (1) = b. La existencia de una fun& continua entre dos puntos 

en un espacio, es una relacion de equivalencia. 

24.Localmente Conexo por Arco: Un espacio es localmente conexo por 

arco si los arco-componente de los subconjuntos abiertos de X son 

abiertos en X 

25.Conexo: Sea (X, r ) un espacio topolOgico y A un subconjunto de 

X. Un conjunto A es conexo, si A es la union de dos conjuntos no 

vacios separados. 

26. a— Compacto: Sea X un espacio topolOgico, X es llamado a- 

compact° si el es la union contable de conjuntos compactos 

27.Espacios Contable Compacto: Un espacio topologic° X es llamado 

contable compacto Si una de las condiciones equivalentes se 

satisface: 

• Todo cubrimiento abierto contable de X tiene un subconjunto 

finito. 

• Todo conjunto infinito tiene un punto w-acumulaciOn en X. 

• Toda sucesion tiene un punto de acumulacion en X. 

• Toda coleccian contable de conjuntos cerrados con una 

interseccion vacia tiene una subfamilia finita con una 

interseccion vacia. 
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28. Espacio Secuencialmente Compacto: Un espacio topologic° X es 

llamado secuencialmente compacto Si toda sucesi6n tiene una sub-

sucesi6n convergente. 

29. Espacio Debil Contable Compacto: Un espacio topolOgico X es debil 

contable compacto si todo conjunto infinito tiene un punto limite. 

30. Espacio Pseudocompacto: Un espacio X es llamado 

pseudocompacto si toda funcion real continua en X es acotada. 

31. Disperso: Un espacio X es disperso si tiene un subconjunto denso en 

Si mismo. 

32. Familia localmente finita: Es una familia de conjuntos de un espacio 

topolOgico para la cual cada punto tiene una vecindad que corta solo 

un nOmero finito de miembros de la familia. 

33. Segunda categoria: No es la union contable de nunca densos. 

34.Base a - localmente finita: Una base que es la union de familias 

localmente finitas. 

35.Espacio Compacto Local Riede: Un espacio X es llamado compacto 

local fuerte si para cada punto x existe un abierto 0 cuya clausura 

contiene a x y es compacto. 

36.Espacio a —Localmente Compacto: Un espacio X es localmente 

compacto si es o--compacto y localmente compacto. 

37.Condicion de Cadena Contable: Toda familia disjunta de conjuntos 

abiertos es contable. 
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38.Espacio Semiregular: Llamamos a un espacio Semiregular a un 

espacio T2 en donde los conjuntos abiertos regulares forman una base 

para la topologia. 

39. Hiperconexo: Un conjunto en donde no existen abiertos no vacios 

disjuntos. 

40.Ultraconexo: Un conjunto en donde no existen cerrados no vacios 

disjuntos. 

41.Biconexo. Conexo que no es la uniOn de dos conexos no vacios 

disjuntos. 

42. Puntos de dispersion. Si existe x tal que X — {x} es disconexo. 
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CONCLUSIONES 

Es importante destacar que este trabajo es Calico con respecto a la 

categorizacion de la Topologia de Khalimsky, por eso podemos 

afirmar los siguientes enunciados. 

El espacio (Z, T ic ) posee las siguientes propiedades: 

• To  

• o-- Compact°. 

• Lindelo f f 

• Primero y segundo contable. 

• Secuencialmente compacto 

• Pseudo compacto 

• Localmente compacto 

• Fuerte localmente compacto 

• cr — localmente compacto 

• Separable 

• Paracompacto y metacompacto 

• Conexo 

• Conexo por camino 

• Localmente conexo por camino 

• Localmente conexo 
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• Todos sus puntos son de dispersi6n. 

• Segunda categoria 

• Tiene una familia localmente finita 

• Fuertemente conectado. 

'Jr El espacio (Z, k) no posee las siguientes propiedades: 

• Ti  

• Ty 

• 

• T3 3 

• 

• T4 

• T5 

• Uryshon. 

• Semiregular. 

• Regular. 

• Completamente Regular. 

• Normal. 

• Completamente Normal. 

• Perfectamente Normal. 

• Totalmente T4 
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• Compacto 

• Contable compacto 

• Debi] contable compacto 

• Arco conexo 

• Hiperconexo 

• Ultraconexo 

• Localmente arco-conexo 

• Biconexo 

• Localmente biconexo 

• Totalmente disconexo por camino 

• Totalmente disconexo 

• Totalmente separado 

• Extremadamente disconexo 

• Cero-dimensional 

• Disperso 

• Discreto 

• Metrizable 

• TopolOgicamente completo 
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