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RESUMEN 

En esta investigación presentamos un estudio de un tópico muy particular del 
Álgebra lineal básica; a saber, empleando la teoría de los determinantes y sin el 
uso de ella. Seguimos los puntos de vista de Garry Tee, Sheldon Axler y Charles 
Broyden. Estudiamos para ello conceptos básicos de Álgebra lineal como lo son 
matrices, cambio de base, determinantes, vectores y valores propios de una 
matriz y de un operador, ecuación y polinomio característico de una matriz. Se 
ejemplifica la forma de hallar valores propios y su multiplicidad algebraica y 
geométrica. Probamos teoremas que relacionan los valores y vectores propios 
con el polinomio característico, así como otros resultados de valores y vectores 
propios. Finalmente se hace una comparación de los dos enfoques: Garry Tee y 
Charles Broyden estableciendo ventajas y desventajas de ambos. Para ello se 
presentan demostraciones de algunos teoremas, a fin de establecer una 
conclusion sobre si emplear o no los determinantes en el desarrollo del Álgebra 
lineal. 

ABSTRACT 

In this research we introduce a study of linear algebra using the theory of 
determinants and another one without this theory. We focus in the view points of 
Garry Tee, Sheldon Axler y Charles Broyden. We study to do so basics concepts 
of linear algebra like matrixes, change of base, determinants, vectors, and 
eigenvalues of a matrix and an operator, equation and characteristic polynomial of 
a matrix. lt illustrates the forrn of finding eigenvalues, algebraic and geometric 
multiplicity. We review the proofs of theorems that relate values and eigenvectors 
with characteristic polynomial as well as some another results of values and 
eigenvectors. Finally, we make a comparison of two approaches: Garry Tee and 
Charles Broyden looking for advantages and disadvantages. For that we show 
demonstrations of some theorems trying to find a conclusion. 
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INTRODUCCIÓN 

Son muchos los investigadores que emplean los determinantes en sus trabajos, 

sin embargo, para algunos matemáticos como Sheldon Axler los determinantes 

sólo son necesarios en alguna pequeña parte del pregrado, como por ejemplo la 

fórmula de cambio de variables en las integrales múltiples, pero para otros existen 

áreas significativas de la Matemática de pregrado que requieren el uso de los 

determinantes. El tema central de este trabajo radica en hacer un estudio de la 

teoría de determinantes en el Álgebra lineal y sus usos en esta 

En el primer capítulo nos centramos en el estudio de los conceptos básicos y 

propiedades de los determinantes en el Álgebra lineal. Así como los conceptos de 

permutaciones, matriz de cambio de base, semejanza, entre otros. 

En el segundo capítulo estudiamos los vectores y valores propios de una matriz. 

Demostramos algunas equivalencias. Definimos polinomio característico, espacio 

propio de una matriz asociado al valor propio correspondiente, así como el 

concepto de multiplicidad geométrica y algebraica- También demostramos 

teoremas sobre la existencia de valores propios y matrices singulares y 

diagonales. 

En el tercer capítulo estudiamos los escritos de Garry Tee y Sheldon Axler sobre 

los determinantes. Para ello, presentamos demostraciones de teoremas 

presentadas por ambos en los que el primero está a favor del uso de los 
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determinantes en muchos temas del Álgebra Lineal y el segundo aboga para que 

estos sean eliminados. 

Además en base a ambos enfoques buscamos dar una conclusión respecto a usar 

o no los determinantes en la enseñanza del Álgebra lineal. 
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CAPÍTULO 1 

MARCO TEÓRICO 



1.1 Espacio vectorial 

Definición 1.1.1: Sea K =ri;: o K = . V 0 un conjunto con dos operaciones 

-,• tales que: 

x 	y t: V , Vx, y e V 

2) ax e V , Va E K,Vx e V 

3) (x+y)-1-z=x+(y+:), 	": E V 

4) x+ y = y 4- 	, Vx,y E V 

5) 30 e V tal que x 	,Vx c 

6) Vx e V existe un t. c V tal que x+v - O 

O sea que (Y,+) es un grupo abeliano 

7) a(13x)=-(a13)x , Va,fi E K 	V 

8) a(x+y)=ax-Fay ,VcreK,Vx,y€V 

9) (a+ 	 fix 	EK,VxeV 

10)1-x 	.Vx c V 

Luego se dice que(' 	es un espacio vectorial sobre el cuerpo K 

Definición 1.1.2: Sea (1',-,.) es un espacio vectorial sobre un cuerpo K y W un 

subconjunto no vacío de V. W es un subespacio vectorial de V si y solo si W 

satisface las siguientes propiedades 

1) x 	W  

2) ax W . Va e- K Vx W 

O equivalentemente, si ax+,6).,  F w , Vx, y e W, Va, fi E K 



Definición 1.1.3: Sea (r.+,.) un espacio vectorial y ti c 	0. [B] es el 

menor subespacio de V que contiene al conjunto B. Si existe un subconjunto B 

de V tal que J = [B] , entonces se dice que B es un generador de V. 

Definición 1.1.4: Sea V un espacio vectorial y ti c r, Ji 0, B es una base para 

V si B es linealmente independiente y si B genera a V. 

Definición 1.1.5: Se llama dimensión de un espacio vectorial V sobre el cuerpo 

K, al cardinal común de las bases de V. 

1.2 Funciones lineales 

Definición 1.2.1: Sean V, W espacios vectoriales sobre un cuerpo K Y 

1 1' —> IV una función. T es una función lineal u operador si: 

1) T (x + y)= T (x)+T (y) Vx, e 1: 

2) T(ax)= aT (x) 
	

Vxcl" ,\:/ a c K 

Propiedad 1.2.1: Supongamos que dim (V) = 11 < Dr: y sean 

una base ordenada de V y 	.,w,} un subconjunto de W. Entonces 

existe una única función lineal T:1" —> w tal que 

T(1;)=11, 	T(v2)= 14'2 	 = 

Teorema 1.2.1 (Las dimensiones): Sea 7' :I' —> if una función lineal y 

ditn (1 < Cf-) . Entonces 
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ditn(F)=dini[Ker(T)]+dim[Ran(T)] 

Definición 1.2.2: Sea T 1. --›11.  una función lineal. Si T es biyectiva, entonces 

se dice que T es un isomorfismo. En este caso se dice que V y W son espacios 

isomorfos y se denota por r.  

1.3 Permutación 

Definición 1.3.1: Dado un conjunto finito, S ={1,2, . n}, una permutación es una 

aplicación biyectiva _I , en la que hay una reordenación de los elementos de S 

s -› s 

Para representar una permutación podemos usar las siguientes notaciones 

. 	.f = (3,2,5,6,1,4) permutación como lista 

La notación f = (3,2,5,6,1,4), indica que 1 va a 3,2 va a 2,3 va a 5,4 a 6,5 va 

al y6a4. 

(1 2 
= 
32 

3 

5 

4 5 

6 1 

6 ) 

4 • 
permutación como aplicación biyectiva 

Definición 1.3.2: El conjunto de las permutaciones de n elementos se denota 

por 	y se llama grupo simétrico de grado n. Además 1,S'„I = 	Si rt -- 2,S, no 

es abeliano. 
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Definición 1.3.3: Para realizar la composición de permutaciones se procede de 

derecha a izquierda. Veamos un ejemplo 

(I 23 
Sean =

(1 2 3 

2 13 ).v g  = 	
entonces 

1 ) 

.f g = 
2 I 3 	3 2 I 	3 I 2 

Definición 1.3.4: Si en una permutación se sustituye cada elemento por el 

siguiente y el último por el primero la permutación se llama cíclica. Se representa 

escribiendo la permutación en paréntesis. Si el ciclo tiene n elementos se llama 

n-ciclo o ciclo de longitud n. Cualquier 1-ciclo es la permutación identidad. 

Ejemplo 1.3.1 

Consideremos la permutación de S,, 

(1 2 3 4 5 6 

53 1 46 ) 

En la misma se fijan los elementos 3 y 6. La permutación f se puede representar 

mediante la forma 0. (1 2 4) esto es 

(1 2 3 4 5 6 j 
= 

2 53 I 46 

(I 2 3 y 	2 3 2 3 j=(1 	) 

(.( 
	

5 4) 

Así f es un 4-ciclo o un ciclo de longitud 4 



Observación: No se necesita iniciar por el número 1 en la escritura de un cido 

por lo tanto una permutación cíclica f,  pude ser escrito de varias maneras, 

como se presenta a continuación: 

f=(1 2 3 4 5 6)=(2 3 4 5 6 1)=(3 4 5 6 1 2) 

Definición 1.3.5: Sean dos ciclos de S„ : f =(a az 	u,„) y g = 	b2 	br ). 

Se dice que f y g son disjuntos si para todo 1. j se verifica que 

ci,#b,, con 

Con el uso de los ciclos podemos expresar las permutaciones como una 

composición de ellos. Veamos un ejemplo 

Ejemplo 1.3.2 

= 1 
( 

3 

7  

4 

3 

1 

4 

6 

5 

5 

6) 

2 ) 

f se puede representar como la composición de ciclos 

f=0„(13) 	(2 4 6) 0 (5) 

Observemos que cada uno de estos ciclos son disjuntos dos a dos, por lo que el 

orden en el que aparecen no es relevante. Así 

/ =0(5) 0(1 3) ot.(2 4 6) 

=-o„(5) o„(3 1) o (6 2 4) 
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Para descomponer una permutación f S, en ciclos consideramos un elemento 

cualquiera del conjunto 11, 	n} digamos el 1 y luego calculamos 

L.f(l)..f2( )../ (1)... 

Notemos que esta lista podemos extenderla hasta donde deseamos, pero que 

dichos valores pertenecen al conjunto 11,2,..., 	, por lo que por el principio del 

palomar existe a e {1. 	n} y y E hi , tal que f (a) = I . Si s=n, entonces f sería 

una permutación cíclica y 

=0„0 f(l)  no no 	"lo) 

Si por el contrario la longitud del ciclo fuese menor que n, entonces repetiríamos 

el proceso, pero ahora iniciando por el primer elemento o cualquier elemento que 

no pertenezca al ciclo anterior y repetiríamos estos pasos hasta agotar los 

elementos del conjunto {1,2 	//}. Cada uno de los ciclos que vamos obteniendo 

son disjuntos dos a dos 

Teorema 1.3.1: Si una permutación f E S es cíclica, entonces el orden de f es 

n Para el caso en que f sea obtenida por la composición de ciclos de longitudes 

entonces 

orden ( f)= min 	I: 	= Id} 

= min 
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Definición 1.3.6: Una transposición es un 2-ciclo o ciclo de longitud 2 y su efecto 

es intercambiar 2 elementos y fijar al resto 

Definición 1.3.7: Se dice que una permutación ( ,]2....,/, ) del conjunto 

S = 1,2.....n}, es una inversión si un entero mayor j, precede a uno menor];  

Una permutación se denomina par o impar si tiene un número par o impar de 

inversiones respectivamente. 

Ejemplo 1.3.3 

Consideremos la permutación principal (1,2,3,4,5) 

• (1,2,3,5,4) es de orden impar (una inversión) 

• (2,1,3,5,4) es de orden par (dos inversiones) 

Para determinar el número de inversiones de una permutación se empieza por 

el primer elemento de la izquierda y se va comparando con cada elemento de su 

derecha, contando así cada inversión, luego se efectúa el mismo procedimiento 

con el segundo elemento de la permutación y así sucesivamente hasta llegar al 

penúltimo elemento, al final se suma para obtener el número total de 

permutaciones y así determinar si es par o impar. 

Veamos que la permutación (3,2,4,5,1) es impar. Para determinar qué tipo de 

inversión es comparamos el 3 con el 2, luego el 3 con el 4, después el 3 con el 

5 y finalmente el 3 con el 1 y tenemos 2 inversiones: el 3 con 2 y el 3 con 1. 

Luego repetimos este procedimiento con el segundo término de la permutación, 

es decir, el 2 con el 4, el 2 con el 5 y el 2 con el 1, resultando una inversión el 2 
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con el 1, ahora seguimos con el tercer término el 4, comparamos el 4 con el 5 y 

el 4 con el 1, resultando una inversión más y finalmente comparamos el 5 con el 

1 la cual es otra inversión más, resultando así un total de 5 inversiones, por lo 

que la inversión es impar. 

Definición 1.3.8: Los desbarajustes son un tipo especial de permutaciones, que 

no fijan elemento alguno, esto es, en la aplicación biyectiva se tiene que para 

cada 	n , el símbolo j no ocupa la posición j de la lista 

Existen permutaciones que al ser descompuestas en ciclos cumplen ciertas 

propiedades especiales, tal es el caso de las permutaciones cídicas que son un 

caso especial de los desbarajustes. Para las permutaciones cíclicas podemos 

escoger cuál es el primer elemento y por tanto solo debemos ordenar los 

elementos restantes. De donde la cantidad de permutaciones cíclicas es (n-1)! 

De manera análoga para determinar el número de ciclos de orden k, empleamos 

la fórmula 

Así para el caso de las transposiciones emplearíamos la fórmula 

(11) 

Consideremos h el número de ciclos de longitud j de una permutación / E 

Así, 

= número total de ciclos 
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= n 
,-1 

Notemos que cada elemento del conjunto {1,2, n} , debe estar en algún ciclo 

de f. Además, los desbarajustes al no fijar ningún elemento tendriamos que h, = O 

y en el caso de las permutaciones cíclicas b,, =I y h =0 para el resto. 

Teorema 1.3.2: Toda permutación j S„ distinta de id (permutación que deja 

fijos todos los elementos), se puede escribir como la composición de 

transposiciones. 

Ejemplo 1.3.4 

Consideremos la permutación 

= (.5,(3 1 4) 

f fija al 2 y al 5 y mueve al resto de elementos 

Esto es, 

3 -› 

	

( 1 	2 

	

4 	2 

4 

3 

1 

4 

3 

3 

5 j 

S 

Sin embargo, f también puede ser escrita como 

1 2 3 4 5 

1) I,  

3 2 1 4 5 

( 3 4) 

4 1 3 

De esta manera, 
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i=0,(3 4).0,(3 1) 

Al expresar una permutación en término de transposiciones, debemos tener en 

cuenta que estas no son disjuntas por lo que el orden en que se aplican sí 

importa. 

De manera general para escribir un ciclo de longitud k, tenemos que 

= O „(al  a, • • • ak 	ak) 

=0 „(a1 	01,(a1  

Dado el conjunto {1.2. n} analicemos la cantidad de desbarajustes que tiene, 

el cual denotaremos por 1)„. 

Sabemos que las permutaciones cíclicas son un tipo especial de desbarajuste y 

que en una permutación 	„ hay (n —1)! de ellas. Además, como hay 

permutaciones en el conjunto {1,2,...,n} , entonces 

(n-1)! D, n! 

Si una permutación .1 S„ no es un desbarajuste, entonces existe un k E I • tal 

que f(k)=k 

Consideremos los conjuntos 

	

A, = {permutaciones de 11, 2, 	n tal que f ( 1) = 11 

A. = {permutaciones de {1, 2,..., n} tal que f.( 2) = 2) 

	

A„ = {permutaciones de 11, 2, 	fri1 tal que t.  (n) = n} 

Luego, 
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= n!—IA, 	A2 	• • • 1-1 .4,1 

Donde 

k E 112,....n1 

Ya que .4 contiene a las permutaciones con el número k en la posición k. 

Sabemos que hay 	intersecciones dos a dos de estos conjuntos y que si 
, 

fijamos dos elementos, entonces deberíamos rotar a los n-2 restantes. Así la 

cantidad de permutaciones que fijan a dos elementos es (n-2). Procediendo 

de esta manera para los demás casos, tenemos que: 

( n 
I) = n!— 	

1 
 j(n —1)!- 11)(n —9)!+ • • • + n  n 11)! 

') 

" nj 	
• 

= 	 ) 

= (-1)'  n!Z 
.1! 

Por lo que, para el caso de n grande, digamos mayor o igual a 10, tenemos que 

(-I) 
= 

I 
Ir 

	

/ 	e 

n! 
de manera que el número de desbarajustes es — 

e 

1.4 Matrices 

Definición 1.4.1: Se llama matriz de orden mxn a un arreglo de mxn números (o 

letras que representan números) dispuestos en m filas y n columnas y encerrado 

entre paréntesis o corchetes. El conjunto de matrices de orden mxn con 

coeficientes sobre un cuerpo K se denota por Af 	, es un espacio vectorial 
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sobre K de dimensión mxn. Se le llama diagonal principal de una matriz cuadrada 

a la formada por los elementos a„ (es decir: a,,, 	..., 

Definición 1.4.2: A continuación, se presenta un listado con los principales tipos 

de matrices 

a) Matriz Cuadrada: Es la matriz que tiene el mismo número de filas y de 

columnas. 

b) Matriz Diagonal: Es la matriz cuadrada cuyos términos situados fuera de 

la diagonal principal son todos nulos. 

c) Matriz Identidad: Es una matriz diagonal, cuyos elementos de la diagonal 

principal son todos iguales a uno, se denota por 1,, donde n indica el 

orden. 

d) Matriz Triangular Superior: Una matriz cuadrada se dice triangular 

superior si todos los términos situados por debajo de la diagonal principal 

son ceros. 

e) Matriz Triangular Inferior: Una matriz cuadrada se dice triangular inferior 

si todos los términos situados por encima de la diagonal principal son 

ceros. 

f) Matriz Conjugada: La matriz conjugada de la matriz A es el resultado de 

la sustitución de los elementos de A por sus conjugados y se denota por 

. Note que, si A es una matriz real, entonces A - A. 

g) Matriz transpuesta: La transpuesta de una matriz A, es la matriz que 

resulta de cambiar las filas por las columnas y se denota por r  . 

Propiedades (Transpuesta) 
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Sean A e M(K) y rEK, entonces 

1) (Ar  )1.  = A 

2) (.4 + 8)1  = 	+13 

3) ( A /3)i  = 	A 

4) (rA).  s rl  

h) Matriz Transpuesta Conjugada: Es la matriz obtenida de calcular la 

transpuesta de una matriz dada y para la matriz resultante obtener su 

conjugada. Se denota por A" - 

i) Matriz Hermitiana o Autoadjunta: Sea .,1E.V/ (K), A es una matriz 

hermitiana sí A = A. . A es una matriz antihermitiana sí A' = -A. 

j) Matriz Simétrica: Una matriz A es simétrica si A = 	esto es cr,1  = a 

k) Matriz Antisimétrica: Una matriz cuadrada A es antisimétrica si - A = 

Definición 1.4.3: La traza de una matriz cuadrada es la suma de los elementos 

de la diagonal principal. Esto es, 

Tr(A)=Za„ , donde A= (a„),,„  

Propiedades 

1) Tr (I „). n 

2) Tr(A+ B)=Tr(.4)+Tr(B) 

3) 7'r(a., )= aTr(..1) 

17 



4) Tr(AB)= Tr(Bil) 

Definición 1.4.4: Sean ..1 E 	(K) y 8 E .11(K) dos matrices, se denota la 

suma y la diferencia de estas dos matrices como - B y .4 - B respectivamente. 

Si ( • = A ±B , entonces 

a +b - 

Para realizar estas operaciones las matrices deben tener el mismo orden 

(número de filas por el número de columnas de la matriz) 

Definición 1.4.5: Sean A E Af,(K) y B E M(K) dos matrices, se denota el 

producto de estas dos matrices como AB , supongamos que (' = AB. Luego, 

cada elemento de la matriz C se obtiene mediante la siguiente fórmula 

= (ah),  = 	,donde A = (a,) 	II = ( 

Para multiplicar dos matrices A y B, debe cumplirse que el número de columnas 

de la primera matriz A, sea igual al número de filas de la segunda matriz, B. 

Propiedades de la multiplicación de matrices 

1) A(BC)=(.4R)C 

2) A(B+C)=AR+AC 

3) (.,I+B)C= AC+RC 

4) Si AB = 0, no implica que .4=0 ó 
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Definición 1.4.6: Una matriz está en forma escalonada si se verifican las 

siguientes condiciones: 

1. Las filas de ceros aparecen por debajo de las filas no nulas . 

2. El primer elemento no nulo en cualquier fila no nula es 1. 

3. Todos los elementos que están en la misma columna, pero en las filas situadas 

por debajo del primer elemento no nulo de una fila no nula son cero. 

4. El primer elemento no nulo de cualquier fila no nula aparece en una columna 

posterior (hacia la derecha) que el primer elemento no nulo en cualquier fila 

precedente. 

Definición 1.4.7: Una matriz cuadrada A se dice que tiene inversa si existe una 

matriz B tal que 

AB= BA= I 

La matriz que tiene inversa se conoce como regular o invertible y las que no lo 

son se conocen como singular. 

Propiedades 

1) Si A es una matriz no singular, entonces 	es no singular y ( A ) 

2) Si A y B son matrices no singulares, entonces AB es no singular y 

(A13)-%  

3) Si A es una matriz no singular, entonces .A.  es no singular Y 

(A ) 

19 



Definición 1.4.8: Se dice que A e 	(K ) es una matriz ortogonal si su inversa 

coincide con su transpuesta, esto es 

_ : 

Lo cual implica que 

Definición 1.4.9: El rango de una familia de vectores es el número máximo de 

vectores linealmente independientes que se pueden encontrar en la familia. En 

una matriz se define como el número máximo de filas o columnas linealmente 

independientes. 

Para calcular el rango de una matriz se puede emplear el método de Gauss, esto 

es realizar operaciones elementales sobre los renglones de la matriz a fin de 

simplificarla y el número de filas no nulas que resulte es el rango de la matriz. 

Las operaciones elementales en una matriz son: 

a) Intercambiar dos filas 

b) Multiplicar una fila por un número distinto de cero 

c) Sumar un múltiplo de una fila a otra fila 

1.5 Cambio de base 

Definición 1.5.1: Sea V un espacio vectorial de dimensión finita n sobre K y sea 

= 	1',,} una base ordenada de V. Entonces para todo x e 1" existe un 

único (cx, , cr, , a, , a„ ) E K" tal que 

_v =a, vi  + 	1,2  ±(X„ V., 	(..Y„ 
	

( 1) 

20 



El vector 

(2) 

se llama el vector coordenado de x referente a la base ordenada B y los escalares 

se llaman los componentes de x referente a la base ordenada B. 

Es claro que: 

• [x+Ylp =[x1 +Ny 

• [axi = 

Más aún, la función 

7.  l• -> 

Es una función lineal biyectiva. Por lo tanto, V y k son espacios vectoriales 

isomorfos. 

Definición 1.5.2: Sean 8, = y R2  = 	W,, 	w, , dos bases 

de V y W, respectivamente y 1' ' 	tf• una función lineal. Además, 

tr:1 

La matriz asociada de T respecto a las bases ordenadas B, y 13, es 
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L  

nl 	,•••I _ 

Si V = YV y B, = F. entonces, , [1.1 es llamada la matriz de T respecto a B, 

Teorema 1.5.1: Sean B, = 	'„} y B,= 	3, . ,w , las 

bases de V y W, respectivamente y 7. :1" --> W una función lineal y 

J71, = 

Entonces para todo x 1.  , se tiene que 

1 T(x) j„= [71, [x]x 	4  [XL 

Demostración 

Sea XE J.  tal que 

Luego 

X = a + a + a iv + . . . + ay 

De donde 

7(x) = cx,7" 	,7" (1.2 ) tx,T (v,) .. 	cx„T (v„) 

Supongamos que 
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= 

 

= 1, 2_ n 

   

Entonces 

111 112 In 

/21 122 2n 

[i (X)l = a, 131 + a 132 + • • • + Gr„ 1  ht 

r„„ 

111 	112 	11., 

121 122 	12,2 

131 	132 	• • 13ot 

1.6 Semejanza 

Definición 1.6.1: una matriz BE .V!(K) es semejante a una matriz 

A E M. (K) si existe una matriz invertible SE 	(K ) tal que 

= AS 

A la matriz S se le llama matriz de paso asociada a la relación de semejanza 

Notación 

A- B significa que 13 es semejante a A. 
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Teorema 1.6.1: La relación -- es de equivalencia. 

Demostración 

Reflexiva 

Notemos que .1- ya que A = riAl . 

Simétrica 

Supongamos que .1- 8 , entonces existe una matriz invertible S E Al„(K) tal 

que 

H=s 

De donde 

A - 

- 

Por lo que 8- ;1  

Transitiva 

Sea 	- 8 y H C . Luego, existe una matriz invertible S tal que 

19 = S'AS (I) 

Además, existe otra matriz invertible P tal que 

C = P-I BP ( 

Reemplazando (1) en (2) se tiene que 

C =  

= PS (.-I)SP 

= 	ri(SP) 

Por lo tanto, .1- 
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Observaciones: 

a) Dos matrices semejantes tienen el mismo rango 

b) Si -I - B, entonces deti =MB 

c) Si 1- 8, entonces A' - 	con la misma matriz de paso 

1.7 Determinante 

Definición 1.7.1: Sea Al„(K)el conjunto de las matrices cuadradas de orden n, 

sobre un cuerpo K, se llama determinante a la aplicación 

la cual se define como 

a1 1  a12  . . . 

(421  a22 	a2n  

"n1 an 2 • ' ann 

det(A)=1A1= ( 	• • a 

con A = [a„] 	una matriz de orden nxn, ( j:  ...1„ ) una de las n! permutaciones 

y 	o-(juil...],,) indica el índice de la permutación (),_/2...1,,). 

Donde la suma varía sobre todas las permutaciones del conjunto S= {1,2,...,n} . 

El signo de (-I)- 	es + o — si la permutación (.02  ..i„ ) es par o impar, 

respectivamente. 

En cada término de 	 a,,a•••a, los subíndices de las filas están 

en su orden natural y los subíndices de las columnas están en el orden 
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.11 	Además, /1/2. 	no tiene repeticiones, ya que es un 

reordenamiento de los números desde 1 hasta n. En consecuencia, cada término 

en det(A) es un producto de n elementos de A, cada uno con su signo adecuado, 

en el cual hay exactamente un elemento de cada fila y uno de cada columna. 

Este procedimiento resulta tedioso en el caso de determinantes de orden 

superior o igual a tres. El resultado anterior se recuerda con gran facilidad 

mediante la regla de Sarrus que agrupa por una parte los términos positivos, y 

por otra los términos negativos. 

Propiedades 

r 
1. Si A = La, 13,1  E 	(K ) esta matriz nula, entonces det (A) = O 

2. Si A =[a,
I
]

I  e Al„ (K ) es tal que una de sus, filas o columnas, está ; = 	- 

formada solo por ceros, entonces det(,-1)= O 

3. El determinante de la matriz A es igual al determinante de transpuesta, 

esto es 

det (A ) = det (.4) 

4. Para la matriz identidad, se tiene que 

det ( 	) 	I 

5. Si A =[a,]" e ,tI„(K) es multiplicada por un escalar 2, O, entonces ,...1 

det()..1)= 	det (A) 

6. Sea E Af„ (K), una matriz triangular superior o inferior, entonces 
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det(.4) = 

7. Dada E .51,(K) y BE ,11,(K )Ia matriz obtenida de A por intercambio de 

dos filas o dos columnas, se verifica que det(B)=—det( 

8. Sea .4 	), tal que en ella existen dos filas o dos columnas iguales, 

entonces det(.A) = O 

9. Sea .4 E M„(K) y sea Be.11„ (K) la matriz obtenida multiplicando los 

elementos de una cualquiera de las filas o columnas de A por una 

constante real arbitraria Á. .entonces se tiene que det(R)= 2.det (A) 

10.Sea 	e M(K), tal que en ella existen dos filas o dos columnas 

proporcionales entonces su determinante es nulo. 

11. Si .4 e kir  (K) es tal que en una de sus líneas cada elemento es una suma 

de dos sumandos, se verifica que su determinante es igual a la suma de 

los determinantes de dos matrices en las cuales las líneas que no son de 

sumandos permanecen inalteradas; en la línea de sumandos, y en la 

primera matriz, aparecen los primeros sumandos; en la segunda matriz, y 

en esa misma línea, los segundos sumandos de la matriz inicial. Es decir 

a,,, 	 a,,,, 

 

= + c,, 

Con 
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C11 C12 ... CIPt 1)11 	1)12 	' • ' 	\ 

11= h.1  h,2  ( = t./ I
C. 

• " 

h h h Cn1 C.n2 " 

De donde det ( = det(B)+ det(C) 

12. Sea B la matriz que se obtiene a partir de una matriz cuadrada A sumando 

a una fila de A otra fila de A multiplicada por un escalar 2, , entonces 

det(B) = det(A). 

13. Si A y B son matrices del mismo orden, entonces det( AB) = del(A) det(13) 

Las propiedades 7 y 9 muestran las llamadas operaciones elementales sobre 

filas 

1.7.2 Cálculo de un determinante 

1) Método de Sarrus 

Este método se recomienda para matrices de orden dos o tres y está basado en 

la definición de determinantes empleando permutaciones. Ejemplos 

a) Para determinantes de orden dos 

all 	a12 
= a11a22 — a12a21 

a21 a„ 

b) Para determinante de orden tres 

a12 

a21 	a22 	a23 

C/31 	 (!33  

= olianak; auanan a11a2la12 	ia231112 "1,a211131 + 	) 

  

2) Método de cofactores 
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Este método se emplea para determinantes de orden superior a tres. Veamos 

algunas definiciones básicas: 

a) Menor complementario: Sea .1E 1, (K ) , se llama menor complementario 

del elemento a, al determinante de la submatriz que resulta de eliminar 

la fila i y la columna j de la matriz 	y se denota por m 

Ejemplo 1.7.2.1: Consideremos la matriz de orden tres 

( 

,-1 = 

al I 	(1,2 	aux 

a:1 22 	a2, a  

a,, 	a33 

Luego el menor del elemento al, denotado por /712, es 

1 	
a12 

a,:  

b) Adjunto: es el producto del menor complementario n1 del elemento a, 

por (-1)' 	y se denota por .1 . Esto es 

.1,, (—I)'' In,. 

Ejemplo 1.7.2.2: Para la matriz del ejemplo anterior 

.12 = 
• 

)
• 
	ni:, 	= - 

aII 	al 2 

   

El determinante de una matriz de orden n, es igual a la suma de los elementos 

de una línea cualquiera (fila o columna) por sus respectivos adjuntos. Esto es 
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1
..II=Za„A„ = a, , A„ + (1., ,A, + ...+ 	..1„, 

= 	= a."1 d ,,+ 	 ,:1„.  
= 

En el desarrollo del determinante de orden n hay en total n! sumandos, cada uno 

de ellos formado por un producto de n términos, uno de cada fila y uno de cada 

columna. 

Para calcular el determinante suele elegirse la línea (una fila o columna) que 

contenga más ceros, ya que facilita el cálculo del determinante. 

3) Método triangularizante 

Este método consiste en transformar la matriz a la que se va a evaluar el 

determinante en otra escalonada, a través de las operaciones elementales de 

matrices, ya que el determinante de la matriz escalonada es equivalente al de la 

original. 

Una matriz escalonada es triangular por lo que para calcular su determinante se 

emplea la propiedad 6. 

Teorema 1.7.2.1: En toda matriz /le M,, (K )se verifica que la suma de los 

productos de los elementos de una cualquiera de sus filas o columnas por los 

adjuntos de los elementos de otra fila o columna, vale cero. 

Teorema 1.7.2.2: Sea A E Al (K) , entonces 

AAdi(A)= Adi(A)A = (1(1(0 

con Ach ( A ) la matriz formada por los adjuntos de los elementos de A 
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Proposición 1.7.2.1: Sea A E 	(K). A es regular si y solo si det (A) # O 

Demostración 

A es regular, entonces existe 	(K) tal que 

= 	= / 

Entonces 

det (.141 = det (..i )det (.4) Propiedad 13 

= det(I) 

= 1 

Así pues, 

det (A)det( A). 1 

De donde det(..0# O 

Supongamos que det (A) # O 

Consideremos la matriz Ad.  (A), la cual está formada por los adjuntos de cada 

elemento de la matriz A 

( • In 

Adj( A) = 

Sea B la matriz que resulta de transponer y dividir los términos de la matriz 

anterior por 1.41= det (A )# O. Luego 
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( a1 .41 . +••• + a1 A1 t1II12I + ti¡ ,l,, ±---+a1 ,,A,,, a 	---L +a 12 A~ ,  + 	+ a,,A,,,, 

Al 

'2I k +a 2Z A_  + + (iA 	a21 A + 	+ +  

¡Al 
	

Hl 	 Al 

+ a,A1 . +- .- + a,A 	aA,1 + u,A,, +•• + aA, 	aA 1 + íí, A, + - . + 

¡Al  

1 	-1 	1 	
' 

f 1t 	íii 

kI 	IAl 	IAl 

Calculamos .4R 

AH = 

a11 

a 

a \ 	,,l 

!' 

a22 

a 
,-. 

- 	a1 , 

a,, 

a 

(A1 , 

IAl 

A1 . 

•'l,, 

Al 

A,, 

l:1I 

A' ,, 

IAl 

Al, 

¡Al lI 

/1,, 

Hl 
A,,, 

A,,, 

IAl 

El numerador de los elementos de la diagonal principal corresponde al 

determinante de la matriz A, pues es la suma de los productos de cada elemento 

de una fila por sus respectivos adjuntos. Por lo tanto, cada elemento de la 

diagonal principal vale uno. Además, por el teorema anterior el resto de los 

elementos de la matriz vale cero. De donde 

AB=I 

De manera análoga sucede si consideramos el producto B11 
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1.8 Sistemas homogéneos 

Un sistema lineal de la forma 

allX1 + a12X: +a1,.v + • • • + a, x = 

a„x,+a,,x,+• •• + a2„x„ =O 

a„,1 x1 +ax, + ax,+ ••• + a,,,,,x =O 

se le llama sistema homogéneo. Este sistema puede ser escrito en forma 

matricial como 

.4x = O 

Si X, = y= • • • = y = O es una solución del sistema, a dicha solución se le conoce 

como solución trivial del sistema. Dada una solución del sistema en que algún, 

X, O la solución se conoce como solución no trivial. 

Teorema 1.8.1: Si A es una matriz cuadrada de orden n, el sistema homogéneo 

Ax = h 

tiene una solución no trivial, si A es singular 

Teorema 1.8.2: Un sistema de ecuaciones con m ecuaciones y n incógnitas, 

tiene una solución no trivial si el número de ecuaciones es menor que el número 

de incógnitas, esto es si ni < n . 
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Teorema 1.8.3: Si A es una matriz cuadrada, A es regular si y solo si el sistema 

lineal ,\x = h tiene una solución única para cada matriz b de orden nx I 
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CAPÍTULO II 

VALORES Y VECTORES PROPIOS 

   

\ O AD be  

SiBIUP 

?3:2
cc  

o 
(1‘  

ON D E 

kIMERiC0  



Ax = 
5 

2.1 Valor y vector propio en una matriz y un operador 

Definición 2.1.1: Dada una matriz A =[ 	E A/,(K) se dice que 	K es un , 	- 

valor propio de A si existe un vector columna n-dimensional x no nulo tal que 

Ax = A x. El vector x se llama vector propio de A asociado al valor propio Á. Al 

valor propio Á también se le conoce como autovalor o valor característico. De 

manera similar, al vector propio x también se le conoce como autovector o vector 

característico. El vector propio no puede ser cero, en cambio un valor propio puede 

ser cero. 

El conjunto de los valores propios de A se denota por o(.1) y se llama el espectro 

de A. El radio espectral de A se denota por /)(.1) y se define por: 

p(A)= 

Ejemplo 2.1.1: 

Sea la matriz A = oi 
zi  

x el vector columna 	, luego 
j  

De manera que x es un vector propio de la matriz A, asociado al valor propio ), = 5 

Observación: Para la matriz identidad 1„ se verifica que A = I es su único valor 

propio, ya que 
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1„v -= Ir 

para cualquier y () 

  

Definición 2.1.2: Sea A una matriz cuadrada, A = 

 

E Aí„ (C) y sea Á a(A), 

   

entonces la colección 

J.1? = {y E e" Av = 

= (1.• -  

Se llama el espacio propio de A asociado a .t. 

r 

Definición 2.1.3: Sea A una matriz cuadrada, A = La 
n 
 E M (1) , Si es un valor 

propio de A, entonces existe un vector propio x tal que 

= 

Lo cual equivale a que 

(1-21 )x = 

donde 1„ es la matriz identidad de orden n. 

La ecuación anterior se le conoce como la ecuación característica de A. 
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Definición 2.1.4: Sea 	-> I' una función lineal, V un espacio vectorial sobre 

Á E 2. Á es un valor propio de T, si existe un v E 	o tal que 

Tv = A y 

El conjunto de los valores propios de T se denota por a( 7) y se llama el espectro 

de T. Además, diremos que y es un vector propio de T asociado al valor propio A. 

A la colección 

- fv e / Tv = 

- 	E 
	

(7' — 	v = 

Se le llama el espacio propio de T asociado a Á. 

Definición 2.1.5: Sea '[:I" 	una aplicación lineal, del espacio vectorial V de 

dimensión finita n; sea 	el cuerpo de escalares. Además sea A una matriz 

cuadrada, A = [a „]: E 	(K) y Á E 6 (A) . Se llama la multiplicidad geométrica del 

valor propio A a la dimensión del espacio propio de T o de A 

dim(W,) 

= n- rango(.4-Al,,) 

o 

dim(1',) 

= n- rango(T Ál) 
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Observación 

Supongamos que I' = 	, A E A I ,;(-) y consideremos la función lineal T 

T : 	--> " 

T (v) .4v 

Luego 

• n-(,4)<=> t E o-(T) 

• v e WÁ  r E 

Teorema 2.1.1: Sea A [a 	E (C) I e M (C) y AEC. Los siguientes 

enunciados son equivalentes 

i) E (7( il) 

ii) det Ái„ -O = „- =0 

iii) „- /1 es singular 

Demostración 

ii )4-4 iii) Es obvio 

ii) Supongamos que 2E o(;1) entonces, existe un VE 	O tal que 

Av = Av 

(A - 	v = 0 , v O 

Entonces, .4 - 2/ no es invertible 
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ji) 	) Supongamos que A -¿1 no es invertible. Luego, 

det(4- 2,1) = O 

Entonces, existe un y E 2,4. V # O tal que 

(A- 2.1)y =O 

Av - Alv O 

= v O 

Por lo tanto, 2 e (3-(. 

2.2 Polinomio característico 

Definición 2.2.1: Sean A = [a 	E M . (2). 1 e M ( ) . El polinomio característico 

de A se define como: p.,(x)= det (x I„ - .1) . Al desarrollar p (x) = del (x1„ - .1) , en 

base a la definición de determinante sabemos que cada uno de sus sumandos es 

el producto de n elementos de la matriz y que cada uno de ellos contiene 

exactamente un elemento de cada fila y uno de cada columna, por lo tanto, uno de 

sus elementos es 

(x- 	)(x -1122 )* • (-Y -- a, 

De allí que el grado de p ,(x) es n, por lo que tiene n raíces contando multiplicidades 

y el coeficiente de x" es 1. 

Entonces, podemos escribir 
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1( x ) = X 
 + C C"-1 +(- • 	"-2  ‘1-2X 	+• • •+C 'iX + 

Para obtener los valores propios se resuelve el polinomio característico y para cada 

vector propio, se resuelve (A-ÁI x = O, y se obtienen los vectores propios 

correspondientes al valor propio Á . 

Observaciones 

1) Á. E Cf(A) sí y solo si /,;(.1)= O 

2) Si ti I , entonces 

15card(o-(A))_n 

Si o-(.-1) =1.11,22...../11, , entonces card(cr (A)) = k. Además 

Pl(x)=(-v-Ai)
m1
(x-k)m—(x-)lr 

Con 	mi - f-m2 +•••+mk  = n. La multiplicidad de Á como raíz del polinomio 

característico p 1(x) se llama multiplicidad algebraica de AT 

Ejemplo 2.2.1 

Hallar valores propios y espacio propios para la matriz A. Además, calcular las 

multiplicidades algebraica y geométrica 
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A= 

Solución 

Determinamos p i  (2)=det(2/- A) 

1)1(;)= 

2-3 -2 -2 

-1 2-2 -2 

1 	1 

  

=2(2-3)(2-2)+2+4+2(2-2)+2 
	

-2Á 

=2:-52:+82-4 

=(2-1)(2-2) 

De donde tenemos 2 valores propios Á = 1 y Á = 2 

Para A= 1 la multiplicidad algebraica es 1 y para Á = 2 la multiplicidad algebraica es 

2. Determinamos II : 

• 11; 

.1 — 11 = 

 

   

Realizando las operaciones básicas de matrices buscamos la matriz 

escalonada reducida 

A - 11 = 

  

1 	1 

O o 1 

o o o 

   

1 0- 

0 0 1 

O O O 

     

        

De donde 
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+ y = O 

14'; = {(x,y.z) 	v -= 	= 

= {(x,—)c,0): x E e} 

{X(1,-1,0): X E 

= [(L-1,0)] 

Por lo tanto, 	= I tiene multiplicidad geométrica igual a uno 

• 11/2  

1 2 2 - 

4-21= 1 0 2 

-1 -1 -2 

Realizando las operaciones básicas de matrices buscamos la matriz 

escalonada reducida 

1-21= 

1 

1 

-1 

2 

0 

-1 

2 

2 

-2 

- 1. 
i 	4: 

1 

0 

0 

2 

1 

0 

0
- 

I 

O 

O 

-) 

1 

I 

0 

0 

1 	0 	2 

1 	

01 

0 

000 

-> 

Por lo que 

+ 2: = O 

x=-9: 

= —2z,y= 

= 	 e 

= 

=[(-2,0.1)] 
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Por lo tanto, 2. = 2 tiene multiplicidad geométrica igual a uno 

Teorema 2.2.1: Sea V un espacio vectorial de dimensión finita n y sea 

B 	1=1,  v„ 	„ } una base de V. Sea 	: V 	una función lineal y A = I I 

Entonces, A es una matriz diagonal si y solo si, y, es un vector propio de T, para 

todo ¡= 1,2. _II. Más aún, si 

a (1 • • O 

O a„ • • O 
'4= 

\ O O -• 

Entonces, a„ es un valor propio correspondiente al vector propio 

Demostración 

)Supongamos que A es una matriz diagonal, o sea que 

.4= diag(a,,,a„, .,(1,„,) 

Sabemos que 

[7.( 	)],, = „, [71 [y lir 

aII O O ••• 	O —() 

O £1,2  O O 

= O O a , 0 1 <— 

O O O a,„,_ LO 
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o 

a„ 

 

<— 

   

O sea que 

De donde 

= a Lv, 

[1' ( yr )]1, 

71y,)=. a„y, 

Así a„ es un valor propio de T y 1,, es un vector propio de T asociado a a„ 

)Supongarnos que v, es un vector propio de T asociado a a,. Luego 

(v,) = (1„1 

De donde 

4— ! a„ 
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o 

[1.( v,)]„ = a„ Evil„ = ‹—I 	(*) 

o 

Además, por hipótesis sabemos que 

De donde 

= [[1(v )1 4-1  (v2 ) 

Luego por (*) y (**) tenemos que 

al! O O • O 

O u„ O • O 

A -- O O a 33 • O 

O O O • • cinn 

Por lo tanto, A es una matriz diagonal 

Propiedades 

1) La suma de los valores propios de la matriz es igual a la traza de la matriz 

2) Los valores propios de una matriz triangular son los elementos de la diagonal 

principal. 
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3) Si x es un vector propio de una matriz regular A, correspondiente al valor 

propio 2 , entonces x también es un vector propio de 	correspondiente 

al valor propio 	. 

4) El producto de todos los valores propios de una matriz (contando 

multiplicidades) es igual al determinante de la matriz. 

5) Si x es un vector propio de una matriz A, correspondiente al valor propio Á., 

entonces Á" y x son un pareja de valor y vector propio de .1" , para cualquier 

entero positivo n. 

6) Si 2 es un valor propio de A, entonces A también es un valor propio de A r  

7) Un valor propio 2 puede tener asociados distintos vectores propios. Ya que 

si 2 es un valor propio de A asociado al vector propio x, entonces 

= Á.v 

Luego, 

A (la-) k(Av) = k 	= i(la) 

De donde Á es un valor propio asociado al vector propio kx 

En el caso de que la matriz A sea real y simétrica, se tienen las siguientes 

propiedades 

1. Las raíces de la ecuación característica son reales, por lo que sus valores 

propios son reales 
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2. Vectores propios correspondientes a valores propios distintos son 

ortogonales 

2.3 Diagonalización 

Teorema 2.3.1: Una matriz A es diagonalizable si es semejante a una matriz 

diagonal, D. Es decir si existe una matriz 

ii 	O 	• • 	O 

O a„ • O 
1) . 

"ron 
O 	O 	• • • 

Con 

Los valores propios de la matriz A son los mismos a los de la matriz D, luego por la 

propiedad 2 los elementos de la diagonal de la matriz D son valores propios de la 

matriz A. 

Teorema 2.3.2: Sea A e .11_ K . A es una matriz singular si y solo si O es un valor 

propio. 

Demostración 

Supongamos que A es una matriz singular. Entonces, det (.4) = O 

Por lo que 
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det (Ov — A ) = () , con y un vector distinto de cero 

Luego por el teorema 2.1.1 se tiene que O es un valor propio de la matriz A 

)Supongamos que O es un valor propio de la matriz A. Luego 

A 1, 	, 	O 

.4v = Ü. 	O 

det ( Av) O 	v () 

Por lo que 

det (A) = O 

Así pues A s una matriz singular o no invertible 

Teorema 2.3.3: Una matriz A = [a I 	E ikín  K ) es diagonalizable sí y sólo si la 
I =I 

matriz posee n vectores propios linealmente independientes. 

Teorema 2.3.4: Vectores propios de unas matrices correspondientes a valores 

propios diferentes son linealmente independientes. 

Teorema 2.3.5: Una matriz A = [a .1 ,1  E Al (K) es diagonalizable sí y sólo si la • i.= 

multiplicidad de cada valor propio de A coincide con la dimensión de su subespacio 

propio correspondiente. 
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Teorema 2.3.6: Los valores propios de .4 E Af„„, (K) son las raíces del polinomio 

característico de A. 

Demostración 

Sea A un valor propio de la matriz A correspondiente al vector propio y,  0. Luego 

= 	O 

Lo cual equivale a 

Av — .11„v = O .1; O 

(A — 21„)v=O v O 

Luego, 

del (( A — D„)v) = 0 	O 

Por lo que existe un x= Á., en p (x)tal que 

p (A) =0 

Teorema 2.3.7: Si la matriz A tiene n valores propios distintos, A es diagonalizable. 
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Charles Broyden en una conferencia de Álgebra lineal en 1963 hizo un llamado a 

eliminar los determinantes del Álgebra lineal. Y para el año de 1995, Sheldon Axler 

publica un artículo titulado ¡Abajo los determinantes! en el que sugiere hacer 

Álgebra lineal sin emplear los determinantes. Veamos este enfoque para la 

enseñanza del Álgebra Lineal 

3.1 Álgebra Lineal sin determinantes: Sheldon Axler 

Axler emplea los operadores lineales T sobre un espacio vectorial n-dimensional 

complejo V en muchas de sus definiciones en lugar de trabajar con matrices. A 

continuación, algunas de las definiciones y teoremas que emplea 

Definición 3.1.1: Un número complejo Á se dice que es un valor propio del operador 

lineal T : V 	V , Si T-2,1 no es inyectivo 

Teorema 3.1.1: Todo operador lineal sobre un espacio vectorial complejo de 

dimensión finita tiene un valor propio 

Demostración (hecha por Axler) 

Sea T:17  -->y un operador lineal sobre un espacio vectorial complejo V de 

dimensión n y sea y e I" ,y O. Los vectores y. 7v.T2v 	T"v no pueden ser 

linealmente independientes, porque V tiene dimensión n y hay n+1 vectores. Por 

consiguiente, existen números complejos a,,a,,...,a„ no todos nulos, tales que 

a 	+ u, Tv + a Tv + •••+ a„ 	+a„T"v =O 
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Consideremos a los a, como los coeficientes de un polinomio que puede escribirse 

así: 

a„ + a,: +a,z2  +•••+a„ 	+a„:" - 	r,)• • •(.: 

Donde c es un número complejo distinto de cero y cada r, es complejo, y la ecuación 

es válida para todo número complejo z. Entonces tenemos 

(a„I 	+ (1212  +•••+a„_,1"-' + anla)v = c(T P;I)•••(T - 

Lo cual significa que T 	para por lo menos un j. En otras palabras, T tiene un 

valor propio. 

Proposición 3.1.1: Vectores propios diferente de cero correspondientes a distintos 

valores propios de T son linealmente independientes 

Demostración (hecha por Axler) 

Supongamos que vi , v2....,‘,„ son vectores propios no nulos correspondientes a 

distintos valores propios 	Á, Debe probarse que 	son linealmente 

independientes. Supongamos que existen números complejos a,,a:„...,a„ tales que 

...+ a„2„ = O 

Aplicando el operador lineal (T 	 - ).„1)a ambos lados de la 

ecuación anterior y resolviendo 

- Á2 )( 	- 	)...( 	/1„)vi 	O 
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Así al  = O. En una forma similar, a = O, para cada j 

Definición 3.1.2: Un vector v E es llamado un vector generalizado de T Si 

(T-2I) v = O 

Para algún valor propio A y algún entero positivo k El conjunto de los vectores 

propios generalizados es un subespacio de V. 

Lema 3.1.1: El conjunto de los vectores propios generalizados correspondiente al 

valor propio Á es igual a  

Proposición 3.1.2: Los vectores generalizados de T expanden a V 

Teorema 3.1.2: Los vectores generalizados no nulos correspondiente a distintos 

valores propios de T son linealmente independientes. 

Teorema 3.1.3: Sean 	 los distintos valores propios de T, con 

denoten los respectivos conjuntos de vectores generalizados. Entonces 

i) = 	Ef) U. ED...E9U„ 

ii) Cada (T,1.,/) 	es nilpotente 

iii) Cada T.', tiene solo un valor propio, A 

iv) T relaciona cada ? con el mismo 
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Definición 3.1.3: Como el espacio de los operadores lineales sobre V es de 

dimensión finita, existe un mínimo entero positivo k tal que 

/, T ,T 2  

son linealmente independientes. Así existen unos únicos números complejos 

, tal que 

a„1 + a T + a 27 .  + + 	' 	=0  

El polinomio 

a„ Ut Z 	 CJ1 	 =() 

Es llamado el polinomio mínimo de T. Este es el polinomio mónico (polinomio cuyo 

coeficiente del término de mayor grado es 1) de grado más pequeño tal que 

p(T)- O. 

Teorema 3.1.4: Sean Á1. Á.......2,, los distintos valores propios de T, sea t;/  el 

conjunto de los vectores propios de T correspondiente a 2, y sea u el entero más 

pequeño tal que (T-2,I) v = O , para cada 1. E Ut  . Sea 

Entonces, 
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i) p es el polinomio mínimo de T 

ii) p tiene como grado máximo dim V 

v) 	Si q es un polinomio tal que tal que ci(T),  O, entonces q es un polinomio 

múltiplo de q. 

Definición 3.1.4: La multiplicidad de un valor propio Á de T se define como la 

dimensión del conjunto de vectores propios generalizados de T correspondientes a 

. Además la suma de multiplicidades de valores propios de T es igual a n, la 

dimensión de V. 

Para Axler la definición que se emplea usualmente de multiplicidad (como la 

multiplicidad de las raíces del polinomio det(:/ - T)) carece de significado 

Definición 3.1.5: Sean 	 los distintos valores propios de T, con 

multiplicidades 	 respectivamente. El polinomio 

(-7  - 2i)h  (:: - 22) (:- Á. 	- Á„ 

es llamado el polinomio característico de T. 

De acuerdo a Axler la definición usual de polinomio característico que involucra 

determinantes implica que estos son usados para probar la existencia de valores 

propios. Sin mencionar los determinantes este procedimiento cambia. Primero 

probamos que T tiene n valores propios, contando multiplicidades y lo usamos para 

dar una definición más natural de polinomio característico. 
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Teorema 3.1.5: Sea q el polinomio característico de T. Entonces y( 7') = O. 

Este teorema se conoce como Teorema de Cayley - Hamilton 

3.2 Álgebra Lineal con determinantes: Garry Tee 

Para Garry Tee el teorema más importante de los determinantes es el que establece 

que una matriz es regular sí det ( A) /- O y que 

-1 
=-[Adj(A)1 

det A 

Sin embargo, esta última expresión no es tan empleada para el cálculo de la inversa 

de una matriz para ello se suelen emplear otros métodos 

Teorema 3.2.1 (Cayley-Hamilton): Sea P el polinomio característico de la matriz 

cuadrada A, entonces P( A) - O 

Demostración 

Sea 

B= 	(A - Ál) 

De donde cada elemento de B es el adjunto de cada elemento de la matriz .4 -Al, 

por lo tanto, es un polinomio en A de grado -1 o menor. Así, la matriz B puede 

escribirse como 

„_,+ B„_ 22 + • • • + B„Á" 
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Donde las matrices 13„ ,.13„ 	 13„ no dependen de 2. Luego, por el teorema 1.7.2.2 

se tiene que: 

+ 8„ 2 Á+•••+13,,A" ')(A )1)- - 13(A— ÁI) 

=det(A—.1/)/ 

= 	(Án — Ci Án — C?/1"  

Igualando los coeficientes (matrices) de 2 en ambos lados, tenemos un sistema de 

n+1 ecuaciones matriciales 

— B„=(-1)" 1 

11„A— Bi =(-1)".' c11 

B„ 	= 	I e,, ,/ 

,A 	c,/ 

Premultiplicando estas ecuaciones por A". A"- )„4"-2,..., 4, / obtenemos la siguiente 

ecuación de matrices 

O = (-1)"(A"—c,A" 	"-2  —•••--e„/)= P(A) 

Donde P es el polinomio característico de A. 

3.2.2 Ventajas del uso de determinantes 

Entre las ventajas que señala Garry Tee en el uso de los determinantes en el álgebra 

lineal puede mencionarse.  
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• En la demostración de la propiedad 3 de los determinantes, esto es 

det ( A ) = det ( A) la cual resulta según Tee, sencilla empleando 

determinantes 

• La definición de valor propio resulta complicada para estudiantes de 

bachillerato 

• La demostración del Teorema 3.1.1 usa conceptos más elevados o 

complicados que si se usará la teoría de determinantes. Además, señala que 

Axler cae en errores en sus planteamientos pues en una de las proposiciones 

que esta emplea habla de "vectores propios no nulos" cuando se sabe por la 

definición de valor propio que este no debe ser nulo. Pues si un vector propio 

fuese nulo, esto es 1,  - o, entonces todo escalar sería un valor propio de y y 

de cualquier matriz cuadrada. 

• La definición de multiplicidad de valor propio dada por Axler es más 

complicada que la basada en la descomposición en factores lineales del 

polinomio característico 

• La demostración del Teorema de Cayley- Hamilton es mucho más sencilla 

empleando determinantes que sin usarlos 
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