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Resumen

En est4 investigacion estudiamos en un espacio topoldgico los conceptos topolégicos
generalizados, en particular los conjuntos cerrados generalizados. Inicialmente
definimos los conceptos de a-cerrado, pre-cerrado, semi-cerrado, 3-cerrado, espacios
Tgse Ty , semi-Ty , etc. y demostramos las relaciones entre los varios tipos de
conjuntos cerrados generalizados. Probamos que los conjuntos o-abiertos forman una
topologia y damos gjemplos que determinan que jos otros conjuntos abiertos no
forman una topologia. Estudiamos de manera unificada la noci6n de conjuntos

gr-cerrados, finalmente introducimos la descomposicion de Hewitt , caracterizamos
los espacios Ty y las relaciones entre los conjuntos gp-cerrados y sg-cerrados.

Summary

In this investigation we study in a topologic space the concept of generalized spaces,
in particular the generalized closed sets. Initially we define the concepts of a-closed,
pre-closed, semi-closed, B-closed, T, Ty, semi- Ty, spaces, etc and we demostrated
the relations between the several types of generalized closed sets. We prove that the
a-open sets form a topology and give examples that determine that the other open sets
do not form a topology. We study a unified way the notion of qr-closed sets. Finally
we introduced the decomposition of Hewitt, we characterized the Ty spaces and the
relations between the gp-closed and sg-closed sets.



INTRODUCCION

Los fundamentos en Topologia general son basicos para estudios avanzados en
Andlisis Matemadtico, geometria y Topologia algebraica, pero se tiene la creencia de
que la Topologia general es objeto de estudio exclusivo para matemdticos, lo cual no
es cierto, la Topologia general es aplicada en la actualidad a las Ciencias
Computacionales y a la Topologia Digital, ademés de que permite iniciar a los
estudiantes temas de investigacién que estimulan la curiosidad y el interés por temas
avanzados.

En este trabajo, nos proponemos estudiar conceptos topolégicos generalizados,
en particular los conjuntos cerrados generalizados que pueden ser usados para
caracterizar las clases de espacios totalmente disconexos, submaximales y los Ty y
sus variaciones.

La esta investigacion la bibliografica, hemos utilizado informacién registrada
en textos y documentos especializados, principalmente el articulo de Jiling Cao,

Sina Greenwood e Ivan Reilly; “ Generalizad closed sets: a unified approach “,

Este proyecto se divide en tres capitulos los cuales se desarrollan en la
siguiente forma:

En el primer capitulo definimos los conceptos de conjuntos a-cerrados,
semi-cerrados, pre-cerrados, 3-cerrados y a partir de estos conjuntos definimos los
conjuntos a-abiertos, semi-abiertos, pre-abiertos, 3-abiertos y los operadores clausura

¢ interior asociados. Ademas enunciamos y demostramos algunos teoremas que



relacionan dichos conjuntos. Demostramos que los conjuntos ¢-abiertos forman una
topologia, pero no asi los otros. Definimos los conjuntos cerrados y abiertos
generalizados y resumimos las relaciones existentes entre ellos en el diagrama # 1 que
estd en la pagina 24. Introducimos los conceptos de espacios Ty, Ty, semi-Tiy,
submaximal, g-submaximal y sg-submaximal y los conjuntos nodec y nodeg.

El objetivo del segundo capitulo es estudiar nuevas clases de conjuntos
cerrados generalizados considerando cada posible emparejamiento de las cinco
operaciones de clausura con la noci6n de  abertura” de manera unificada.

En el tercer y ultimo capitulo introduciremos clase de espacios topol6gicos
localmente indiscreto, extremadamente disconexo, resoluble, fuertemente resoluble,
etc y las descomposiciones de Jankovic- Reilly y Hewitt estd ultima de gran
importancia para el desarrollo de est4 investigacién. Demostramos una serie de

resultados que nos permite completar el diagrama # 1.



CAPITULO 1

4GONCEPTOS BASICOS DE CONJUNTOS CERRADOS Y ABIERTOS



En topologia general, las hociones de conjunto cerrado y de tlausura son
fundamentales. En este capitulo definiremos algunos conceptos que generalizan tales
nociones y que son de utilidad para la caracterizacion de propiedades topolégicas.
Enunciaremos y demostraremos algunos resultados que nos serviran en los siguientes
capitulos, en particular demostrar que los conjuntos a-abiertos forman una topologia,

denotada por ( &%), y estudiaremos detenidamente las propiedades de estd

topologia.

1.1 Conceptos bisicos:

A continuacion presentamos algunas definiciones y resultados que son de

importancia para la presentacion de este trabajo.

Definicion 1.1: Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion 7~ de
subconjuntos de X con las siguientes propiedades.
i) @y Xestdnen .
ii) La uni6n de los elementos de cualquier subcoleccion de 7~ estaen I .
iii)  La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de &7~
estd en
Un espacio topolégico es un par ordenado ( X, &), formado por un conjunto

X y una topologia &~ sobre X.



Definicién 1.2: Sea ( X, &) un espacio topoldgico ; A c X;
i) A es un conjunto abierto de X si A pertenece a la coleccion 77~ .
ii) A es un conjunto cerrado de X si el conjunto X — A = A® es abierto.
iii)  El interior de A, se define como la unién de todos los conjuntos abiertos
contenidos en A y lo denotamos por int(A).
iv) La clausura de A, se define como la interseccidn de todos los conjuntos

cerrados que contienen a A y la denotamos por cl(A).

Observacion 1.1: Sea ( X, &~ ) un espacio topoldgico , A ¢ X. Es obvio que int(A)

es el mayor abierto contenido en A y cl(A) es el menor cerrado que contiene a A.

Teorema 1.1: Sea ( X, &) un espacio topologico, A ¢ X, x € X.
i) x € int(A) siy solo si existe un O abierto: x e O C A
ii) x € cl(A) si y s6lo si para todo O abiertox e O = 0N A # @.
La demostracion de este teorema es facil de realizar.
El siguiente lema nos presenta unas propiedades de los operadores de interiores y

clausura que nos seran de gran utilidad mds adelante.

Lema 1.1: Sean ( X, &~ ) un espacio topologico, A ¢ X. Entonces
i} int (A°) = (cl(A))°
ii) cl(A®) = (int(A))°
Demostracién: Aplicando ¢l teorema anterior, se justifican las siguiente

equivalencias logicas.



i) int (A°) = (cl(A))°
Sea x eint (A°) < 3 O abierto: x € O ¢ A®

< J30abierto: xcs OA0NA=Q

<> X gcl(A)

e xe[cl(A) [

=xel[clA) T

ii) cl(A%) = ( int(A))*
Sea x €] int(A)]° <= X ¢int(A)
<> ¥ O abierto, talque x e 0,0 ¢ A
< Vv O abierto, tal que Oc O, 0N A+ @
<= X € cl(A")
Ahora que ya hemos visto la definicién de los operadores de interiores y de

clausura con algunas propiedades, introduciremos la siguiente definicion.

Definicién 1.3: Sea X un espacio topolégico. A subconjunto de X es llamado:
i) a- cerrado si cl{ int(cl(A))) € A;
ii) semi-cerrado si int(cl(A)) € A;
iii)  pre-cerrado si cl(int(A)) C A;
iv) B-cerrado si int{cl(int(A))) ¢ A.
A partir de esta definicién podemos definir nuevos conjuntos como lo podemos

ver en la siguiente definicién.

Definicién 1.4: Sea X un espacio topologico. A subconjunto de X llamamos:
i) - abierto si X — A es a- cerrado

ii} semi-abierto si X — A es semi-cerrado



iii)  pre-abierto si X — A es pre-cerrado
iv) 3- abierto si X — A es 3-cerrado
A continuacién daremos una proposicion, que nos ayudara a comprender mejor la

definicion antes expuesta y cuyas demostraciones se obtendran a partir del lema 1.1.

Propesicién 1.1: Sea X un espacio topoldgico y A subconjunto de X.
i) cl[int(cl(A%))] c A® <= A ¢ int[cl(int(A))]
ii) int(cl(A%)) c A° = A ¢ cl(int(A))
iii)  cl(int(A%)) c A° = A ¢ int(ci(A))
iv)  int[cl(int(A“))] € A® <= A c cifint(cl(A))]
Demostracion:
i) Supongamos que,
cl(int(clA®) c A®
Aplicando las relaciones establecidas en el lema 1.1, se tiene que
cl(int(clA®) = [ int(cl(int(A))]°
por lo tanto
[ int(cl(int(A))]° C A®
y asi
A ¢ int (cl(int(A)))
Reciprocamente, supongamos que,
A ¢ int (cl(int(A)))
se tiene que
[ int(cl(int(A)]° c A®
por lo tanto

[ int(cl(int(A))]° = cl(int(clA®)



luego
cl(int(clA)) c A°
ii) Supongamos que,
int(clA®) c A°
Aplicando las relaciones establecidas en lema 1.1, se tiene que
int(clA®) = [cl(int(A))]° ¢ A°
por lo tanto
[cl(in(AD]° c A®
y asi
A ¢ cl(int(A))
Reciprocamente, supongamos que
A ¢ cl(int(A))
Se tiene que

[cl(int(A)]° = int(clA®)

por lo tanto
int(clA®) c A°

iii) Supongamos que

cl(int(A%)) ¢ A°
Por las relaciones establecidas en el lema 1.1 se tiene que,

cl{int{A%)) = int(cl(A))

por lo tanto

int(cl{(A)) ¢ A°
y asi

A C int(cl(A))



Reciprocamente, supongamos que

A c int(cl(A))
Aplicando las relaciones establecidas en el lema 1.1 se tiene que

[ int(cl(A)]° = cint(A)")

por lo tanto

cl(int{A)) c A°
iv) Supongamos que

int(cl{intA)) c A®
Aplicando las relaciones establecidas en el lema 1.1 se tiene que
int(ci(intA%)) = [cl(int(cl(A)))]
por lo tanto
[ci(int(cl(A))]° c A°
y asi
A c cl(int(clA))
Reciprocamente, supongamos que
A ¢ cl(int{clA))
Aplicando las relaciones establecidas en el lema 1.1, se tiene que
[cl(int(ci(A))]° = int(cl(intA®))
por lo tanto
int(cl(intA%)) c A°

Con esto finalizamos nuestra demostracion.
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Lema 1.2: Sea ( X, 7~ ) un espacio topolégico. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

i) A es g-abierto

ii) A es semi-abierto y pre-abierto.
Demostracién:
(D= (i)
Supongamos que A es a-abierto y demostraremos entonces que A es semi-abierto y
pre-abierto.
Por hipotesis, A es a-abierto. Luego,

A ¢ int[cl(int(A))]

Ademds ya que int(A) C A se tiene que

cl(int(A)) c cl(A)

por lo tanto
intfcl(int(A))] ¢ int(cl(A))
Asi
A c intfcl(int(A))] ¢ int(cl(A))
y luego

A ¢ int(cl(A))

Por lo tanto, A es pre-abierto.
Como
A ¢ int[cl(int(A))] < cl(int(A))

Se tiene que A es semi-abierto. Por consiguiente A es pre-abierto y semi-abierto.
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(ii) = (i)
Supongamos que A es semi-abierto y pre-abierto, demostraremos entonces que A es
a-abierto.

Por hipétesis:

>
N

C int{cl(A)) (1)

A

N

cl(int(A)) (2)
Si A =@, entonces A es a- abierto
Supongamos que A #@y seax e A, por (1), existe O abierto tal que
xeO y OcclA)
Por (2) se tiene que
X € O ¢ cl(int(A))
entonces
x € int(cl(int(A)))
Asi
A ¢ int(cl(int(A)))
Por lo tanto A es a-abierto y asi finaliza nuestra demostracion.
Con el siguiente ejempio, podemos observar que los subconjuntos

semi-abiertos, pre-abiertos y 3-abiertos no forman una topologia.

Ejemplos 1.1:
1) Sea R el conjunto de los nimeros reales dotado de la topologia usual;
A =[ab}yB = [b,c] con a<b<c intervalos de R .Es claro que A y B son

semi-abiertos y B-abiertos
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En efecto,
cl(int(A)) = A
entonces
int[cl(int(A))] = A
por lo tanto
cl(int(B)) =B
Asi

int[el(int(B))] =B
Se tiene que AN B = {b}, de donde

cl(in{ ANB))=¢
y por lo tanto A N B no es semi-abierto.
Por otro lado

int(cl{intAN B ))) =@,
y por lo tanto A N B tampoco es 3-abierto.
2) Sean R el conjunto de los nimeros reales dotado de la topologia usual, O el
conjunto de los nimeros racionales, 7el conjunto de los nimeros irracionales y
B=7U{0}.
Tenemos que:
c(@)=R y int(ckQ))=R
Asi
Q@ cint(ck@)

Luego ¢ es pre-abierto.
De igual forma se verifica que B es pre-abierto. Pero A N B = {0}, no es pre-abierto,
puesto que;

c(ANB)={0} y int(cANB))=g¢.
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En efecto,
cl(int(A)) = A
entonces
int[cl(int(A))] = A
por lo tanto
cl(int(B)) =B
Asi

int[cl(int(B))] =B
Se tiene que AN B = {b}, de donde

cl(in{ ANB)) =¢
y por lo tanto A N B no es semi-abierto.
Por otro lado

int(cl(int(A N B ))) = @,
y por lo tanto A N B tampoco es 3-abierto.
2) Sean R el conjunto de los nimeros reales dotado de la topologia usual, O el
conjunto de los nimeros racionales, 7el conjunto de los ntimeros irracionales y
B=7U{0}.
Tenemos que:
c@)=R y int(cl(Q)) =R
Asi
Q cint(ckQ)

Luego {0 es pre-abierto.
De igual forma se verifica que B es pre-abierto. Pero A N B = {0}, no es pre-abierto,
puesto que;

c(ANB)={0} y int(clANB))=g.
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Hemos podido observar que los subconjuntos semi-abierto, pre-abierto y
j3-abierto no forman una topologia, sin embargo, no hemos dicho nada acerca de los
a-abierto. A continuacion enunciaremos algunos teoremas que nos servirdn para
demostrar que los a-abiertos forman una topologia. Denotaremos &7 | @ &, &

a la familia de - abiertos, semi-abiertos, pre-abiertos y 3-abiertos respectivamente.

1.2 La a-topologia

Como lo mencionamos anteriormente, en esta parte del trabajo demostraremos que
los a-abiertos forman una topologia utilizando algunos resultados que enunciaremos a

continuacion.

Propesiciéon 1.2: Sea ( X, 7~ ) un espacio topolégico. Entonces &~ c 7% ¢ @
Demostracién: Sea A ¢ &7, entonces

A ¢ inf[cl(int(A))]
Por lo tanto A € 7 ®, Aplicando el lema 1.2 se tiene que A es semi-abierto.

Por consiguiente A€ @ Asi 7~ cTc ¢ .

Observacién 1.2: Cada conjunto semi-abierto distinto del vacio tiene interior no
vacio.

A hora caracterizaremos a 7~ en términos de @
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Proposicién 1.3: Sea ( X ,Z7) un espacio topolégico . Los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) A es a - abierto

ii) ParatodoBe &, ANBe .
Demostracién:
(i) =(ii)
Sea A € 7%, Be ¢, x AN B y U una vecindad abierta de x.
Probaremos que A 1 B es semi —abierto, es decir, A N B ¢ cl(int(ANB))
Claramente

UN int(cl(int(A)))
también es una vecindad abierta de x,
Por lo tanto
V =( U N int(cl(int(A))) ) N int(B)

es no vacia. Como

V = cl(int(A)),

implica que
U N (int(A)N int(B)) = VN int(A) # ¢
Se tiene que
A N B c clf (int(A)N int(B))] =cl(int(A N B))
Es decir,
A N B es semi-abierto.
(ii) =()

Sea AN B € ¢ paratodo Be @ .En particular A € .
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Asumamos
x € A Niint(cl(int(AN)I°

Entonces

x € int(B),
donde

B = [cl(int(A))]°

Claramente

{x}UBe @
y consecuentemente

AN({x}JUB)e @

Pero,

AN{x3UB) = {x},
Por lo tanto {x} es abierto.
Como

x ecl(int(A),
Esto implica que
x € int(cl(int(A)))
contrario a lo asumido.
Asi
X € A = xeint(cl(int(A)) y A e T°

Esto completa la demostracion.
Asi encontramos que 7~ esta completamente determinado por ¢ .Por lo tanto toda
familia de semi-abiertos también determinan la familia de o-abiertos, explicitamente

dada por la proposicion 1.2.
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Reciprocamente toda familia de a-abiertos determinan la misma familia de

semi-abiertos, asi que @ estd completamente determinada por 7%

Teorema 1.2: Sea (X, 7~ ) un espacio topolégico, entonces &7~ es una topologia
sobre X.
Demostracién: Obviamente @, X son conjuntos o-abierto, ademas notemos que cada
conjuntos a-abierto distinto del vacio tiene su interior no vacio. Sea { B;}ic un
familia de conjuntos c-abiertos, entonces
UieBi C Ujerintf(ck(int(B;}))]

por lo tanto

intfcl(Uics (int(B; )DIC intfel(int(UiesB; )],
Asi la familia de a-abiertos es cerrada con respecto a uniones arbitrarias.

Sean A, B a-abiertos y C semi-abierto. Como A y B son a-abiertos, entonces
AN Cy BNC son semi-abiertos. Por lo tanto (A N B) N C es semi-abiertos. Luego
por la proposicion 1.3 se tiene que A N B es a- abiertos.

Hemos demostrado que 7~ es una topologia sobre X.

De aqui en adelante usaremos el término a-topologia para la familia de
a-abiertos. Dos topologias determinando la misma familia de a-abiertos, la
llamaremos a-equivalente, y a las clases de equivalencias la {lamaremos o—lases.

En la siguiente proposicion caracterizaremos ¢ en términos de 7~ .

Proposicién 1.4: Sea ( X, 7~ ) un espacio topoldgico y denotemos por (7"*)*ala
familia de semi-abiertos con respecto a la topologia 7% Entonces @ = (7~ %)°y

por lo tanto las topologia a-equivalente determinan la misma familia de semi-abiertos.
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Demostracion: Denotamos por cl, y int, la clausura e interior respecto 7%,
respectivamente. Si
xeBe@ y xeAegF™“
entonces
int[cl(int(A))] # @
ya que int(cl(int(A))) es una vecindad de x.
Es claro que
int(B) c cl(int(A)) c int(A),

Resultando

ANint(B) # ¢,
y obviamente

ANint(B) + @ .
En otras palabras B c cl,(int . B). Es decir B € 7%,
Por otro lado sea

AcT® ,xeAyxeVed

ComoVeZ %y xeclint A,
entonces

VNint, A # 9,
¥ ademds existe un conjunto no vacio W € &~ tal que

WcViint,A c A,

En otros términos

VNink(A) # @ y x e cl(int(A))
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Asi se verifica que
T g

con esto completamos ia prueba.

Proposicién 1.5: Sea (X, 7 ) un espacio topol6gico. Entonces 7%= 777
Demostracién: Consideremos 7% = 77

1) Es obvio que

2) Demostraremos que
Titc A
Sea A € #7%y C semi-abierto con respecto a la topologia 7.
Aplicando la proposici6n 1.2 se tiene que, A N C es semi-abierto con respectoa 77

Por lo tanto A € &7 . Asi

Luego por (1) y (2) se tiene que

T = o,

Corolario 1.1: Sea (X, 77 un espacio topoldgico. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

i) ¢ es una topologia sobre X.
ii) gt =¢.
Demostraciéon:

(ii) = (i) es obvio, pues &“es una topologia.
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() = (i)
Sabemos que &~“ ¢ ¢, por lo tanto ahora probemos que @& ¢ &% .

Sea A e @ y B un semi-abierto arbitrario. Como @ es una topologia sobre X.
Entonces A 1 B es semi abierto. Por la proposicion 1.3 se tiene que A es a- abierto,

porlotanto A € 7% . Asi @ ¢ %

Observacion 1.2: Sea (X, &) un espacio topologico. Entonces @& = 7% = @,

Proposicién 1.6: Sea (X, &) un espacio topolégico. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

i) AeTe

ii) Existen B € 7~y Nnuncadensoen( X, 7°) talque A=B-N
Demostracién:
(i) =(iD)
Como A & 7~ tenemos que

A = int(cl(int(A))) - [ int(cl(int(A))) — A ],
Donde
int(cl(int(A))) — A
es claramente nunca denso.
(i) =(1)
Se tiene que
A=B-N,conB 7 y N un conjunto nunca denso,

Claramente podemos ver que

B c cl(int(A)
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Por lo tanto
A c B c int(cl(int(A))).
Entonces
A es un o- abierto.

Asi completamos la demostracion.

Corolario 1.3: Sea ( X, 7~ ) un espacio topol6gico. Entonces 7~ = 77~ “si y sélo si
todo subconjunto nunca denso es cerrado.
Demostracién: Supongamos que = 7~ %y sea N un conjunto nunca denso. Se
tiene que

int(cN)) =@ y cl(int(cl(N))) = ¢
Por lo tanto

cl(int(cl(N))) ¢ N

Luego N es a-cerrado entonces N es cerrado.

Reciprocamente, se obtiene utilizando la proposicion 1.6

Ejemplo 1.2: Sea % la topologia usual sobre ¢l conjunto de los nimeros reales R. y

A= {l/n € N} un subconjunto de R..
n

Como
cA)=AU{0} y int(cl(A)) =@,
entonces A es nunca denso ¥ no es cerrado.

Por lo tanto % +%* son intervalos semi-abiertos, asi R* R, y K*° noesuna

topologia.
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A continuacion presentaremos nuevos conceptos del operador clausura, que

seran de gran utilidad en !a realizacion de este trabajo.

Definicion 1.5: Sea ( X, 7~ ) un espacio topolégico, y A ¢ X,

i} La a-clausura de A, denotado por cl A, es el menor a-cerrado que contiene
aA.
ii) La semi-clausura de A, denotada por cl;A, es el menor semi-cerrado que

contiene a A.

iii)  La preclausura de A, denotada por clpA, es el menor pre-cerrado que
contiene a A.

iv)  La B-clausura de A, denotada por clgA, es el menor S-cerrado que
contiene a A.

Esta definicion da origen al siguiente teorema.

Teorema 1.3: Sea ( X, &) un espacio topolégicoy A ¢ X, entonces.
i} clbA = AU cl[int(cl(A))]
ii) clsA = AU int(cl(A))
iii) clbA = AUcKint(A))
iv)  clgA = AU int[cl(int(A))]
Demostracion:
i) Consideremos B = A U cl(int(cl(A))) . Es obvio que A CB

Demostraremos que B es a-cerrado, es decir que

cl(int(cl{B))) ¢ B
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Tenemos que

cl(B) = clf A Ucl(int(ci(A)))]

cl(A) U cl(int(cl{A)))
Por consiguiente
cl(int(ck(B))) = clfint( cl(A) U cl(int(ci{A)})))]

= cl(int(cl(A)))

¢B
Asi B es a-cerrado.
Probaremos que B es el menor a-cerrado que contiene a A, Si C es a-cerrado tal
que A ¢ C entonces se tiene que:

cl(int(cl(A)}) c cl(int(cl(C))) ¢ C,
Por lo tanto
A Ucl(int(cl(A)) cAUC = C

Luego Bc C
ii) Consideremos B = A U int(cl(A)). Es obvio que A ¢ B
Demostraremos que B es semi-cerrado, es decir int(cl(B) ¢ B.
Se tiene que

int(cl(B) = int[cl(A) U int(cl(A))]

por lo tanto
= intf cl(A) U cl(int(cl{A)))]
entonces
int] cl{A) ] c B.
Por lo tanto B es semi-cerrado.

A hora probaremos que B es el menor semi-cerrado que contiene a A.
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Sea C semi-cerrado tal que A ¢ C .Entonces

int(cl(A))) ¢ int(cl(C))
Por lo tanto

A Uint(cl(A)) ¢ int(cC)) c C
Luego
BcC
Por consiguiente, B es el menor semi-cerrado que contiene a A.
iif) Consideremos
B = A U cl{(int(A))

Demostraremos gue

cl(int(B)) c cl(int(A))
Supongamos que

X ¢ cl(int(A)),
entonces existe un abierto O, tal que
xeO y ONint(A)= ¢

Esto implica que

ONcl(int(A)) = @

Por lo tanto
int[A U cl(int(A))] N O = intfA U cl(int(A))] N int(O)
entonces
int( [A U clint(A))] N O ) = int(AN O)
Asi

int(A)NO = ¢
Lo que implica que

x ¢ cl{int(B))
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En consecuencia
cl(int(B)) ¢ cl(int(A)) ¢ B
y hemos probado que B es pre-cerrado.
Si C es precerrado y A C C se tiene que
B=AUcl(int{A)) c AUclint(C)) cAUC=C

Asi, B es el menor pre-cerrado que contiene a A.

iv) Consideremos

B = A U int(cl(int(A)))
Es obvio que A c B. Demostraremos que B es 3-cerrado. Como en el caso anterior se
prueba que

cl(int(B)) < cl(int(A))
y de aqui se tiene que

int(cl(int(B))) c int(cl(int(A))) c B
Lo que prueba que B es B-cerrado.
Si C es B-cerrado y A cC se tiene que
B = A Uint(cl(int(A))) ¢ AU int(cl(int(C)))=AUC=C

Asi, B es el menor 3-cerrado que contiene a A.

1.3 Conjuntos abiertos y cerrados generalizados.

En esta seccion del capitulo definiremos los conjuntos abiertos y cerrados

generalizados y la relaciones que existen entre ellos.
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Definicién 1.6: Sea (X, 7~) un espacio topologico. Un subconjunto A de X lo
llamamos:
i) generalizado cerrado ( g-cerrado) si clA ¢ U, siempre que Ac Uy Ues
abierto;
ii) semi-generalizados cerrado(sg- cerrado), si cl; A CU siempre que AC Uy
U es semi-cerrado;
iiiy  generalizado semi<cerrado(gs-cerrado) , sicl; A c U siempre que Ac Uy
U es abierto;
iv) generalizado a-cerrado{ga-cerrado) , si cl, A ¢ Usiempre que AC Uy U
es a-abierto, equivalente, si A es g-cerrado con respecto a a-Topologia;
v) a-generalizado cerrado{ag-cerrado) , si cl;A ¢ Usiempre que Ac Uy U
es abierto;
vi)  gp-cerrado si cl,A ¢ U siempre que A ¢ Uy U es abierto;
vii)  gsp-cerrado si clgA c U siempre que A ¢ U y U es abierto.
A partir de la definicion anterior, podemos definir los conjuntos abiertos

generalizados.

Definicién 1.7: Sea (X, ) un espacio topolégico: Un subconjunto A de X lo
Ilamamos:

i) generalizado abierto, si X \ A es g-cerrado;

i) semi-generalizado, si X \ A es semi-generalizado cerrado;

iii)  generalizado semi-cerrado, si X \ A es gs-cerrado;

iv) generalizado a-abierto, si X \ A es ga-cerrado;

V) a-generalizado abierto, si X \ A es ag-cerrado;
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vi) gp-abierto, si X \ A es gp-cerrado;
vil)  gsp-abierto, si X \ A es gsp-cerrado.
Las relaciones conocidas entre los tipos de conjuntos cerrados generalizados

enumerados en las definiciones del 1 al 5 se resumen en la siguiente diagrama # 1.

cerrado

/

q-cerrado

RN

semni-cerrado got- cerrai\ g-cerrado

sg—celrrado >< pre- cerrado><ag-cen*ado
B-cerrado gs-cerrado gp-cerrado
gsp-cerrado

Diagrama # 1
En este diagrama # 1 se resumen las relaciones conocidas entre las clases
de conjuntos cerrados generalizados. En general, ninguna de las implicaciones
representadas en el diagrama # 1 es reversible, como lo podemos ver en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3: Un conjunto A semi-precerrado no necesariamente es sg-cerrado.

Sea X = {a,b,c} con T ={,{a,b}, X}y un conjunto A ={a}. Claramente A es
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B-cerrado, pero X = cl;A ¢ {a,b}eT. Luego A es no sg-cerrado, no siempre
gs-cerrado. Note que A es no ga-cerrado y luego el conjunto pre-cerrado no
necesariamente es ga-cerrado.

Consideramos diversas clases de espacios topolégicos las cuales definiremos a

continuacién.

Definicién 1.8: Sea ( X, ) un espacio topoldgico llamaremos:

i) Un espacio Ty si cada conjunto gs-cerrado de X es sg-cerrado;

ii) Un espacio Ty, si para cada x € X, {x} es abierto o cerrado.

iii)  Un espacio semi- T, si para cada xeX ,{x} es semi-abierto o
semi- cerrado.

iv) X es nodec si todo conjunto nunca denso de X es cerrado.

v) X es nodeg si todo conjunto nunca denso de X es g-cerrado.

vi) X es extremadamente disconexo si la clausura de cada conjunto abierto X
es abierto.

vii} X es submaximal si cada subconjunto denso de X es abierto.

viii) X es g-submaximal si cada subconjunto denso de X es g-abierto.

ix) X es sg- submaximal si cada subconjunto denso de X es sg-abierto.



CAPITULO II

UN ENFOQUE UNIFICADO: CONJUNTOS QR-CERRADOS
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Cada generalizacion en la definicion 1.6 envuelve un operador de clausura y una
nocién de “abertura”.Especificamente cada definicion envuelve cualquier cl, cl,, cls,
clp o clg de A junto con U siendo cualquier abierto a-abierto, o semi-abierto. En este
capitulo estudiaremos nuevas clases de conjunto cerrado generalizado considerando
cada posible emparejamiento de las 5 operaciones de clausura mencionadas arribas
con la nocién de “abertura” de manera unificada. Introduciremos el siguiente término
qr-cerrado, donde q representa la operacion clausura, y r representa una nocion

generalizada de apertura.

Observacion 2.1: En lo siguiente usaremos las siguientes notaciones:

(1) Cerrado, semi-cerrado, pre-cerrado, por t-cerrado, s-cerrado y p-cerrado,
respectivamente.( similar para jos conjuntos abiertos)

(2)clA porclcAcon AcX

(3) Consideremosa P = {t,ct,8,P, B }

2.1 Conjuntos gr-cerrados

Definicién 2.1: Sea ( X, & ) un espacio topoldgico y q, r eP. A ¢ X es llamado

qr-cerrado si cl, A cU siempre que A ¢ Uy U es r-abierto.

Teorema 2.1: Sea ( X, &) un espacio topoldgico. Entonces
i) A es g-cerrado si este es T T-cerrado,
ii) ag-cerrado si este es at-cerrado,

iii) gs-cerrado si este es st-cerrado,
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iv) gp-cerrado si este es pr-cerrado,
V) gsp-cerrado si este es Sr-cerrado,
vi) ga-cerrado si este es aa-cerrado,
vii) sg-cerrado si este es ss-cerrado.

La prueba se omite, pues es inmediata .

Lema 2.1: Sea ( X, &~ ) un espacio topolégico, A ¢ X yq e P, entonces x € clg A
si y solo si para cada conjunto H g-abierto,conxc H, HN A # .
Demostracién: Supongamos que x € cl,(A) y que H es g-abierto, tal que
xeH y HNA=¢
entonces
ACH® y HFesq-cerrado,
por lo tanto
Clj(A)cH®
Como x € cly(A), resulta que x € H ® y esto es contradictorio.
Asi
H es g-abietoy x e H
Entonces
HNA #¢.
Reciprocamente, supongamos que X ¢ clq (A), entonces
x € [ ¢ly (A) } ° que es g-abierto.
De la hipdtesis se tiene que

[cly(A)]°T A #9¢
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que es absurdo, pues
A ccly(A)
Asi hemos terminado nuestra demostracion.
Los siguientes lemas seran de gran utilidad para la demostracion de teoremas

que veremos més adelante.

Lema 2.2: Sea (X, &) un espacio topologico. A ¢ X, A no es nunca denso si y solo
si existe G abierto no vacio tal que G ¢ cl(A).
Demostracién: Supongamos que A no es nunca denso, entonces

G = int(cl(A)) es abierto no vacio

G c cl(A).
Reciprocamente, si G es abierto no vacio y G c cl(A). Entonces
G cint(cl(A)),
por lo tanto
int(cl(A) # @,
y asi

A no es nunca denso.

Lema 2.3: Sea ( X, &~ ) un espacio topolégico, A ¢ X . Entonces A \ cl(int(cl(A))) es
nunca denso.
Demostracion: Supongamos que

A\ cl(int{cl(A))) no es nunca denso,
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por el lema 2.2, existe G abierto no vacio tal que
G ¢ cl[ A\ cl(int(cl(A))) ]
Por lo tanto,
G ¢ cl(A)
y como G es abierto, se tiene que
G ¢ int(cl(A))

y en consecuencia

G cel(int( cl(A)))
De aqui tenemos que
A\ci(int(cl(A) < A\G
y
cl[A \ cl(int(cl(A))] ¢ cl[A\G)
por lo tanto

G ccl(A\G)
Y esto contradice el hecho de que G es abierto, no vacio. Por consiguiente
A\ cl(int(cl(A))) es nunca denso.

El siguiente teorema da dos descomposiciones ttiles de un espacio topologico.

Teorema 2.2: Sea (X, &) un espacio topol6gico .
i) Todo conjunto unitario es p-abierto o nunca denso
ii) Todo conjunto unitario de X es abierto o p-cerrado.
Demostracion:

(i) Supongamos que {x} no es nunca denso. Entonces

int(cl({x})) + @
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Sea y e int(cl({x})), entonces existe O abierto tal que
y € O c cl{{x})
entonces
oN{x}+¢@
Por lo tanto x € O, Asi
x € O ¢ int({x})
entonces
x € O ¢ int(cl({x}))
(ii) Si {x}no es abierto, entonces el int{x}=@. Asi
cl(int{x} =,
Por lo tanto

{x} es p-cerrado.

Teorema 2.3: Sea ( X, 7 ) un espacio topolégico. Si g,r €P, entonces cada
subconjunto qr-cerrado de X es g-cerrado si y solo si cada {x}< X es g-abierto ¢
r-cerrado.
Demostracién: Supongamos gue cada conjunto gr-cerrado de X es q-cerrado.
SixeX y {x] no es r-cerrado, entonces

X\ {x} no es r-abierto.
Asi, el inico conjunto r-abierto que contiene

X\ {x}esX,

lo cual implica que

X\ {x} es gr-cerrado.

Por hipétesis,
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X\ {x} es q-cerrado.

Por lo tanto

[x} es g-abierto.

Reciprocamente, Supongamos que{x}e X es g-abierto o r-cerrado.
Sea A qr-cerrado y x € clg(A). Si {x} es g-abierto, entonces por lema 2.1, x € A.
Asi
[x} esrcerrado ¥ X ¢ A,
cntonces
A c X\ {x}].

Como A es qr-cerrado, tenemos que

xecl,Ac X\ {x}

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, A = cl,A y asi A es g-cerrado.

Teorema 2.4: Sea ( X, &7 ) un espacio topologico. A ¢ X, re{p,3} ¥
q P. Entonces A es: gr-cerrado si y sélo si es q-cerrado.
Demostracién: La condici6n suficiente es inmediata. Supongamos que A es
gr-cerrado y probemos que
cly (A)c ASeax ecly(A)
Sabemos que
int({x}) = {x} 6 int({x})=9.

Si int({x}) = {x}, entonces {x} es r-abierto. Por lo tanto

AN{x} +@ y asi xe A.
Ahora si int({x}) = @, entonces {x} es r-cerrado. Por lo tanto

X\ {x} es r-abierto.
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Si suponemos que X ¢ A, tenemos que
A c X\ {x}.
Por lo tanto
clg (A) < X\ {x},
lo que es contradictorio. Asix € A
Hemos, probado que en cualquier caso x € A .Asi, cl,(A)c Ay Aes

q-cerrado.

Teorema 2.5: Sea ( X, 7~ ) un espacio topologico. Ac X,qe {p.B}y re{as}.
Entonces A es gr-cerrado si y solo si A es g-cerrado.
Demostracion: La condicion suficiente es inmediata. Supongamos que A es
qr-cerrado y probemos que
cly (A) c A.
Sea x € cly (A). Sabemos que
{x} es abierto 0 nunca denso.
Si {x} es abierto, entonces
AN{x} 29
y por lo tanto
XxeA
supongamos que {x} es nunca denso, entonces
{x} es r-cerrado
y por lo tanto
X\ {x} es r-abierto

Si suponemos que X ¢ A, tenemos que
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x e cl(int{A)) y A c X\ {x}
por lo tanto
X € cl(int(A)) ¢ cl(int({x})) = X \ int(cl({x}))
y esto es contradictorio, pues
x int(cl(A)).
Asix e A,

Hemos probado que en ambos casos x € A y con esto que A es g-cerrado.

Teorema 2.6: Sea ( X, ) un espacto topoldgico. Entonces A ¢ X es
qa-cerrado si y s6lo si A es gqs-cerrado, para cualquier q €P.
Demostracion: Por definicion, se tiene que cada conjunto gs-cerrado es qa-cerrado.
Por lo tanto solo tenemos que demostrar que un subconjunto A de X es qa-cerrado
entonces A es qs-cerrado, para cualquier q €P.
Sea A ¢ X ga-cerrado y A cU donde U es s-abierto.
Supongamos que existe un punto
xeclhA\U,
Entonces
AcUcX\ {x}.
Consideremos los siguientes casos por separados:
(1) Siint(cl{x})=® . Entonces {x}es a-cesrado. Por lo tanto
X\ {x}es a-abierto
Como A es ga-cerrado, tenemos que
xecllAc X\ {x},

lo cual es una contradiccion.
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(2) Siint(cl{x}) # @, entonces
x € int(cl {x})
Por otro lado U es si-abierto, entonces
clU = cl(intl))
Por lo tanto:
cl,A € clA ¢ clU = cl{int.) ¢ clfint(X\ {x})} = X\ clint({x}),
lo cual es una contradiccion.

Debemos mostrar que para cada q,r P, la propiedad qr-cerrado es
equivalente a un tipo conocido de conjunto cerrado generalizado, excepto cuando
Q=T yr=a
( o equivalentemente r =s ). La clase del conjunto za-cerrado es nuevo, como lo

estableceremos a continuacion.

Definicién 2.1:Sea ( X, &~ ) un espacio topolégico. Cada conjunto cerrado

ta-cerrado y a-cerrado es g-cerrado y ga-cerrado, respectivamente.

Teorema 2.7: Sea( X, &~ ) un espacio topologico. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

i) Todo subconjunto ta-cerrado en X es cerrado;

ii) Todo subconjunto za-cerrado en X es a-cerrado;

iii)  Todo subconjunto Ta-cerrado en X es s-cerrado;

iv) Todo subconjunto ga-cerrado en X es s-cerrado;

v) X es un espacio semi-Ty, .
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Demostracién:
() = (ii)
Se deduce inmediatamente del hecho de que todo subconjunto cerrado es a-cerrado.
(i1) = (iii)
Evidente, pues todo subconjunto o-cerrado es s-cerrado
(i) = (v)
Seax X,
(1) Si{x} es a-cerrado, entonces {x} es s-cerrado.
(2) Si {x} no es a-cerrado, entonces
X\ {x}no es a-abierto
y por lo tanto
X\ {x} es acerrado,
lo que implica que
X\ {x} es s-cerrado
y asi {x} es s-abierto.
(iv)= (V)
La prueba es similar a la dada para (iii) = (v)
(v) =(i)
Supongamos que es semi Ty , y sea A ¢ X, az-cerrado, queremos probar que
cl(A) € A. Sea x € cl{A).
(1) Si{x} es s-abierto, entonces
{x} es abierto
y por lo tanto

{XyNA#9
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es decir x € A.
(2) Supongamos que {x} es s-cerrado, entonces
int(cl({x})) ¢ {x},
por lo tanto
int(cl({x})) = @ ¢ int(cl({x})) = {x}
Si int(cl({x})) = {x},entonces
{x} es abierto
¥ en consecuencia x € A.
Supongamos que int{cl({x})) = @, entonces
{x} es a-cerrado
y por lo tanto
X\ {x} es a-abierto,
Si x ¢ A, entonces
A ¢ X\ {x},
Como A es ta-cerrado, resulta que
cl(A) c X\ {x},
y esto es absurdo. Asi x € A.
Hemos probado que en cuaiquier caso x € A y por lo tanto cl(A) = A. Para completar
la prucba, basta con demostrar que (v) =(iv).
Supongarnos que es semi Ty, y sea A ¢ X, ga-cerrado, queremos probar que
cls (A) C A,
Sea x € A, tenemos dos casos {x} es s-abierto 6 {x} es s-cerrado.
(1) Si {x} es s-abierto,

Como x e cli(A), resulta que
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AN{x} 2@
y por lo tanto X € A,
(2) Supongamos gue {x} es s-cerrado, entonces
int(cl({x})) ¢ {x}.
Si int(cl({x})) = {x}, entonces
{x} es abierto,
por lo tanto s-abierto y como tenemos que X € A.
Si Int{cl({x})) = @, entonces {x} es a-cerrado. Por lo tanto
X\ {x} es a-abierto
Si suponemos que x ¢ A, resulta que
Ac X\ {x}
Como A es ga-cerrado, resulta que
cl(A) ¢ X\ {x}
Como clg(A) ¢ cl,, nos queda que
x e cls (A) ¢ X\ {x}
que es absurdo. Asi X €A.

Hemos probado, por lo tanto que A es s-cerrado.

Teorema 2.8: Sea ( X, &) un espacio topoldgico. Entonces cada subconjunto
g-cerrado en X es ta-cerrado siy solo si X es Ty-espacio.

Demostracién: Consideremos que cada subconjunto g-cerrado en X es ta-cerrado.
Supongamos que existe un conjunto unitario no cerrado {x} ¢ X. Entonces

X \ {x} esno abierto
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Asi

X \ {x} es g-cerrado
Por hipétesis X \ {x} es ta-cerrado. Por lo tanto {x} es p-abierto, entonces

int(cl{x})=¢
Asi {x} es s-cerrado y por consiguiente
X\ {x} ess-abierto

Como

c(X\ {x})=X\ {x}
Asi

X\ {x) escerrado
Y por lo tanto {x} es abierto. Lo cual es imposible.

Reciprocamente, Sea A ¢ X un g-cerrado y sea U un s-abierto con Ac U.
Supongamos que existe un punto
x € clA\U

Entonces

AcUcX\ {x}
Consideremos los siguientes casos:
(1) Si{x} escerrado, entonces X\ {x} es abierto.
Asi xeclA ¢ X\ {x}. Lo cual es una contradiccion.
(2) Si {x} es p-abierto, entonces x € int(cl({x})). Por hipotesis U es s-abierto,
entonces

U ¢ cl(intU).

Por lo tanto

A c U c cl(int(U)) ¢ X \int(cl {x})
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Asi
clANint(cl{x})=0

Lo que nos lleva a una contradiccion.

Teorema 2.9: Sea ( X, ) un espacio topologico. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

i} X es nodec, si todo conjunto nunca denso es cerrado;

ii) Todo a-cerrado es cerrado;

iiiy  Todo go-cerrado es ta-cerrado;

iv) Todo a-cerrado es ta-cerrado.
Demostracion:
(i) = (ii)
Se da por la definicion de conjunto nodec.
(ii) = (iii)
Como para cualquier subconjunto A ¢ X, se tiene que

clA = cl,A.

Por lo tanto cada subconjunto ga-cerrado es To-cerrado.
(iii ) = (iv)
Es obvio
(iv) = (i)
Supongamos que cada subconjunto a-cerrado de X es ra-cerrado y sea A € X un
conjunto nunca denso. Debemos mostrar que A es cerrado.
Supongamos que existe un punto

x e clAVA.
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Como clA es nunca densa, entonces {X} es nunca denso.

Por lo tanto
Ay {x} son a-cerrado.
Por hipoétesis,
A es ta-cerrado
Entonces

Ac X\ {x}].
Como X \ {x}es a-abierto. Entonces
xeclAc X\ {x}
Esto es una contradiccion, lo cual implica que A es cerrado.
De los teoremas 2.7, 2.8 y 2.9 vemos que en un espacio topologico general los
conjuntos To-cerrado no son equivalente a los conjuntos cerrados, g-cerrado,

conjunto go-cerrado, o a los conjuntos a-cerrado.



CAPITULO I

RELACIONES ENTRE CONJUNTOS CERRADOS GENERALIZADOS
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El objetivo de este capitulo es completar el diagrama # 1, introduciendo una
nueva relacién. Para tal fin, introduciremos nuevos conceptos como son:
extremadamente disconexo, resoluble, irresoluble, fuertemente resolubles,
hereditablemente irresoluble, etc. También veremos la descomposicion de Hewitt, sus

aplicaciones y algunas relaciones entre los conjuntos gp-cerrado y sg-cerrado.

Definicion 3.1: Un espacio topolégico { X, &7 ) es extremadamente disconexo si

para todo abierto U, la clausura cl(U) de U es abierto.

Definicién 3.2: Sea ( X, 7~ ) un espacio topologico. Diremos que A es regular

abierto si A = int(cl(A)).

Definicién 3.3: Sea ( X, &~ ) un espacio topologico. Diremos que A es regular
cerrado si A = cl(int(A)).
Los lemas que enunciamos a continuacion serdn de gran utilidad para la

demostracion del teorema 3.1.

Lema 3.1: Sea ( X, 7~ ) un espacio topolégico. A es regular abierto si y sélo si A°

es regular cerrado.
La demostracion de este lema se obtiene aplicando las propiedades del

operador clausura que se mencionan en el premier capitulo.

Lema 3.2; Sea (X, ) un espacio topoldgico. Si A es abierto entonces cl(A) es

regular cerrado.
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Demostracién: Probaremos que cl(A) = cl(int(cl(A))). Como int(cl(A)) € cl(A),
entonces
cl(int(cl(A))) c cl(A) (1)
Por otro lado A € cl(A). Como A es abierto se tiene que A C int(cl(A)). Por lo tanto
cl(A) c cl(int(cl(A))) (2)
Luego por (1) y (2) se tiene que:
cl(A) = cl(int(cl(A))).

Por lo tanto hemos probado que cl{A) es regular cerrado.

Lema 3.3: Sea ( X, 7~ ) un espacio topolégico. X es extremadamente disconexo
si y sélo si Dado A ¢ X es regular abierto, entonces A es cerrado.
Demostracién: Supongamos que X es extremadamente disconexo y sea A regular
abierto, entonces
A = int(cl(A)).
Como int(cl(A)) es abierto, por hip6tesis se tiene que cl(int(ci(A))) es abierto. Luego
cl(int(cl(A))) = int(cl(int(c}(A})))
Entonces
cl{lA)=A
Asi A es cerrado.
Reciprocamente, Supongamos que todo subconjunto regular abierto de X, A es
cerrado.
Sea A abierto, por el lema 3.2 la cl(A) es regular cerrado. Por lo tanto [cl(A)]° es
regular abierto. De la hip6tesis se obtiene que [cl(A)]° es cerrado, entonces cl(A) es
abierto.

Por lo tanto X es extremadamente disconexo.
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Teorema 3.1: Sea (X, &) un espacio topologico. Cada subconjunto sg-cerrado de
X es ga-cerrado si y solo si X es extremadamente disconexo.
Demostracién: Supongamos que X es extremadamente disconexo. Sea A ¢ X un sg-
cerrado y sea U un conjunto c-abierto que contiene a A. Como U es s-abierto, resulta
que
cls(A) c U.
Tenemos que
int(cl(A)) = [ cl{int{A%)) ]°.
Como X es extremadamente disconexo cl(int(A)) es abierto y por lo tanto int(cl(A))
es cerrado. Asi
cli(A) = A U cl(int{cl(A))) = A U int(cl(A)) = cl(A) c U.
Hemos probado que A es ga-cerrado.
Para probar el reciproco, supongamos que cada subconjunto sg-cerrado de X
es ga-cerrado. Consideremos A ¢ X un abierto regular. Entonces A = int(cl(A)), y
por lo tanto A es s-cerrado; y asi sg-cerrado. De la hiptesis se tiene que A es ga-
cerrado.
Por otro lado, A es abierto y en consecuencia a-abierto, lo que implica que cl, A C A.
Pero
clx (A) = AU cl(int(A)) = clA
Luego cl(A) c A, y asi A es cerrado.
Ahora establecemos que no existe otra relacién en general. Primero
confirmamos que en general ninguna de las implicaciones del diagrama # 1 pueden
ser invertidos. En algunos casos se ha mostrado que la implicacién reciproca solo

ocurre si el espacio topologico tiene propiedades especificas.
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Teorema 3.2: Sea ( X, &) un espacio topologico. Entonces X es nodeg, si y s6lo
si cada subconjunto ag-cerrado de X es g-cerrado.

Demostracién: Supongamos que cada subconjunto og-cerrado de X es g-cerrado y
sea A un subconjunto nunca denso en X, entonces A es a-cerrado y por lo tanto

g-cerrado.
Reciprocamente, supongamos que cada subconjunto nunca denso de X es
g-cerrado.
Sea A ¢ X un subconjunto ag-cerrado y U abierto tal que A C U.
Por hipdtesis

cl.A = A U cl[int(cl(A))] c U.

N = A\ cl[int(cl{A))] es nunca denso,
y por lo tanto es g-cerrado. Como N € U se tiene que
cl(A) N (X \el[int(cl(A)] ) ¢ cl(U) c U.
Se tiene inmediatamente que
clAlcl,c UyasiclAcU.

Por lo tanto, A es g-cerrado.

3.1 Espacio topolégico localmente indiscreto.

Los espacios localmente indiscreto son importantes para entender la
descomposicion de Hewitt, por tal motivo estudiaremos tales espacios, enunciaremos

algunos resultados y lo caracterizaremos en términos de conjuntos p-cerrado.
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Definicion 3.4: Un espacio topoldgico ( X, &~ ) es localmente indiscreto si todo

subconjunto abierto de X es cerrado.

Observacion 3.1: Si { X, 77 ) es un espacio topolégico y A subconjunto de X,

decimos que A es clopen si es tanto abierto como cerrado.

Teorema 3.3: Sea ( X, 77 ) un espacio topolégico. Entonces X es localmente
indiscreto si y s6lo si todo subconjunto de X es p-cerrado.
Demostraciéon: Supongamos que X es localmente indiscreto , y sea A ¢ X, entonces
como int(A) es abierto resulta que:

cl(int(A)) =int(A) c A
Por lo tanto A es p-cerrado.

Reciprocamente, supongamos que todo subconjunto de X es p-cerrado y sea A

abierto, entonces

cl(A) =cl(int(A)) C A,

lo que implica que A es cerrado. Asi X es localmente indiscreto.

Lema 3.4: Sean ( X, 77 ) un espacio topol6gico, A un subespacio clopen localmente
indiscreto de Xy W c A x-abierto en X. Entonces W es clopen en X.
Demostracién: Sea W CA. Por el teorema 3.3 W es p-cerrado en A. Denotemos por
cla(W) e inta(W) a la clausura e interior de W en A. Sabemos que
cla(W) = cl{W)N A =cl(W)
inta(W) = int{ WU A°) N A = int(W)

Por lo tanto W es p-cerrado en X. Asi
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cl(int(W)) c W
Como W es a-abierto
W ¢ int(cl(int(W))) c int{W)
Entonces W es abierto y c{W) ¢ W, entonces W es cerrado.

Asi hemos probado que W es clopen.

Teorema 3.4: Sea ( X, 7 ) un espacio topoldgico. Sea A localmente indiscreto
clopen. Entonces todo subconjunto A es ga-cerrado y ga-abierto.
Demostracién: Sea W C A, nos basta probar que W es ga-cerrado.
Sea O a-abierto tal que W ¢ O. Entonces
WcONACAyONA es a-abierto.
Por el lema 3.4 se tiene que O N A es clopen y por lo tanto
clL,(W) ccel,{ONA)=0NA cO

Asi hemos probado que W es ga-cerrado.

3.2 La descomposicion de Hewitt y sus aplicaciones

En estd seccién introducimos la descomposicion de Hewitt y definiremos
algunos conceptos afines relevantes. La descomposicion de Hewitt es fundamental

para la completacion del diagrama #1.

Definicién 3.5: Un espacio topologico ( X, & ) es resoluble si existe un subconjunto

D de X, tal que D y X \ D son ambos densos en X.
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Ejemplo 3.1: El conjunto de los nimeros reales R, con la topologia usual es

resoluble.

Definicién 3.6: Un espacio topolédgico ( X, &) es irresoluble si no es resoluble.

Ejemplo 3.2: Sea X un espacio topolégico, A un subconjunto de X y 7~ la topologia

discreta, entonces X es irresoluble.

Definicién 3.7: Un espacio topologico ( X, 7 ) es fuertemente irresoluble si todo

subespacio abierto de A es irresoluble.

Definicién 3.8: Un espacio topolégico ( X, 7 ) es hereditariamente irresoluble, si no
contiene un subconjunto no vacio resoluble.
Con el siguiente lema definimos la descomposicién de Hewitt que vamos a

utilizar en el desarrollo de este trabajo.

Lema 3.5:( Descomposicién de Hewitt), Sea ( X, 7~ ) un espacio topolégico.
Entonces X tiene una descomposicién X = F U G, donde F es cerrado y resoluble, y G
es abierto y hereditariamente irresoluble. Estd descomposicion es llamada la

descomposicion de Hewitt de X .

Definicion 3.9:( descomposicion de Jankovic-Reilly): Sea (X, 77) un espacio
topologico, definiremos a los subconjuntos X, y X; como:

X;={xeX: {x}esnuncadenso } y X;={x e X: {x} es p-abierto }
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Entonces X = X, U X; es una descomposicién en X, la cual llamaremos la
descomposicion de Jankovic-Reilly.
Para la demostraci6én del teorema 3.5, que veremos més adelante, necesitamos

los siguientes resultados.

Lema 3.6: Sea (X, 77 ) un espacio topol6gico. Entonces:
i} La unién de dos subconjuntos g-cerrado es g-cerrado
it) La interseccién de un subconjunto cerrado con uno g-cerrado es g~cerrado.
Demostracién:
i) Sean A ,B dos g-cerrado y O abierto tal que A U B ¢ O. Entonces A ¢ O yBcO,
por lo tanto cl(A) ¢ O y ci(B) c O. Asi
cl{(AUB)=cl(A)Ucl(B) c O
hemos probado asi que A U B es g-cerrado.
ii) Sean A cerrados y B g-cerrado y O abierto tal que A N B ¢ O. Resulta que
B c OU A®. Como A es cerrado O U A° es abierto y en consecuencia.
cl(B)cOUA®
Ast
cB)NAcCO
Con lo que se tiene

cl( ANB) ccl{A)Ncl(B)y=ANcB)c O

Lema 3.7: Sean (X, ) un espacio topol6gico fuertemente irresoluble, D un

subconjunto de X tales que D es denso, B es abierto y D ¢ B, entonces D ¢ 7
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Demostracién: Como D es denso en B, se tiene que B ¢ (cK(int(D))) , entonces
B ¢ int(cl(int(D))).
Por consiguiente,
D =NNB c DN int(cl(int(D)))

Asi D es a-abierto.

Lema 3.8: Sean (X, &) un espacio topolégico, un subconjunto A de X es
ga-cerrado si sélo si X; Ncl(A) C A.
Demostracion: Supongamos que
A es ga-cerrado, y x € Xi M ¢l(A)
Six ¢ A, entonces A ¢ X\ {x} y X\ {x} es un a-abierto y asi cl.(A) ¢ X\ {x}, lo
cugl es imposible, y por lo tanto x € A y en consecuencia X, lcl.(A) c A.
Reciprocamente, supongamos que X, N cl,(A) C A. Sea U un conjunto
a-abierto tal que A ¢ Uysea x € cl(A). Six e Xj, entoncesx € A ¢ L.
Supongamos que X € X, y que x ¢ U. Entonces X\ U es un a-cerrado que contiene a
X, y asi,
cl.({x}) = {x} U cl(int(ci({x} ) c X\ U.

Como {x} es p-abierto , se tiene que

int(cl({x}) N A # @.
tomemos un punto

y € int(cl({x}) N A.
Entonces

ye AN(X\U)cUN(X\U).

Lo cual es una contradiccion.
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Lema 3.9: Sean ( X, &) un espacio topoldgico, un subconjunto A de X es
sg-cerrado si s6lo si X; MNcl(A) € A.

La prueba des este lema es analoga ala del lema 3.8.

Definicion 3.10: Sea (X, &) un espacio topoldgico. Sea A subconjunto de X, A es

codenso si tiene interior no vacio, es decir, int(A) #@.

Teorema 3.5: Sea ( X, ) un espacio topologico. Con X=FUG la
descomposicién de Hewitt y sea X, = { x € X : {x} nunca denso }. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Todo conjunto 3-cerrado es sg-cerrado,

ii) X1 Nely(A) € clgp(A) paracada A € X,

i) X ¢ int(cKG)),

iv) ( X, &) es la suma topoldgica de un espacio localmente indiscreto y

fuertemente irrescluble,

V) Todo conjunto p-cerrado es gax-cerrado,

vi) (X, 7" %)es g-submaximal
Demostracion:
(i) = (i)
Sea x € X, N ¢ly(A), supongamos que X ¢ clg,(A) = B .Entonces el conjunto B es
B-cerrado y est4 contenido en el s-abierto X — {x}, y por {o tanto
ck(B) ¢ X — {x}. Asi, A ¢ B de donde cl;(A) ¢ cl(B), luego x ¢ cl:(A), es una
contradiccién.

(i) = (iii)
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Sean E,, E; subconjuntos densos disjuntos de F, con
F=EUE, , Dj=E,UG y D;=E;UG.
Entonces D, y D, son densos,
cl(Dy) = c(D2) =X y int(Dy) = int(D2) = G.
Asi
clp(Di) =D; U int(c(G)) = EiU int(cl(G)) parai= 1.2,
Por hipotesis se tiene que
X, ¢ ( Ep U int(cl(G)) N (Ez U int(c(G))) = int(cl(G)).
(iii) => (iv )
Sea
A = X — int(cl(G)) = cKint(F)), y B = int(cl(G)).
Entonces B es fuertemente irresoluble y por definicion, A ¢ X,.
Si C ¢ A es cerrado en A, entonces C es cerrado y p-abierto en X. Asi, C es abierto en
X y por lo tanto en A. Por consiguiente A es un subespacio clopen locaimente
indiscreto.
(iv) =(V)
Sea X = A U B, donde A y B son disjuntos y clopen. A es localmente indiscreto y B es
fuertemente irresoluble. Sea C un subconjunto p-cerrado de X.
Como C =HUE, con H t-cerrado, entonces t”-cerrado, y E es codenso en
(X, &™), por lo tanto codenso en { X, 7~ *). Asi (X —E ) N B es denso en B, por el
lema 3.7 se tiene que H es t-cerrado. Mas aun, (X —E) 1 A es g-abierto en

(X, & ), por el teorema 3.4. Luego por la parte (ii) del lema 3.6, se tiene que X — E

es g-abierto en (X, 7~ %)y C=HUE es g-cerradoen (X, 7~ °).
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(v} = (vi)
Sea D ¢ Xen &~ “ denso. Entonces X — D es p-cerrado en ( X, 7))y asi g-cerrado
en
(X, %, es decir, D es g-abierto en ( X, 7~ ).
(vi) = (iii)
Sea x € X; y supongamos que X ¢ int(cl(3)), es decir x e cl(int(F)). Sean E,, E,
subconjuntos densos disjuntos de cl(int(F), tales que cl(int(F)) = E,U E, . Sin pérdida
de generalidad suponemos que x € E;. Como E; es codenso, es g-cerrado en
(X, 7™ ") y esta contenido en el a-abierto X — {x}, por lo tanto
cl(Ez) = B U cl(int(cl(E2))) € X - {x},
lo que es absurdo.
(iii) = (ii)
Sea x € X Ncl;(A) y supongamos que
X ¢ clgp(A) = A U int(cl(int(A))).
Escogemos una vecindad abierta de x, con Vc cl(G) y V c cl(A). Asi
X € X —int(cl(int{A))) = cl(int(cl{ X — A ))),
con lo que concluimos que H=V N int(cl( X — A )) es no vacio y abierto. Ahora es
facil comprobar que HN A y HN (X — A ) son densos en H, y por lo tanto
H ¢ int(F), es decir, H N cl(G) = @, esto es una contradiccion, pues H C V ¢ cl(G).
(i) =(1)
Sea A S-cerrado, es decir, A =cly,(A). Por hipétesis, se tiene que
XiNel(A) c A.
por el lema 3.9 A es sg—cerrado,

De esta manera terminamos nuestra demostracién.
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Teorema 3.6: Sea (X, 77 ) un espacio topoldgico y F U G la descomposicién
Hewitt de X. Si todo conjunto p-cerrado es ag-cerrado, entonces int(F) es un
subespacio clopen locaimente indiscreto.

Demostracién: Sea U un subconjunto abierto de int(F). Como ¢l int(F) es resoluble,
se puede descomponer como dos subconjuntos E; y E, densos disjuntos. Si

R = UMNE;, entonces R tiene interior vacio, por lo tanto es p-cerrado en X.

Por hipétesis, R ¢ U es ag-cerrado y por lo tanto cl,(R) ¢ U. Como cl(R) = ¢l(U), se
tiene que cl(int(ci(1)))) c U y cl(int(cl{U))), es decir, U es cerrado.

Hemos mostrado que int(F) es un espacio clopen localmente indiscreto.

Lema 3.10: Sea ( X, &) un espacio topolégico y X = F U G la descomposicion de
Hiwitt. Entonces X\ int(F) = cl(G) es siempre fuertemente irresoluble.
La demostracion de este lema se obtiene aplicando el teorema 3.6 y la parte

cuatro det teorema 3.5.

3.3 Caracterizacion de los espacios T , .

En esta parte del trabajo veremos algunos resultados interesantes entre
espacios Ty y conjuntos p-cerrados,ag-cerrado, ga-cerrado, gp-cerrado y conjuntos
unitarios p-abiertos o cerrados,

El siguiente teorema asegura la existencia de algunas relaciones entre los
conjuntos gp-cerrado,ag-cerrado, p-cerrado y go-cerrado que nos serén de gran

utilidad para el desarrollo de este trabajo.
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Teorema 3.7: Sea ( X, 7°) un espacio topologico, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
(i) Todo conjunto gp-cerrado es ag-cerrado,
(ii) Todo conjunto p-cerrado es ag-cerrado,
(iii) Todo conjunto p-cerrado es ga-cerrado .
Demostracion:
(i) = (ii) y (iii) = (ii) es obvio, y (ii) = (iii) se obtiene por el lema 3.10 y la
parte (iv) del teorema 3.5.
Sélo falta demostrar (ii) =(i).
Sea A gp-cerrado y A ¢ U donde U es abierto. Si B = ciy(A) , entonces B c U.
Por hipdtesis,
B es ag-cerrado y la cl(A) ccl(B)c U,
por lo tanto A es ag-cerrado.
Recordemos que un espacio es T 4 si cada conjunto gs-cerrado de X es

sg-cerrado.

Teorema 3.8: Sea ( X, &~ ) un espacio topologico. Entonces los siguientes
resultados son equivalentes:

i) X es un espacio Tg,

ii) Todo subconjunto unitario deX es p-abierto o cerrado

iii)  Todo subconjunto ag-cerrado en X es ga-cerrado
Demostracion:
(i) = (i)

Sea x € X; y supongamos que {x} es no cerrado. Entonces
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X\ {x} es gs-cerrado, denso y s-abierto.
Por lo tanto
Xy Nel( X\ {xP) =X, € X\ {x},
es una contradiccion.
(i) = (@)
Sea
A gs-cerrado y x € X, [cls(A).
Entonces {x} es cerrado.
Sixe A, esdecir A ¢ X\ {x}.Por lo tanto
cls(A) € X\ {x},
es una contradiccion.
Ahora probaremos que (iii) < (i)
Supongamos que X es Ty . Sea
A ag-cerrado y X € X; Ncly(A).
Entonces {x} es cerrado.
Asumamos que x ¢ A, es decir A ¢ X\ {x}. Como
A es ag-cerrado y X\ {x} es abierto,
tenemos que
x e cly (A) c X\ {x},
es una contradiccién. Por lo tanto
XiNeldA)C A.
por el lema 3.8 se tiene que A es ga-cerrado.

Reciprocamente, Supongamos que todo subconjunto ag-cerrado en X es



58

ga-cerrado. Sea x € X y supongamos que {x} es no cerrado. Entonces X \ {x} es
denso y ag-cerrado, asi ga-cerrado. Por el lema 3.8 se tiene que
XiNel, (XV {x} ) =X N X=X, c X\ {x}.
De aqui obtenemos que
xe X\ {x},
lo que es una contradiccion. Asi

XesTy

Teorema 3.9: Sea ( X, &™) un espacio topologico las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) Todo conjunto gp-cerrado es ga-cerrado,

ii) X es Ty y todo conjunto gp-cerrado es ag-cerrado
Demostracion:
() = (ii)
Demostraremos que X es Ty, . Sea x € X y supongamos que {x} es nunca denso y no
cerrado. Entonces X\ {x} es a-abierto y gp-cerrado, y por lo tanto

el X\ {x}) € X\ {x},

X\ {x} es a-cerrado y {x} es a-abierto,
lo que es una contradiccion . Asi hemos probado que X es T,
(i) = (i)

se obtiene del teorema 3.8.
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En el siguiente ejemplo se exhibe un espacio topolégico en el que todo
conjunto gp-cerrado es ag-cerrado y que no es Ty, , asi tenemos que un subconjunto

que es gp-cerrado no es necesariamente ga-cerrado.

Ejemplo 3.3: Sea N el conjunto de los nimeros naturales, para cada n € I ,definimos
An={1,2,...,n}y F={A, /neN}U{Od N }.
Es claro que (N, ) es fuertemente irresoluble. Por el teorema 3.7 todo los
subconjuntos p-cerrados son ga-cerrados y por el teorema 3.9 todos los subconjuntos
gp-cerrados son ag-cerrados. Si
m>1l,cl(m)=N \ A,
y por lo tanto
int(cl({m})) = .
Asi {m} es nunca denso no cerrado y por lo tanto

(N, &7 ) noes Tg.

3.4 Relaciones entre los conjuntos gp-cerrados y sg-cerrado

En esta seccién consideramos la relacion entre los conjuntos gp-cetrado y
sg-cerrado ( respectivamente gs-cerrado). Primero observemos que todo conjunto
sg-cerrado es gs-cerrado. La relacion entre entre dos conjuntos sg-cerrado

(gs-cetrado) y otro gp-cerradose ilustra en el siguiente diagrama.
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sg-cerrado —> gs-cerrado
\ \”

sp-cerrado —> gsp-cerrado

Diagrama # 2
En general la nocién de conjunto gp-cerrado y sg-cerrado (gs-cerrado) son
independientes.
Recordemos que un espacio topolégico X es sg-submaximal si cada conjunto

denso de X es sg-abierto.

Definicién 3.11: Un espacio topoldgico ( X, 77 ) . X es fuertemente

sg-submaximal si todo subconjunto gsp-cerrado de X es gs-cerrado.

Teorema 3.10: Sea (X, 7 ) un espacio topolégico. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
i) Todo subconjunto gs-cerrado en X es gp-cerrado,
ii) Todo subconjunto sg-cerrado en X es gp-cerrado
iii)  Todo subconjunto s-cerrado en X es gp-cerrado
iv) X es un espacio extremadamente disconexo.
Demostracion:
(i) = (ii) y (ii) = (iii) son implicaciones obvias.
(iii) = (iv)

Sea A un subconjunto abierto regular en X. Entonces A es s-cerrado.
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Por la hipotesis , A es gp-cerrado y A c A. Entonces cl,(A) =cl(A) C A, esdecir Aes
cerrado y por lo tanto X es extremadamente disconexo.
(iv) =(i)
Sea A un gs-cerrado con A ¢ U donde U es abierto. Entonces
cls(A) = A U int(cl(A).
Por la hip6tesis, int(cl(A)) es cerrado y claramente
cly(A) = A U cl(int(A)),

es decir A es gp-cerrado.

Teorema 3.11Sea ( X, ) un espacio topolégico. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
i) Todo conjunto gp-cerrado es gs-cerrado,
i} Todo conjunto p-cerrado es gs-cerrado
iii) X es sg-submaximal.
Demostracion:
(i) =(ii) Es obvio
(ii) = (iii)

Supongamos gue todo subconjunto p-cerrado es gs-cerrado. Sea X=FUGla
descomposicién de Hewitt en X, y sea E,, E; subconjuntos densos disjuntos de int(F),
conin(F)=E,UE; .

Afirmamos que todo subconjunto abierto V ¢ int(F) es regular abierto . De hecho,
VN E;escodenscy esta contenido en V. Como los conjuntos codenso p-cerrado, por
hipdtesis, ellos son gs-cerrado. Asi

int(cl( VN E; )) C V.
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Por otro tado, E; es denso en int(F), asi tenemos que
int(cl{ VN E; ) = int(ci(V)).
Se sigue que V = int(cl(V)).
Ahora sea
x € int(F)y V=imnt(F) N (X \cl({x}))
Supongamos que {x} es nunca denso. Entonces
X\ cl({x}) es denso y int(cl(V)) = int(cl(int(F})) = int(F).
Por lo anterior,
int(F)=V.

Asi

int(F) ¢ X\ {x},
que es una contradiccion. Por lo tanto {x} es p-abierto, hemos probado que

int(F) ¢ X, , es decir X ¢ cl(G).
Por lo tanto X es sg-submaximal.
La prueba del siguiente teorema es similar al teorema anterior, por tal razén la

omitiremos.

Teorema 3.12: Sea ( X, 7~ ) un espacio topoldgico. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
i) Todo conjunto gsp-cerrado en X es gs-cerrado ( X es fuertemente
sg-submaximal)
ii) Todo conjunto sp-cerrado en X es gs-cerrado
Caracterizando a los espacios g-submaximales en X, obtenemos los siguientes

resultados a los cuales omitiremos su demostracion.



63

Teorema 3.13: Sea ( X, 7~ ) un espacio topologico. Si ( X, 7 %) es g-submaximal,

entonces ( X, 7 ) es fuertemente sg-submaximal.

Teorema 3.14: Sea ( X, &) un espacio topoldgico Ty y fuertemente

sg-submaximal. Entonces (X, 7~ *) es g-submaximal.

Teorema 3.15: Sea ( X, 7~ ) un espacio topolégico extremadamente disconexo y

sg-submaximal. Entonces X es fueriemente sg-submaximal.

Teorema 3.16: Sea ( X, ) un espacio topoldgico. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(@) X es Tgespacio

(ii)  Cada subconjunto g-cerrado de X es ga-cerrado;

(iii)  Cada subconjunto ag-cerrado de X es sg-cerrado;

(iv)  Cada subconjunto g-cerrado de X es S-cerrado;

v) Cada subconjunto g-cerrado de X es p-cerrado;

{vi)  Cada subconjunto g-cerrado de X es sg-cerrado;

(vii) Cada subconjunto ag-cerrado de X es 3-cerrado;

(viii) Cada subconjunto gs-cerrado de X es 3-cerrado;

Teorema 3.17: Sea ( X, 7 ) un espacio topol6gico. Entonces
(i) X es extremadamente disconexo < cada subconjunto semi-cerrado de X

es ag-cerrado.



(i) X es extremadamente disconexo si y solo si cada subconjunto
sg-cerrado de X es ag-cerrado.
(i) X es nodeg y extremadamente disconexo si y s6lo si cada subconjunto
semi-cerrado de X es g-cerrado.
(iv)  Xes Ty siy solo si cada subconjunto ga-cerrado de X es
semi- cerrado.
Asi se tiene un nuevo diagrama que muestra las relaciones entre las clases
de conjuntos cerrados generalizados bajo discusion. Ninguna de las implicaciones
mostradas en el siguiente diagrama pueden ser revertidas en un espacio topolégico

general.

cerrado

~ N\

c-cerrado Ta-cerrdo

semi-cefrado a—ceﬁa’c:/\—cewado
I N

sg-¢ T'rado >< pre-c errado>< agicerrado
p-cerrado gs-cerrado gp-cerrado

\ gsp-cerrado

Diagrama # 3
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CONCLUSION

En un espacio topologico todos los subconjuntos A de X a-abiertos son
semi-abierto y pre-abierto.

Todo subconjunto -abiertos forman una topologia, no asi los subconjuntos
semi-abiertos, pre-abiertos y 3-abiertos.

Los conjuntos ta-cerrado no son equivalentes con lo conjuntos cerrados,
g-cerrados, ga-cerrado o a-cerrado.

Cada subconjunto sg-cerrado de X es ga-cerrado si €l espacio X es
extremadamente disconexo.

E! espacio X es nodeg si todo subconjunto ag-cerrado de X es g-cerradoy X
es sg-submaximal si todo subconjunto precerrado de X es gs-cerrado.

El estudio de conjuntos cerrados generalizados a producidos un nuevo axioma
de separacion el cual esta entre Ty y Ty, tnto como Ty, Ty, Ty, .Algunos de estos han

sido muy Gtiles en las Ciencias Computacionales y Topologia Digital.
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