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Introduccion

En la Investigacion de Operaciones se resuelven problemas relacionados con la toma de
decisiones para mejorar el funcionamiento de un sistema. Uno de los tipos de problemas mas
estudiados en este campo, es el que requiere determinar un conjunto de valores que maximicen o
minimicen una funcion lineal llamada funcidn objetivo sujeta a un sistema de restricciones
lineales.

A menudo, en estos problemas existen situaciones en las que las variables de decision solo
admiten valores enteros. Este tipo de problemas surge practicamente en todas las areas de
aplicacion de la programacién matematica. Cuando en un problema lineal algunas o todas las
variables de decision tienen que ser enteras se le clasifica como problema de programacion
entera.

Existe un gran nimero de problemas practicos que se pueden modelar como problemas
enteros, por ejemplo: el problema de la mochila, el problema del viajero, la planificacion de la
produccion, los problemas de secuenciacion, programacion y enrutamiento, el disefio de redes de
telecomunicaciones, la planificacion de horarios de clases, etc.

De hecho, segiin Kaufmann & Henry-Labordere (1977), “para efectos practicos, los
problemas de programacion lineal con soluciones enteras tienen una importancia ain mayor que
los problemas clasicos de programacion lineal” (p.1).

Desde su introduccion por George Danzig en 1947, el método simplex ha demostrado ser
un algoritmo poderoso y eficiente para resolver problemas lineales. No obstante, no siempre se
puede usar para resolver problemas enteros. Por eso han surgido diferentes técnicas para resolver

este tipo de problemas.



Uno de los métodos utilizados para resolver problemas de programacion entera se conoce
como planos de corte, introducido por R. E. Gomory en 1958. Desde entonces, los planos de
corte han sido estudiados en profundidad y aplicados en diversas situaciones.

Este trabajo explorara tres algoritmos de corte propuestos por Gomory:

el algoritmo fraccionario dual para problemas enteros,
el algoritmo fraccionario dual para problemas mixtos, y
el algoritmo dual completamente entero.

En el primer capitulo se dara una introduccion a la programacion lineal entera, definiendo
sus caracteristicas basicas y algunos conceptos acerca de las principales técnicas de solucion de
problemas enteros.

En el Capitulo 2 se desarrollan los Métodos de Plano de Corte, incluyendo un breve
antecedente historico, una definicion de plano de corte y una explicacion del método simplex
dual lexicografico que es fundamental para la demostracion de la convergencia de estos métodos.
Para cada uno de los tres algoritmos, se detallara el procedimiento, un ejemplo y la demostracion
de convergencia.

En el Capitulo 3 se compararan los tres métodos destacando sus similitudes, diferencias y
limitaciones.

En el Capitulo 4 se formulara y resolvera un problema practico de programacion entera
utilizando uno de los métodos explicados.

Finalmente, se incluyen conclusiones y recomendaciones de temas para profundizar en

estudios posteriores.



Capitulo 1

Generalidades sobre programacion entera

1.1 Clasificacion de los problemas enteros

Uno de los problemas mas estudiados en la investigacién de operaciones son los
problemas de programacion lineal. Estos son problemas que buscan la maximizacion o
minimizacion de una funcidn objetivo lineal sujeta a restricciones lineales. Si le agregamos la
restriccion que algunas o todas las variables tienen que ser enteras, entonces tenemos un
problema de programacion entera.

Muchos problemas practicos tienen que ser modelados como enteros debido a que en el
mundo real los elementos involucrados son indivisibles. Por ejemplo, no tiene sentido asignar
10.7 personas, o construir 1.3 aeronaves, ni adjudicar 3.4 proyectos.

Cuando todas las variables de decision tienen que ser enteras, se trata de un problema de
programacion entera. Cuando solo algunas estan restringidas a valores enteros, el problema es de
programacion mixta. Cuando las variables solo pueden adoptar los valores 0 o 1, se le llama de

programacion booleana.

1.2 Algunas técnicas de solucion de problemas enteros

En 1947, el matematico norteamericano George B. Dantzig desarrollé el método simplex
que se constituy6 en un algoritmo muy eficaz para resolver problemas de programacion lineal,
manteniéndose en la actualidad como el método mas extendido para resolver esta clase de

problemas, aun los que tienen gran cantidad de variables de decision y restricciones.



A primera vista, pareciera que un problema de programacion entera pudiera ser resuelto
con el método simplex y luego redondear el resultado al entero mas cercano. Pero esto puede no
ser una solucion, porque el resultado redondeado puede no ser factible o no ser 6ptimo. Por lo
que el método de redondeo solo puede ser considerado cuando se sabe que las variables de
decision tienen que tomar valores muy grandes, de forma que el redondeo producira un error muy
pequeiio (Malon, 2020, pag. 2).

Ciertos problemas de programacion entera se pueden resolver como lineales usando el
método simplex. Un ejemplo de ello son los problemas cuya matriz de restricciones es
unimodular. Se dice que una matriz es unimodular si la determinante de cada sub-matriz
cuadrada es 0, 1 o -1. Las soluciones a tales problemas se pueden obtener omitiendo las
restricciones de enteros y resolviendo el problema con el método simplex!. Los problemas de
transporte, asignacion y flujo de red minimo pertenecen a esta clase de problemas enteros que se
pueden resolver utilizando el método simplex.

A veces los problemas enteros se pueden resolver con técnicas de enumeracion. La
intencion de estos métodos es enumerar exhaustivamente todos los posibles candidatos a la
solucidn del problema de programacion entera y escoger el candidato factible que optimiza la
funcion objetivo. Su desventaja principal estriba en que su complejidad aumenta rapidamente
con el numero de variables y restricciones. Por ejemplo, en un problema sencillo de asignacion
de tres candidatos a tres posiciones, las posibles combinaciones son 3! = 6. Examinar esta
pequenia cantidad de posibilidades no es un reto. No obstante, resolver el mismo problema para

100 candidatos a sendas posiciones, requeriria examinar 100! = 9.3 x 10'%7 opciones. Explorar

!'Una demostracion puede hallarse en Mathur & Salkin, (1989), p. 74.
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todas y cada una de las opciones esta completamente fuera del alcance aun de las

supercomputadoras mas potentes.

1.3 Las principales técnicas de solucion de problemas enteros

La mayoria de los problemas de programacion entera no se pueden resolver usando sélo el
método simplex. En esos casos hay que recurrir a otras técnicas. Los enfoques principales son:
las técnicas de ramificacion y acotacion y las técnicas de plano de corte.

El primer paso en ambas técnicas consiste en abordar el problema como si fuera un
problema de programacion lineal usando el método simplex sin la restriccion de que las variables
sean enteras. El resultado de este problema lineal asociado se le llama solucion al problema
relajado.

1.3.1 Los métodos de ramificacion y acotacion (“Branch and Bound”)

Esta técnica se basa en subdividir sistematicamente la region factible del problema
relajado y hacer evaluaciones del problema entero con base en estas subdivisiones. La ventaja
de estos métodos es que son faciles de entender y programar en una computadora. Ademas, se
pueden utilizar tanto para problemas mixtos como enteros. Su desventaja principal estriba en que
su complejidad aumenta rapidamente segiin el nimero de variables y restricciones. Por eso, no
son muy eficientes para problemas grandes y complejos (Kaufmann & Henry-Labordere, 1977, p.
75).

1.3.2 Los métodos de plano de corte

La idea basica de los métodos de plano de corte es deducir desigualdades suplementarias,
llamados “cortes”, que, al ser afiadidos a las restricciones existentes, reducen la region factible

del problema relajado, de modo que la solucion entera Optima se convierta en un punto extremo
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y, por lo tanto, se pueda encontrar mediante el poderoso y eficiente método simplex. A diferencia
de los métodos de ramificacion y acotacion, los métodos de plano de corte no subdividen la

region factible, sino que trabajan con un solo problema lineal, que se va refinando con cada corte.
Su desventaja principal radica en que el nimero de cortes, aunque finito, puede ser grande, lo que

limita la rapidez de su convergencia.

1.3.3 Los métodos de ramificacion y corte (“Branch and Cut”)

A mediados de la década de 1990, Gérard Cornugjols y sus colegas demostraron que los
cortes de Gomory eran muy efectivos en combinacion con el método de branch-and-bound
(Cornuéjols, 2005). Esta combinacion recibe el nombre de ramificacion y corte. Hoy dia, todos
los solucionadores de problemas enteros comerciales utilizan cortes de Gomory de una forma u

otra. (Wikipedia)
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Capitulo 2

Algoritmos de Plano de Corte

2.1 Conceptos Generales

Los algoritmos de plano de corte son herramientas para resolver problemas enteros.

El primero en proponer esta técnica fue el matematico norteamericano Ralph E. Gomory
(Gomory, Outline of an Algorithm for Integer Solutions to Linear Programs. Bulletin of the
American Mathematical Society, 64(5), 275-278., 1958).

Cuando ¢l present6 el algoritmo dual fraccionario, el impacto fue enorme e inmediato,
porque demostrd que se podia reducir la programacion entera a una secuencia de soluciones de
problemas lineales.

También demostré que el algoritmo convergia. Es relativamente simple crear cortes que
remueven una porcion del area factible sin remover puntos enteros. Lo dificil es probar que un
numero finito de tales cortes produciran un problema lineal cuya solucién 6ptima es un numero
entero. El corte de Gomory fue el primer algoritmo desarrollado para la programacion entera que
podia demostrarse que convergia en un numero finito de pasos.

Poco después, Gomory extendid el procedimiento para resolver problemas mixtos
(Gomory, An Algorithm for the Mixed Integer Problem. Rand Report, RM-2597, 1960).

También creo otro algoritmo para resolver el problema del redondeo (Gomory, All-integer integer
programming algorithm, 1960).
Desde entonces los cortes de Gomory han jugado un papel fundamental en la teoria de la

programacion entera.
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2.1.1 El problema lineal asociado
El incremento en la complejidad de los métodos de solucion a los problemas enteros
comparados con el método simplex, se debe al hecho que la solucién 6ptima ya no se encuentra
en un punto extremo, lo que era la clave de la eficiencia del método simplex. Es por ello que los
métodos de corte comienzan con la relajacion de las condiciones de integridad y el uso del
algoritmo simplex. Al resultado de este problema lineal asociado se le llama solucién 6ptima
relajada.
La solucion optima relajada nos da informacion importante para el problema entero:
» Sino es factible, entonces el problema entero tampoco lo es.
» Si es entera, entonces el problema entero esté resuelto.

» Sino es entera, su valor de Z representa la cota al valor de Z del problema entero.

2.1.2 Definicion de plano de corte

Un plano de corte es un hiperplano que separa la solucion 6ptima del problema relajado
del conjunto de soluciones factibles enteras. Es decir, una vez aplicado el corte, la solucion
Optima no entera obtenida del problema lineal asociado queda excluida de la region factible.
Esto, en efecto, reduce la region factible, pero sin excluir ninguna solucion entera factible.

En todos los métodos de corte se producen nuevas restricciones llamados “cortes” que se
afiaden a las originales para eventualmente producir un problema lineal cuya solucién dptima
entera corresponde a la del problema entero.

Considere, por ejemplo, el siguiente problema:

Maximizar 5x4 + 6x;

X1 +7x, <33
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10x, + 6x, < 60
50x, + 4x, < 235

X1,X, =20y X1 y X, entero

Las restricciones definen la region AN 78
convexa OABCD. El punto C (3.5, 4.2)
es la solucion optima del problema lineal
relajado.

Los puntos mostrados dentro de
OABCD representan puntos con

componentes enteros y, por lo tanto,

representan soluciones factibles al
problema entero. Pero, puesto que las soluciones dptimas de un problema lineal siempre estdn en
los bordes o extremos del espacio de solucion, se observa claramente que ninguno de los vértices
tiene componentes enteros y, por lo tanto, no son soluciones factibles del problema entero.

Supdngase ahora que la region factible del problema lineal se pudiese reducir a un casco
convexo de sus puntos reticulares dentro de la region factible, como se muestra en el area
sombreada OEFGH, con cortes como la recta MM’. Se puede considerar esta region sombreada
como la region factible de otro problema lineal. De hecho, esta region corresponde al problema
original con las siguientes restricciones adicionales:

x; +x, <7 (recta MM”)
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Esta nueva region factible tiene tres caracteristicas importantes: Primero, excluye la
solucidn optima relajada. Segundo, contiene todos los puntos factibles del problema entero
original. Tercero: todos los puntos extremos de esta nueva region factible tienen componentes
enteros.

Por lo tanto, la solucion 6ptima del problema lineal modificado tiene componentes enteros
y es también la solucidon optima del problema entero original. En este caso, la solucion, el punto
G, con coordenadas (3,4), corresponde tanto al problema entero original como al problema lineal
modificado.

Esta es la esencia de los métodos de plano de corte: sistematicamente crear restricciones
adicionales a la region factible y tratar de resolver el problema usando el método simplex hasta
que la solucion sea entera.

El algoritmo tiene las siguientes propiedades:

= Los cortes generados nunca excluirdn de la nueva region factible un punto entero

factible del problema entero original.

= (Cada nuevo corte reducira la region factible del problema lineal original.

= Se generaran las restricciones que lleven a la solucién en un niimero finito de pasos.

2.1.3 Notacion
Considere el problema entero con » variables y m restricciones:
max Z = cx
s.a. Ax =b
x €I}

donde A € M™™ con valores enteros, ¢ € Z", b € Z™.
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Dentro de la literatura de planos de corte, los elementos del conjunto de las restricciones y
de la funcion objetivo suelen presentarse seglin la siguiente tabla, que es una transposicion de la

que se suele emplear en los algoritmos simplex primal y dual:

Variables | Constantes | Variables No-Basicas
1 _xl _xn
Xo = Agg Ao Aon
X, = 0 -1 0 0
xX; = 0 0 -1 0
X, = 0 0 0 -1
Xn+1 = An+1,0 An+1,1 An+1n
Xn+m = An+m,0 An+m1 An+mn

La fila O corresponde a la funcién objetivo con xg =z y¢; = ag;,j =1,...,n

Xo = Qgo T zn Cj(_xj)
j=1
Las filas 1 hasta n corresponden a variables de decision, con las ecuaciones triviales
Xj = —(—xj) G=1,..,n).
Las filas n+1 hasta n+m representa las restricciones, donde x,,,; representa las variables de

holguray a,4i0 = b;.
n
Xn+i = An+i0 + Z]_lan+i’j(_xj) (l =1 m)

Al introducir las ecuaciones triviales x; = —(—xj) (j =1, ...,n) como parte de las
restricciones se puede usar notacién matricial:
X=A(—x,)

donde
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X = (xj) esun vector columna de n+m+1 componentes (f =0, 1, 2, ..., n+m),

A = (aj) es una matriz (n + m + 1) por (n + 1), donde a;; corresponde al coeficiente
de la i-ésima fila y la j-ésima columna (i =0, 1, 2, ..., n+tm), =0, 1, 2, ..., n+m).

Se usard «; (j = 0,1, ..., n) para indicar ¢l vector de la j-¢sima columna.

(—x,) es un vector fila con sus componentes (1, —xy, —X,, ... —Xx,), siendo X, X5, ... X,
las variables no-basicas de la tabla inicial, y X,41 ..., X4+ las variables de holgura.

Segun Hu (1970), “las razones para expresar cada variable en términos de
(=x1), (=x3), ..., (—x,) son puramente historicas, pero ha llegado a ser la practica estandar en
programacion entera” (p. 231).

Con cada iteracion del método simplex, se escoge un nuevo conjunto de variables no
basicas y la tabla cambia. Se usara el indice ¢ para indicar que el valor corresponde a la t-ésima
tabla simplex. Asi, t =0 indica que no se ha realizado ninguna iteracion del algoritmo y, que la
tabla corresponde a la tabla inicial del problema. La ecuacion de la matriz entonces puede
denotarse asi:

Xt = At (—xb) 2.1-1)

2.1.4 El método simplex dual lexicografico

Los algoritmos de corte que se describiran utilizan el método simplex dual. Para
garantizar que el algoritmo converja en un niimero finito de pasos, se requiere usar reglas para
evitar que el método repita la seleccion de un conjunto de variables basicas ya utilizado en una
iteracion anterior. De alli el concepto de reglas lexicograficas.

Un vector es lexicograficamente positivo si su primer componente distinto de cero es

positivo. Por ejemplo, el vector (0, 0, 3, —6, 5) es lexicograficamente positivo, mientras que el
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vector (0, -2, 8, 5, 9) es lexicograficamente negativo. Un vector x que es lexicograficamente
positivo se denotard x > 0. De igual modo, un vector x; es lexicograficamente menor que
x, (denotado x; <X x,) si el primer término distinto de cero de x; — x, es negativo. Por
ejemplo, (0, -2, 8, 5, 9) es lexicograficamente menor que (0, 0, 3, -6, 5) porque su diferencia (0,
-2, 5, 11, 4) es lexicograficamente negativo.

Cuando el algoritmo simplex dual incorpora reglas lexicograficas para evitar ciclos se le
conoce como el Método Simplex Dual Lexicografico (Mathur & Salkin, 1989, p. 60). Este
difiere del algoritmo simplex dual habitual en que se establece una manera especial de determinar
las variables salientes y entrantes. En el método simplex dual lexicografico, se comienza y
mantienen tablas simplex que son dualmente factibles y tienen todas las columnas no basicas
lexicograficamente positivas. Esto se logra mediante el uso de una regla llamada de pivote
lexicografico, que explicaremos mas adelante. Este enfoque asegura que el método simplex no
cicle y, ademads, garantiza que la solucion 6ptima del problema lineal, si existe, se encuentre en

un nimero finito de pasos.

Seleccion del pivote en el algoritmo simplex dual lexicografico:
Paso 1: Seleccione la fila pivote k de la variable que sale de la base usando el criterio

min {a;,} para toda a;, < 0. (2.1-2)
Paso 2: Seleccione la columna pivote p de la variable que entra a la base usando el criterio

x

Xp L %

|agp| |l

para toda j tal que ay, <0 (2.1-3)

Paso 3: Actualice la tabla realizando las siguientes operaciones por columna:

a
Para la columna 0:  och*t=oc} — ﬁ ock,. (2.1-4)
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. -1
Para la columna pivote: ocht!= — och,. (2.1-5)
kp
’ Al i
Para las demas columnas: o *'=ocf— — ocl. (2.1-6)

akp
Estas operaciones transforman el elemento pivote en —1 y a todos los otros elementos de

la fila pivote en 0.

Diferencias entre el algoritmo simplex primal y el simplex dual:

e En el algoritmo simplex primal, primero se selecciona la columna correspondiente a la
variable que entra a la base y luego la fila correspondiente a la variable que sale para asi
determinar el pivote. En cambio, en el algoritmo simplex dual, primero se selecciona la
fila de la variable que sale y luego la columna de la variable que entra. En el método
simplex dual lexicogrdfico se agregan reglas lexicograficas en la seleccion de la columna
pivote.

e En el algoritmo simplex primal, las operaciones se hacen usando la fila pivote, mientras

que en el algoritmo simplex dual se usa la columna pivote.

2.2 El algoritmo dual fraccionario para problemas enteros

El algoritmo dual fraccionario, también llamado método de plano de corte Gomory es una
técnica de corte desarrollada en 1958 por R. E. Gomory inicialmente para resolver problemas

enteros. Luego, en 1960, ¢l mismo lo extendi6 para resolver problemas mixtos.
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2.2.1 Procedimiento
Paso 1: Resolver el problema lineal asociado ignorando la restriccion que las variables tienen que
ser enteras, usando el método simplex primal o simplex dual. Si la solucidon optima es entera, el
problema entero queda resuelto.
Paso 2: Afadir el “corte de Gomory” como una restriccion adicional al final de la tabla. En la
seccion 2.2.2 se explica como generar el corte.
Paso 3: Re-optimizar la tabla aplicando el método simplex dual.

Paso 4: Repetir los pasos 2 y 3 hasta que todos los valores de la columna a;, sean enteros.

2.2.2 Generacion del corte
Seleccion de la fila generadora del corte

El método simplex produce un conjunto de ecuaciones de la forma (omitiendo el sub-

indice de fila)

x=a,+ z a; (—x;) (2.2-1)

Donde x; son las variables no-basicas actuales.

Aunque se puede usar cualquiera, existen dos criterios que, por lo general, se utilizan para
escoger la fila generadora:

1) Escoger la fila que tenga el valor de a, con la parte fraccionaria mas grande, o

i1) Escoger la primera fila que tenga un a, no entero.

Por lo general, la literatura recomienda usar el primer criterio porque tiende a producir
cortes mas efectivos, pero en la demostracion de la convergencia del algoritmo (seccion 2.2.4), se

usara el segundo.
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Generacion del corte de Gomory
Sea [a] el mayor entero < a y sea f la parte fraccionaria:
f=a-— [al]. (2.2-2)

Al escribir la ecuacion 2.2-1, usando f; = a; — [a;], fo = ao — [ao], se tiene:

x = [al + fo+ ) ()] + ) (~x)) (223)

Se reescribe la ecuacion de modo que las partes enteras estén en el lado izquierdo y las

fraccionarias en el lado derecho:

x = Xla;1(=x)) = [ao] = fo + Xfj(=x)). (2.2-4)
El lado derecho de esta ecuacion es menor que 1, para cualquier punto entero en la region
factible. Dado que el problema restringe las variables a nimeros enteros, se cumple la

desigualdad

fot ) fi(-x) <0, (22:5)

la cual puede re-escribirse como

D RCex) < -fy (22:6)
Esta desigualdad excluye la solucion factible basica y, por lo tanto, es un corte con las
propiedades deseadas. Al introducir una nueva variable de holgura x;, se agrega una nueva

restriccion al problema lineal, que constituye el corte de Gomory, a veces llamado corte

fraccionario porque todos sus coeficientes son fracciones:

X = ~fo= ) fi(=x)) (22-7)
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Seleccion del pivote
El pivote se determina usando el método dual lexicografico, segun lo explicado en la
seccion 2.1.4. La fila pivote es precisamente el corte de Gomory (ecuacion (2.2-7)), porque es la
unica fila con ag < 0. La columna pivote se determina aplicando la ecuacion (2.1-3).
2.2.3 Ejemplo.
Se considera el siguiente problema de programacion entera, que se resolvera atendiendo al
procedimiento descrito:
Maximizar 5x4 + 6x;
sujeto a 10x; + 3x, < 52
2xq; +3x, <18
X1,X3 = 0y entero
Paso 1: Resolver el problema lineal asociado, usando el método simplex.

Las celdas resaltadas representan el pivote.

ty 1 —X; —Xo

Xp 0 -5 -6

X4 0 -1 0

X, 0 0 -1

x3 | 52 10 3

x4 | 18 2 3
ty 1 —X1 —X4
Xo 36 -1 2
X1 0 -1 0
Xq 6 2/3 1/3
X3 34 8 -1
Xy 0 0 -1
t, 1 —X3 —Xy

xo | 161/4| 1/8 15/8
x, | 17/4 | 1/8 ~-1/8
x, | 19/6 | -1/12 5/12
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La solucion optima relajada es Z = 40.25,

con xq =4.25, x5 =3.17, que corresponde al punto C N,
en la figura.
5¢

Paso 2: Como la solucidn no es entera, se

4¢

aplica un corte de Gomory. Arbitrariamente se escoge
C=(4.25,3.17)

la ecuacion correspondiente a x; como la fila N

generadora. 26

La ecuacion correspondiente a x4 es:

17 1

1 A
X, =+ g(=xs)-g(—x4) n

Por la ecuacion (2.2-2):

_17 [17]_41 4_1
fo= 4 417 "4 -

4
1 [1] 1 0= 1
=5 6l"8 "8
1 [ 11 1] = 7
Ja= -3 gl 8 " '8
Sustituyendo en la ecuacidn (2.2-7) se tiene el primer corte de Gomory:
1 1 7
X5 = 4 ~g(%3) —g (-x) (2.2-8)

Esta restriccion se afiade al final de la tabla t,, dando origen a la tabla 3:

t3 1 —X3 —X4
X 161/4 | 1/8 15/8
X1 17/4 | 1/8 —1/8 | «fila generadora




x, | 19/6 |-1/12 512

X3 0 -1 0
Xy 0 0 -1
xs | —1/4 | -1/8  -7/8

Paso 3: Luego de anadir esta restriccion se continua con el método simplex dual
lexicografico explicado en la seccion 2.1.4:

Seglin la ecuacion (2.1-2) se escoge x5 como la variable que sale de la base porque
corresponde a la unica fila con a3, < 0.

Segun la ecuacion (2.1-3) se escoge x;como la variable que entra porque

1 15

_81| < _82|
8 8
La tabla se actualiza aplicando las ecuaciones (2.1-4), (2.1-5) y (2.1-6) y, para las
columnas 0, 1 y 2 de la tabla 4, respectivamente:
xg=03-2 o}
=8 o}
o= o3 —7 3

Lo que da como resultado la siguiente tabla:

ty 1 —Xg —X4
Xg 40 1 1
X1 4 1 -1
x, | 10/3 | -2/3 1
X3 2 -8 7
Xy 0 0 -1
Xs 0 -1 0

Aqui se alcanza otra vez un valor optimocon Z =40y x; =4, x, =3.33 que

corresponde al punto E en la siguiente figura.
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Para graficar el primer corte de Gomory, ecuacion (2.2-8), lo expresamos en términos de
las variables no bésicas iniciales, X1y X3:

1 1 7
Xg = —Z + 53(3 + 5 X4 (22-8)

Reemplazando x3 y x4 de las ecuaciones originales y simplificando se tiene
3xq +3x; + x5 =22 (2.2-9)
Esta ecuacion se muestra en la grafica como una linea punteada. Aunque la linea excluye
la solucion optima relajada (punto C) de la region factible, no se excluye ninguna solucién entera
dentro de la region de factibilidad ABCD del problema entero original.

\7 ™ ler Corte
\

E = (4, 3.33)

La solucion 6ptima con este primer corte corresponde al punto E (4, 3.33). Como la
solucion aun no es completamente entera, se repiten los pasos 2 y 3, y se procede a aplicar un
segundo corte, usando la ecuacion correspondiente a x, como generadora, porque corresponde a

la Ginica fila con ajy no entero.

xo | 40 1 1




x, | 1073 | -2/3 1 « fila generadora
X3 2 -8 7
X4 0 0 -1
Xs 0 -1 0
10 2
Xz =5+ (=x4) — §(—x5)

Por la ecuacion (2.2-2):

_ 10 op_10 1
h=3-[5]=3-3-3
fi=1-[1]=1-1=0
2 2 2 1

f= -3 [3| =3 = —3+i=3

Reemplazando en la ecuacion (2.2-7), se obtiene el segundo corte de Gomory:

1 1
X¢ = —3~ 3 (-Xs)

Esta restriccion se afiade al final de la tabla t,, dando origen a la tabla 5.

t 1 —X5 —X4
X9 40 1 1
X1 4 1 -1
X 10/3| -2/3 1
X3 2 -8 7
Xy 0 0 -1
X 0 -1 0
x¢ | —1/3 | -1/3 0
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(2.2-10)

Luego de afiadir la restriccion, se continua con el método simplex dual lexicografico. Se

aplica las ecuaciones (2.1-2) y (2.1-3) para escoger x¢ como la variable que sale de la base y x5

como la que entra. La tabla se actualiza aplicando las ecuaciones (2.1-4), (2.1-5) y (2.1-6) para

las columnas 0, 1 y 2 de la tabla 5, respectivamente:

605 _ o5
x§=0c3 - o3
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6_ 5

7= 3 o3
6 o5
5= o3

Esto da como resultado la Gltima tabla:

te 1 —Xe —X4
x, |39 3 1
x, | 3| 3 -1
x, | 4] -2 1
x; | 10| =24 7
x, | 0| 0o -1
xs | 1] =3 o0
x. | 0| -1 o

La solucion final, entonces es: Z =39y xq =
3, x =4, que corresponde al punto F senalado en la
figura.

Al expresar el segundo Corte de Gomory,
ecuacion (2.2-10), en términos de las variables x; y x5

se tiene:

-4
~e
g
»C

5

x1 + xz + x6 =7 (2.2'11)
Esta ecuacion se muestra como una linea de puntos en la figura. Se aprecia como la
ecuacion de corte excluye de la solucion al punto 6ptimo anterior hallado (punto E) sin eliminar

ninguno de los puntos factibles del problema original.

2.2.4 Convergencia del algoritmo
La demostracion de la convergencia del algoritmo comienza asumiendo que se conoce

algiin limite inferior M para el valor de Z.
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Supdngase también que, en congruencia con el método simplex dual lexicografico, se
usara la primera fila con una constante no entera como la fila generadora para el corte de
Gomory. Eso incluye a la fila cero.

Ahora supongamos que el algoritmo NO es finito. Entonces, debido a que se estd usando
el método simplex dual lexicogréfico, existe una secuencia infinita de tablas, cuya columna 0
decrece lexicograficamente. Es decir, o< >L oc§tl =L oc{¥2,..

Dado que %, decrece lexicograficamente, su primer componente a,, debe ser no creciente
y eventualmente permanecer fijo en un valor entero. De otro modo, la fila 0 genera el corte
Gomory, que se utiliza como fila pivote.

n
X' = ~foo+ ) (~for) (~x) 2 0 (22-12)
j=1

Si p es el indice de la columna de la fila pivote, entonces, seglin el método simplex dual,

ecuacion (2.1-4), tenemos:

Qo
afsl = aby — <f—") 00 (2.2-13)
op

El método dual simplex garantiza que ay, = 0. Ademas, como fy,, la parte fraccionaria
de ayp, es diferente de 0, se puede concluir que aq, > 0.
Por lo tanto,
aop = |aop]| + fop > fop (2.2-14)

Aop > fop

Por lo tanto,



29

aget < ago — foo
Por la ecuacion (2.2-2) se sabe que aby — foo = [agof]. Y, por lo tanto,
ags’ < [ago'] (2.2-15)

Esto significa que cada vez que la fila 0 se usa como la fila fuente para el corte de
Gomory el valor de a, decrecera por lo menos hasta el siguiente entero. Si a,, decrece por una
cantidad entera, entonces, después de un nimero finito de iteraciones quedara por debajo de M
(la cota inferior asumida). Por lo tanto, si el algoritmo no es finito, entonces a,, debera
permanecer fijo en algiin valor entero para todo t > t,. Asumamos que este sea el caso.

Se fija la atencion ahora en a,,. Usando el mismo argumento, a,;, no puede permanecer
fijo en un valor no entero pues esta fila ahora se convierte en la fila fuente para el corte Gomory,
dado que a, es ahora un entero. Usando el mismo argumento anterior, at$? decrecera por lo
menos al siguiente entero. Por lo tanto, a,, permanecera fijo en un nimero o se volvera
negativo después de un niimero finito de iteraciones.

Pero si ay,, es negativo eso implica que ag, €s positivo; lo cual hara que ay, tenga que

decrecer, lo cual contradice el supuesto de que se mantiene fijo. Y si a;; = 0 para todo j =

1, ...n, esto implica que el programa no es factible.

Por lo tanto, la tnica posibilidad es que a,, permanezca fijo después de un numero finito
de iteraciones.

Se puede repetir el mismo argumento para el segundo, tercer, hasta el componente n+m.

Después de un niimero finito de iteraciones, sus valores permaneceran fijos en un nimero entero.
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2.3 El algoritmo dual fraccionario para problemas mixtos

El algoritmo para problemas mixtos es esencialmente igual que para problemas enteros.

La tnica diferencia radica en la manera de generar los cortes de Gomory.

2.3.1 Procedimiento

Paso 1: Al igual que con los problemas enteros, el método se inicia resolviendo el
problema lineal asociado. Si la solucion dptima es entera para las variables restringidas a ser
enteras, el problema mixto queda resuelto.

Paso 2: Afadir el “corte de Gomory” como una restriccion adicional al final de la tabla.
En la seccion 2.3.2 se explica como generar el corte para problemas mixtos.

Paso 3: Aplicar el método simplex dual para re-optimizar la tabla.

Paso 4: Repita los pasos 2 y 3 hasta que todos los valores de la columna a;, para las x;
que tienen que ser enteras, efectivamente lo sean.

2.3.2 Generacion del corte de Gomory para problemas mixtos

El uso del método simplex en el Paso 1, produce un conjunto de ecuaciones de la forma

(omitiendo los subindices de fila):

X =ag+ z g (—x)), 2.3-1)
donde x; son las variables no-basicas actuales. Seleccione una ecuacion con un @, no
entero, para un x; restringido a entero. Esta es la fila generadora.
Dado que x tiene que ser entero, x = 0 (mod 1). Segun la ecuacion (2.2-2), sea [a,] el
mayor entero < a, y sea la parte fraccionaria f, = ay — [ay]. Dado que a, > 0 y no entero,

fo > 0. Por lo tanto,
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x = ag+ Y a; (—x;) (mod 1). (2.3-2)
Al sumar 0 = —[a,] nos queda:
0=fo+Xa;(—x;) (mod 1) (2.3-3)

Esta relacion puede reescribirse como
Y a; (%) = f, (mod 1) (2.3-4)
Toda solucidn entera tiene que satisfacer esta relacion. Se dividen los indices de las
variables no-basicas en N* para a;; = 0; y N~ de otro modo.
YientajXj + Xjen-a;x; = fo (mod 1) (2.3-5)
El lado izquierdo de esta relacion es positivo o es negativo. Se exploran cada una de estas
opciones:
e Si es positivo: para poder diferir de f; por una cantidad entera tiene que ser igual a

1+ fy,, o 2+ fy,etc. Por lo tanto, se puede escribir la ecuacion:

z aj % 2 z a; % + z a; % Z fo (2.3-6)

jENT jENTt jJEN~
e Si es negativo: para poder diferir de f, por una cantidad entera tiene que ser igual

a-1+f, o -2+ f,,etc. Porlo tanto, se puede escribir la ecuacion:

z ajxj < z ajxj + z anj S—1+f0 (23_7)

JEN~ jJENT JEN~

Al multiplicar ambos lados por el nimero negativo ff—ol nos queda
-

foff 1 z a;x; = fo (2.3-8)

En ambos casos, las expresiones son = f,, por lo que es cierto que
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z ax; + fof—fl aj % > fo (23-9)
jENTt jJEN~

Toda solucidon entera debe satisfacer esta desigualdad, pero la solucion actual no la
cumple, ya que al sustituir x; = 0 para toda j, el lado izquierdo es cero. Notese que al derivar
esta desigualdad sélo se usé el hecho de que x tenia que ser entero y que x; tenia que ser no
negativo. Por lo tanto, si algunos x; estan restrigidos a ser enteros, esta desigualdad sigue siendo
valida.

Al introducir una nueva variable de holgura x;, se agrega una nueva restriccion al

problema lineal, a saber:

f
Xe = —fo+ z a; X; +f0—fl z a; X; (2.3-10)

jENTt jJEN~

Esta restriccion se afiade al final de la tabla y se continua con el Paso 3.

Sin embargo, se puede hacer mas restrictivo este corte haciendo que los coeficientes a;
sean lo mds pequefios posible, aprovechando el hecho que algunos de los x; estan restringidos a
ser enteros.

Debido a que la ecuacién de corte se derivé de la relacién ¥, a; (x;) = f, (mod 1),
ecuacion (2.3-4), aumentar o disminuir a; por una cantidad entera no destruira esta relacion de
congruencia. Para los valores a; = 0 el coeficiente mas pequefio que se puede obtener es f;.
Para los valores a; < 0 el coeficiente mas pequefio que se puede obtener es f; — 1. Por lo tanto,

se quiere aumentar o disminuir €l valor de cada a; con

min(fj, 7 f"fo (1-£)) (2.3-11)

Dado que
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s (-f)sifi<f, (2:3-12)
y
fi > (=) sify > fo (2.3-13)

Entonces, la ecuacion de corte queda asi:

X = —fo— zf,-* (-x) (2.3-14)
j
donde
fi = q sia; = 0 y x; no entero,
fr= ff_Olaj si a; < 0 y x; no entero,
-
=1 si fj < fo y x; entero,

fj = 1—0fo (1- fj) s1fj > fo y X; entero.

2.3.3 Ejemplo

Se usard el mismo ejemplo resuelto en la seccidon 2.2.3 para un problema entero, pero esta
vez con la exigencia de una solucion mixta:

Maximizar 5x4 + 6x;

sujeto a

10x, + 3x, < 52

2xq1 +3x, <18

X1,X2 = 0y x4 entero

Paso 1: Resolver el problema lineal asociado.
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Se vio en el ejemplo para el problema entero, que la solucion 6ptima relajada corresponde

a Z =40.25,con xq =4.25, x, =3.17, y que la tabla simplex con la solucidon relajada es:

xo | 161/4 1/8 15/8
x| 17/4 1/8 —1/8 | «Fila generadora
xy | 19/6 | —-1/12 | 5/12

Paso 2: Como se requiere que la variable de decision x; sea entera, se agrega un corte de

Gomory mixto. La ecuacion generadora para el corte se origina de la ecuacion para x;:

17 1 1
=gty (—x3) — 3 (—x4)

Aplicando la ecuacion (2.3-14) se tiene:

_17 [17]_1
07 4 417 4

1 .
= a3 = -, dado que a; = 0 y x5 no tiene que ser entero
3 3 8 3 3

NI

(— 1) == , dado que a, < 0 y x, no tiene que ser entero

Y 8 24
4

Con lo que el corte queda asi:

1 1 1
— 4 (- 2.3-15
Xs 4+8( x3)+24( X4) ( )

Esta restriccion se afiade al final de la tabla 2 lo que da lugar a la tabla 3:

t; 1 —X3 —Xy
xo | 161/4 1/8 15/8
X1 17/4 1/8 —-1/8
X, 19/6 | -1/12 | 5/12
X3 0 -1 0

Xy 0 0 -1

xg | —1/4 1/8 1/24
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Luego de afiadir esta restriccion, se continua con el método simplex dual lexicografico.
Se aplica las ecuaciones (2.1-2) y (2.1-3) para escoger x5 como la variable que sale de la base y
x3 como la que entra. La tabla se actualiza aplicando las ecuaciones (2.1-4), (2.1-5) y (2.1-6)
para las columnas 0, 1 y 2 de la tabla 3, respectivamente:

4 _ o3 3
Xy = Xy — 2 K3

xj=—-8 o3
o} = o ad
La ultima tabla revisada queda asi:

t4_ 1 X5 X4
Xg 40 1 11/6
X1 4 1 -1/6
x, | 10/3 | -2/3 | 4/9
X3 2 -8 1/3
X4 0 0 1
X5 0 1 0

. 10
La solucion final es x; = 4, x, = ~ con Z = 40, la cual se muestra como el punto C en la

figura.
Al expresar la ecuacion (2.3-15) en términos de las variables no-bdsicas iniciales, la

ecuacion resultante es:

8
§x1 + x,-24x; = 14

Esta ecuacion se muestra en la figura como una linea punteada. La ecuacion de corte
excluye la solucion 6ptima simplex (punto A) y reduce el 4rea de factibilidad del problema
original, pero sin excluir ninguno de los puntos factibles originales (representados por las lineas

verticales gruesas).
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N v\

Ecuacion de corte

2.3.4 Convergencia del algoritmo
La demostracion que este algoritmo converge es muy similar al del algoritmo dual
fraccionario para problemas enteros por el hecho de que al usar el método simplex dual la

columna cero decrece lexicograficamente con cada pivote?.

2.4 El algoritmo dual completamente entero

Se describira otro algoritmo para resolver problemas de programacion entera mediante
cortes de plano que también fue desarrollado por Ralph E. Gomory (Gomory, All-integer integer
programming algorithm, 1960). Se le llama algoritmo completamente entero porque, si se
comienza con una tabla que inicialmente consiste de valores enteros, todas las tablas

subsiguientes se mantendran con valores enteros a través de todo el calculo.

2 Se puede hallar una demostracion exhaustiva en Hu (1970), p. 259.
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Una dificultad con los planos de corte fraccionarios es que pueden ocurrir errores de
redondeo en la computadora, lo cual puede hacer que una solucion entera dptima sea excluida, y
que una solucioén subdptima se considere Optima. Por ejemplo, la solucion al problema al final de
una iteracion podria tener valores enteros para todas las variables menos una, que tendria un valor
de 7,999999. Dado que no es un entero, el algoritmo continuaria y cortaria este punto de la
region factible. Si el valor se debid a un error de redondeo y en realidad deberia haber sido 8,
entonces cualquier solucion entera subsiguiente seria suboptima.

El problema del error de redondeo fue reconocido y eliminado por Gomory cuando
desarroll6 este algoritmo de plano de corte entero. El método es, en realidad, una extension del
método simplex dual con la diferencia que la fila pivote se genera en cada iteracion, de tal modo,
que los coeficientes son todos enteros y el pivote es —1, lo cual garantiza que todas las tablas
siguientes también tendran valores enteros.

A diferencia del método fraccionario en donde se optimiza la tabla, se aplica un corte, se
re-optimiza la tabla, se aplica otro corte, y asi sucesivamente hasta obtener una tabla entera
Optima, este algoritmo genera cortes que se aplican desde la primera iteracion.

El algoritmo se inicia con una tabla dualmente factible como se da en el método simplex
dual para problemas de programacion lineal. Si todos los valores de la columna a;q (i =
1,2, ...,n + m) son enteros no negativos, entonces el problema esta resuelto. Si una fila en
particular tiene a;y < 0, entonces se deriva una nueva ecuacion que se afiade al final de la tabla
como una fila pivote.

Usando la notacion explicada en la seccion 2.1.3 y la ecuacion (2.1-1), sea el problema
entero:

xt = Af(—xt) (2.4-1)
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Se asume que en la tabla inicial (t = 0), todos los a;; son enteros y todas las columnas
«; (j =1,...,n) son lexicograficamente positivos. Entonces todas las columnas se mantendran
lexicograficamente positivas a través de todo el calculo.

2.4.1 Procedimiento

Paso 1: Comience con una matriz A° que sea completamente entera y con factibilidad

dual.

Paso 2: Seleccione una fila con a;p < 0, i > 0. Esta serd la fila generadora. Si todos
los a;, = 0, entonces el problema esta resuelto.

Paso 3: Escoja un 4 > 0, segun la regla que se explicara en la siguiente seccion, y afiada

la siguiente fila al final de la tabla, como fila pivote.

w= [ LI

Paso 4: Ejecute un paso simplex dual y regrese al paso 2.

2.4.2 Generacion del corte
En este algoritmo, la seleccion de A es clave para la generacion del corte.
Recordemos que [x] denota el mayor nimero entero menor o igual a x. Siy es cualquier

namero real (positivo o negativo), y A es cualquier nimero positivo, entonces se puede escribir
y
y=[3] 2+ 7% (2.4-2)
donde 0 < 7, < 1 (7, es el residuo de y dividido por 4). En particular, nos interesa,

1= E] A+ (2.4-3)

Si A > 1, entonces [ﬂ —0yr=1. (2.4-4)
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Si A =1, entonces [ﬂ =lyr=0. (2.4-5)

Se procederd a derivar una desigualdad que tiene que ser satisfecha por toda solucion
entera. Considere una ecuacion en la t-€sima tabla (omitiendo el subindice de fila) con ay < 0:
x =a+ Ya;j(—xf), (2.4-6)

donde x es cualquier componente de x y las xf son las variables no bésicas actuales. Se

puede expresar X, a, y a; en términos de A por sustitucion en la ecuacion ((2.4-2), donde

x=xX1= x{[ﬂ A+ r} (2.4-7)
o = [%] A+ 1 (G=012..,n) (2.4-8)

Al sustituir las ecuaciones (2.4-7) y (2.4-8) en la ecuacion (2.4-6) y transfiriendo términos
se obtiene
n

Y=+ 2 l[%] £y [%] (-xf) + E] (=) (2.4-9)
=1

J=1

Dado que 17 = 0y r = 0, y se requiere que tanto x como x; sean no negativos, el lado
izquierdo de la ecuacion (2.4-9) siempre serd no negativo. Considérese ahora los términos
encerrados en paréntesis en el lado derecho de la ecuacion (2.4-9). Cada uno de los términos es

un entero o se requiere que sea entero. Por lo tanto, todo en el paréntesis es un entero. Se

denotard dicho contenido con la variable de holgura x,, es decir:

X = l[%] + i [%] (-xf) + E] (—%) (2.4-10)
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Sin embargo, x;, no sélo es un entero, sino un entero no negativo, pues si fuese un entero
negativo como —1, -2, ..., etc., al multiplicarlo por A (1 > 1) haria que el lado derecho de la
ecuacion (7) fuese negativo, mientras que el lado derecho es no negativo, como ya se vio.

Consideremos ahora los casos A =1 y 1 > 1.

e Paradl=1, [%] =a;y [ﬂ = 1. Se puede entonces sustituir x en la ecuacion

(2.4-10) con la ecuacion (2.4-6):

xp = lag] + Z[a]-] (-xf) —{ao + Z a;(- xjt)} = —fo+ ijxjt (2.4-11)

Noétese que esto no es mas que la ecuacion (2.2-7) para el corte Gomory derivado en la

seccion 2.2.

e Paral>1, [ﬂ = 0y la ecuacion (2.4-10) queda asi:

n
a, a;
Xy = [7] + 2 [7’] (-x) (2.4-12)
j=1
La ecuacion (2.4-12) tiene que ser satisfecha por toda solucion entera factible de la

ecuacion (2.4-1). Siay < 0 en la ecuacion (2.4-6), entonces [%] < 0 en la ecuacion (2.4-12).

Por lo tanto, la ecuacion (2.4-12) puede usarse como la fila pivote en el método simplex dual.
En particular, para cualquier a, < 0 siempre se puede escoger un A lo suficientemente grande
para que el pivote en (2.4-12) sea —1. Con esto se logra que la tabla siempre se mantenga con
nimeros enteros.

Como escoger A

Se describird a continuacion la regla para escoger A en el paso 3 del algoritmo. Con el fin

de acelerar la convergencia del algoritmo, se escoge A con base en los siguientes criterios:
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1) Mantener la tabla dualmente factible y con nimeros enteros, (que se logra con un
pivote =—1).
2) Lograr factibilidad primal en algin momento.
3) Lograr el mayor cambio en el valor de la funcion objetivo.
Procedimiento para escoger A:
Sea la fila generadora
X =ag+ xaj(—x;) (2.4-13)

y que la fila derivada sea
a a;
Xy = [7] + z [7’] (-x) (2.4-14)
Para cualquier a; < 0, siempre se puede escoger A lo suficientemente grande de modo que

[%] = - 1. Segln el método simplex dual lexicografico de escoger la columna pivote, se quiere

que, si X, es la columna pivote,

-1 -1
@7 %p| = min|zoa| (¢ <0). (2:4-15)
A A
] 7]
Puesto que [aﬂ—p] =-1; [%] es un entero negativo, -1, -2, ..., digamos - u;:
o 1% 1%
1 w1

de modo que ,, tiene que ser la columna mas pequefia lexicograficamente. Esto significa
que entre todas las posibles columnas pivote (con a; < 0) la columna pivote siempre sera la

columna lexicograficamente mas pequefia indistintamente de cual 1 se escoja.
. : a ,
Notese que si hay dos valores A, y 4, que producen [7”] = -1, se escoge el valor mas

pequetio porque la cantidad por la cual < decrecera es
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a.
ot ot 4 [70] b (= Ay dy).
L

Es decir, mientras mas pequeilo sea A, mas decrecera lexicograficamente la columna 0.
Por lo tanto, la regla es:
PASO 1. Sea k la fila fuente.

PASO 2. Sea «,, la columna lexicograficamente mas pequefia con a;; < 0.
PASO 3. Para cada ai; < 0, sea u;, el mayor entero tal que oc, <" %
J

Wl _ oy o = - ; L

PASO 4. Sea [/1]-] =1u; 04 Y Este es el A; que hara que «, < [‘akj] .
A

J

PASO 5. Sea A = max; A; para a;; < 0.

Este método de seleccion de A es para hacer que el pivote sea —1, que la tabla se mantenga
dualmente factible y a la vez lograr el mayor decremento lexicografico en la columna 0.

Una caracteristica interesante del algoritmo completamente entero es que su validez no

depende de que los coeficientes de a;; sean enteros’.

2.4.3 Ejemplo.
Se considera el siguiente problema de programacion entera, que se resolvera atendiendo al
procedimiento descrito:
maxx, = —10x; — 14x, — 21x,
Sujeto a
2xq + 2x, + 7x3 = 14
8x; + 11x, + 9x3 = 12

9x; + 6x, + 3x3 = 10

3 Una demostracion de eso puede hallarse en Hu, 1970, p. 251.



X1, X2, X3 = 0 entero

Lo cual genera la siguiente tabla inicial:

tO 1 _xl _.xz _x3
X 1 10 14 21
X4 0 -1 0 0
X, 0 0 -1 0
X3 0 0 0 -1
Xy -14 2 2 7 < Fila generadora
Xs -12 -8 -11 -9
Xg -10 -9 -6 -3
X7 -4 -1 -1 -2 1==
=1 10<14 14]—1 10<21 = 21]—2
Ml - ) —_ 2' HZ - 10 - ) —_ #3' nl'l3 10 -
A= 2 =2, A, = 2 =2, A3 = ! = !
! Hq ' 2 Uz P Uz 2
A= 2,2 7 = 7
= max(2, ,2) =3

El corte entonces es

o= 2+ oo+ [ oo [ o

x7= =4 —1(=x) —1(—x2) =2 (=x3) =0

Esta ecuacion se anade al final de la tabla. Pivotando y repitiendo el procedimiento se

tienen las siguientes tablas:

t; 1 —S; =X, —X3
xXo | —40 10 4 1
X1 4 -1 1 2
X, 0 0 -1 0
X3 0 0 0 -1

X, | —6 -2 0 -3 < Fila generadora
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ty 1 =S —X; =S
Xo —42 9 4 1
X1 0 -3 1
Xy 0 0 -1 0
X3 2 1 0 -1
X4 0 1 0 -3
Xs 6 -15 -3 7
X —4 —24 3 15 < Fila generadora
X -1 -1 0 0 A =24
t3 1 —S3 =Xy —S,
xXo | 51 9 4 1
X1 3 -3 1 2
Xy 0 0 -1 0
X3 1 1 0 -1
X4 -1 1 0 -3 < Fila generadora
Xs 21 -15 -3 7
Xe | 20 24 3 15
X10 | -1 0 0 -1 A=3
ty 1 —S3  —X, —S,
Xo | 52 9 4 1
X1 1 -3 1 2
Xy 0 0 -1 0
X3 2 1 0 -1
X4 2 1 0 -3
xs | 14 -15 3 7
Xe 5 —24 3 15

La solucion 6ptima, que aparece en la tabla 4, es xo = =52,x;, = 1, x, =0, x3 = 2.
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2.4.4 Convergencia del algoritmo

Al igual que con el método dual fraccionario, esta demostracion también depende del
supuesto que hay un limite inferior M para la funcién objetivo x,. Dado que todos los pasos de
pivote son del método simplex dual, es cierto que

ocf >L okt

Puesto que todos los nimeros permanecen enteros, si a,, decrece, debe hacerlo por una
cantidad entera y caerd debajo de M después de un nimero finito de pasos. Si el algoritmo no es
finito, entonces a,, debe permanecer fijo para todos los ciclos después de un valor t mayor que,
digamos t, donde t > ¢,.

Considere ahora el primer componente a, del vector @, éste también debe decrecer por
una cantidad entera, si decrece estrictamente. Si a,, decrece por debajo de cero, entonces sera

seleccionada como la fila generadora. Si a,; > 0 para toda j, entonces eso demuestra que el
1j

problema no es factible. Si a,;< 0 para algin j, entonces la fila derivada es

w= [ 2[5 6n)

Esta fila afiadida tiene %] <0y [%] = —1 para por lo menos una j. (La regla para

seleccionar A lo garantiza). Pivotar sobre esta fila incrementara estrictamente a,,. Dado que

och Lokt esto implica que abf! debe decrecer, lo cual contradice nuestro supuesto que dgq €S
fijo. Por lo tanto, si el algoritmo no es finito, a, ; debe permanecer fijo para todos los ciclos

después de un valor t mayor que, digamos t;, donde t; > t,.



El mismo argumento puede aplicarse al segundo componente, al tercero, y asi
sucesivamente. Asi que después de un nimero finito de pasos, todos los a;y (i =1, ...,n +m)

seran enteros no negativos.

46
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Capitulo 3

Comparacion de los tres métodos de corte

En esta tesis se han examinado tres algoritmos de corte introducidos por R. E. Gomory: el
algoritmo fraccionario para problemas enteros, el algoritmo fraccionario para problemas mixtos y
el algoritmo completamente entero. En este capitulo se desea destacar sus similitudes y

diferencias, asi como sus limitaciones.
3.1 Similitudes

Al igual que todos los métodos de corte, los tres métodos producen nuevas restricciones,
llamados “cortes”, que se aiaden a las originales para eventualmente producir un problema lineal
cuya solucion 6ptima entera corresponde a un vértice con componentes completamente enteros.

Los tres métodos utilizan el método dual simplex y utilizan el corte como la fila pivote.

3.2 Diferencias

La diferencia principal entre los algoritmos de corte estriba en la manera de generar las
desigualdades que producen los cortes y la manera de aplicarlos.

En el corte fraccionario, primero se llega a una solucion dptima relajada, se afiade la
ecuacion de corte y luego se contintia con el método simplex dual. En el algoritmo entero, los
cortes se anaden desde el principio y el método simplex dual se usa durante todo el
procedimiento.

En el método entero, el elemento pivote siempre es —1. Esto conlleva la ventaja de

eliminar las dificultades de redondeo en los calculos cuando se usa una computadora.
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En el método fraccionario se alcanza la solucion cuando todas las variables de decision
restringidas a enteros llegan, efectivamente, a ser enteros (si hay solucién). En el método dual

completamente entero, se llega a la solucién sélo cuando todas sean no-negativas.
3.3 Limitaciones

Los métodos de corte tienden a ser ineficientes porque el numero de cortes a agregar,
aunque finito, suele ser bastante grande. Por lo que, hoy dia, la mayoria de los solucionadores de
programacion entera comerciales utilizan las técnicas de plano de corte en combinacion con otros
métodos como el de Ramificacioén y Acotacion (Malon, 2020, pag. v).

Si bien el algoritmo dual completamente entero elimina el problema de redondeo, su
convergencia puede mostrar un comportamiento erratico dependiendo de las caracteristicas de
cada problema. Véase por ejemplo (Baugh, Ibaraki, & Muroga, 1968). Otra desventaja de éste y
todos los algoritmos duales enteros es que, hasta que se encuentra la solucidon 6ptima, no se
conoce ninguna solucion factible.

En la siguiente tabla se presenta una comparacion de los tres métodos analizados en este

trabajo, desde el punto de vista de sus procedimientos.

Comparacion de los tres métodos de corte de Gomory

Algoritmo fraccionario Algoritmo fraccionario Algoritmo completamente
para problemas enteros para problemas mixtos entero
Sujeto a errores de redondeo. Elimina los problemas de
redondeo.
a;j tienen que ser enteros en la tabla inicial. a;j pueden ser nimeros

reales en la tabla inicial.
(ao; tienen que ser enteros).

aitj no tienen que ser enteros en tablas sucesivas. Si a;; son enteros en la tabla
inicial, entonces se
mantienen enteros.




Se puede usar el método simplex primal o dual para

obtener el valor Optimo y luego se usa el método simplex
dual.

El método simplex dual se
usa a través de todo el
calculo.

Un a;, no entero convierte la i-ésima fila en una fila
generadora.

Un a;, negativo convierte a
la i-ésima fila en una fila
generadora. (i # 0)

La fila pivote es la
ecuacion:

La fila pivote es la
ecuacion:
Xk

= f0+ z ajxj

xp = —fo + 2fjx

La fila pivote es la ecuacion:

w =[]+ 2 1 Can

a, <0, aj;tO

jENt
+ o 1 a;j X;
fo-1 Ly
A=1 No aplica A>1
La columna pivote p se determina por: La columna pivote p es
siempre la columna
1 1 lexicograficamente mas
_pa" = ]7] Y pequefia con a, < 0,y se

determina antes de generar
el corte.

Se pueden afiadir muchas desigualdades a la vez y luego
aplicar el método simplex dual.

Las desigualdades se anaden
solo una a la vez a fin de
mantener la tabla
completamente entera.
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Capitulo 4

Ejemplo de aplicacion

La empresa Panamefiisima de Acero* quiere participar en una licitacion para la compra de
barras de acero corrugado que se usaran en
las columnas de la linea 3 del Metro hacia
Arraijan-La Chorrera. La empresa puede
ofrecer barras de acero grado 60 y grado
40. A fin de cumplir con sus compromisos

existentes, la empresa debe sujetarse a las

restricciones de disponibilidad de material

Figura 1. Crédito: Metro de Panama

y de horas-hombre.

Por tonelada Grado 60 | Grado 40
Precio de venta (miles) B/.10 B/.8
Costo de produccion (miles) B/.4 B/.3
Uso de materia prima 3 1
Hora-hombre 1 2

La empresa tiene 11 toneladas de materia prima disponible inmediatamente para el
proyecto. Cada tonelada de acero grado 60 requiere 3 unidades de materia prima, mientras que el
de 40, solo una.

La maquina que produce el acero grado 40 requiere 2 horas-hombre por tonelada.
Mientras que la de 60, solo requiere la mitad por ser de compra mas reciente. Debido a

compromisos previos, solo se disponen de 5 horas-hombre para este proyecto.

4 El nombre de la empresa y las cantidades son ficticios.
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Soélo se permiten unidades enteras de toneladas en la produccion. Aunque la competencia
es fuerte, debido a que el proyecto requiere grandes cantidades de acero, se puede asumir
razonablemente que toda la produccion se vendera a los precios indicados en la tabla. Se desea

hallar la combinacion de produccion de barras de acero grado 60 y 40 que maximice la ganancia.
4.1 Planteamiento del problema

El proceso se inicia con la definicion de las variables de decision, la funcidon objetivo y las
restricciones.

4.1.1 Las variables de decision

Se usard la variable x; para indicar el nimero de toneladas producidas de acero grado 60,

y X,, para las de grado 40.

4.1.2 La funcion objetivo
El objetivo es maximizar la ganancia neta al suplir la demanda que est4 definida por el
precio de venta menos los costos por tonelada producida. Es decir:
max (10 — 4)x; + (8 — 3)x,
que resulta:
max 6x; + 5x,
4.1.3 Las restricciones
Hay que suplir la demanda dentro las restricciones impuestas por la disponibilidad de
materia prima y personal:
3x; +x, <11 restriccion de materia prima
Xy +2x, <5 restriccion de horas-hombre.

Se completa el modelo con las condiciones de no negatividad para X1 y xa.



El problema, entonces, queda planteado asi:

sujeto a:

4.2 La solucion

Usando los valores del problema planteado, y agregando las variables de holgura
X3 Y X4, la tabla inicial, para resolver el problema por el método dual fraccionario para problemas

enteros, queda asi:

Paso 1: Resolver el problema lineal asociado usando el método simplex. Aplicando el

método simplex construimos las tablas t; y t,. Los valores sombreados representan el pivote.

max 6x; + 5x,

3x1 +x, <11

Xy +2x, <5

X1,%X, = 0y entero

to 1 —X1 —X3
X0 0 -6 -5
x| 0] -1 o0
x| 0| 0 -1
x; | 11| 3 1
X4 5 1 2

ty 1 —X3 —Xo
Xo | 22 2 -3
xq | 11/3 | 1/3 1/3
Xo 0 0 -1
X3 0 -1 0

x4 | 4/3 | -1/3 5/3
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t, 1 —X3 —X4
xo | 122/5 | 7/5 9/5
xq | 17/5 | 2/5 -1/5
Xy 4/5 | -1/5 3/5

X3 0 -1 0
X4 0 0 -1
L . . 122 17 4
El valor 6ptimo para la solucién relajada es Z = xyq = X =YX = .

Paso 2: Como la solucién no es entera, se aplica un corte de Gomory. Se selecciona una
fila con a;; no entero como la fila generadora. Arbitrariamente se escoge la ecuacion
correspondiente a x, porque tiene la mayor parte fraccionaria.

La ecuacion correspondiente a x, es:

4 1 3
Xy = g-g(—x3) + g(—x4)

Por la ecuacion (2.2-2):

_4
fO_S
_4
f3_5
_3
Ja= 3

Sustituyendo en la ecuacion (2.2-7) se tiene el corte de Gomory:

x5 = —g-g(-Xa)-¢ (-x) (4.2-1)

Esta restriccion se afiade al final de la tabla t,, dando origen a la tabla 3:

t3 1 _X3 _X4
xo |122/51 7/5 9/5
xy | 17/5 | 2/5 -1/5
Xo 4/5 | -1/5 3/5 |Filageneradora
X3 0 -1 0

X4 0 0 -1
x5 | -4/5 | 4/5 3/5
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Paso 3: Luego de anadir esta restriccion se continua con el método simplex dual
lexicografico explicado en la seccion 2.1.4. Con base en las ecuaciones (2.1-2) y (2.1-3) se
escoge X5 como la variable que sale de la base y x3como la que entra. La tabla se actualiza
aplicando las ecuaciones (2.1-4), (2.1-5) y (2.1-6) para las columnas 0, 1 y 2 de la tabla 4,

respectivamente:

4 _ ~3 3
Xy = Xp—X3

3
4 __ 3 3
0(2— 0(2 —Zocl

lo que da como resultado la tabla final:

ty 1 —Xs5 —X4
Xo 23 7/4 3/4
X4 3 1/2 -1/2
Xo 1 -1/4 3/4
X3 1 -5/4 3/4
X4 0 0 -1

X5 0 -1 0

La solucion optima entera es Z= xg9 = 23, x1 = 3y x, = 1 que significa que se deben
producir tres toneladas de barras de acero grado 60 y una de grado 40, con una ganancia maxima

de B/.23,000.

Solucion Grafica
Como el problema solo tiene dos variables de decision se puede apreciar la solucion
graficamente. La linea mas gruesa representa la funcion objetivo. El drea sombreada es la

region factible para el problema lineal asociado y los puntos dentro de ella son las soluciones



enteras factibles del problema original. La linea punteada corresponde al corte de Gomory,

ecuacion ((4.2-1). El punto A es la solucioén 6ptima relajada y el punto B, la solucion optima

entera del problema.
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Conclusiones

El objetivo de la disciplina denominada Investigacion de Operaciones se enfoca a los
problemas relacionados con el mejoramiento de la eficiencia de una organizacion. La naturaleza
de la organizacidn no es limitante, por lo que ha sido aplicada de manera extensa en una gran
diversidad de areas: produccion, transporte, construccion, salud, planeacion, fuerzas armadas,
servicios publicos, por mencionar unas cuantas de ellas. En muchas de estas areas se requiere
que las variables de decision involucradas tengan valores enteros. De alli la importancia y el
auge de la Programacion Entera.

Desde su introduccion en 1958 por Gomory, los planos de corte han jugado un papel
fundamental en la teoria de la programacion entera.

A pesar de este importantisimo avance teorico, los corte de Gomory han sido considerados
ineficientes debido a que se requieren muchos cortes para llegar a una solucién. Por eso, hoy dia
los solucionadores comerciales lo utilizan en combinacién con otros métodos para llegar a una
solucion de una manera mas rapida y eficiente.

Pese a esta limitacion, el uso de desigualdades lineales validas, como planos de corte, es
una herramienta poderosa y bien establecida en la programacion entera. Por eso, en lugar de
abandonarlos en la obsolescencia, su estudio continuo ha proporcionado perspectivas nuevas
sobre la programacion entera que han dado origen a algoritmos de corte mas eficientes, que
utilizan sus bases tedricas como principios fundamentales. De alli que los métodos de plano de
corte seguiran siendo temas de discusion relevantes en el estudio de la solucién de problemas

enteros.
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Recomendaciones

Asi como la solucidn al problema relajado, por el algoritmo simplex, representa el "inicio"
para el corte de Gomory en la busqueda de la solucion de un problema entero, asi también espero
que los resultados de este trabajo sean el inicio de proyectos futuros en el tema de la
programacion entera, pues, con respecto a los métodos de corte de plano, ain queda mucho por
investigar.

Una de las debilidades de los métodos de corte es su tiempo de convergencia. Este tema,
de mejorar su eficiencia, sigue siendo objeto de mucho estudio.

El propio Gomory sugirié dos técnicas para hacer cortes “mas fuertes”, en el sentido que
remuevan una porcion mayor del area factible sin remover puntos enteros factibles.  El primero
es llamado corte t-Gomory (Gomory, 1958). El segundo, llamado corte de Gomory fuerte, es
un caso especial del corte de Gomory para problemas mixtos (Gomory, 1960).

Farwell (2006) sugiere un tercer método producto de la combinacion de los dos
propuestos por Gomory. Letchforda & Lodib (2002) también han sugerido otro algoritmo para
fortalecer el corte de Gomory. Por su relevancia, recomiendo la profundizacién en el estudio de
estas propuestas.

Gomory también reconocid el problema del redondeo en las computadoras y lo resolvid
con el algoritmo completamente entero. Pero, en ocasiones, su uso ha dado resultados erraticos
de convergencia, dependiendo del tamaio y tipo del problema (Baugh, Ibaraki, & Muroga, 1968).

Farwell (2006) ha sugerido que el problema también se resuelve usando aritmética exacta
en lugar de aritmética de punto flotante. La aritmética exacta es una forma de realizar
operaciones aritméticas con fracciones en lugar de usar representaciones aproximadas. Su

desventaja es que hace que las operaciones con fracciones se vuelvan mas complejos. Ademas,
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se corre el peligro de exceder la capacidad de almacenamiento de la computadora, dado que los
valores de los numeradores y denominadores se deben almacenar por separado. Un trabajo de
interés podria ser estudiar el orden de complejidad de uno y otro procedimiento.

Los métodos de plano de corte también son aplicables en la programacion no lineal, es
decir, problemas de optimizacion en los que la funcidn objetivo o alguna de las restricciones
corresponden a funciones no lineales (Boyd & Vandenberghe, 2003). La adaptacion teérica de

los métodos de plano de corte a este tipo de problemas es digna de estudios posteriores.
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