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Resumen

Se caracterizaron flujos en funcién de los nimeros de Reynolds de los cilindros a través
de simulaciones computacionales. Entre los flujos caracterizados se encuentran: voértices
moviles, flujos con forma toroidal, flujos sin estructura, y flujos con estructuras de tran-

sicion entre los dos anteriores. Esto quedo registrado en un mapa de regimenes.

Se analizaron las ecuaciones Navier-Stokes incompresibles a través de perturbaciones
de primer orden con simetria azimutal a una solucién estacionaria. El programa realizé
las simulaciones utilizando una extensién del método de la diferencia finita y fue escrito

en el lenguaje Python.



Introducciéon

El estudio de los estados estacionarios y turbulentos de un fluido es la base de la mecanica
de fluidos; sin embargo, las caracteristicas fundamentales de los fluidos y la complejidad de
las ecuaciones que los modelan proponen un obstaculo importante en el estudio practico y
tedrico efectivo. Esto se debe a que muchas de las ecuaciones que modelan estos fenémenos
carecen de soluciones exactas y/o requieren equipo sofisticado y costoso para el estudio
practico de sus propiedades. Las simulaciones computacionales permiten burlar estos
obstéaculos proveyendo propiedades cualitativas de los sistemas hidrodindmicos a través de

soluciones numeéricas a las ecuaciones que rigen el movimiento en estos sistemas.

El movimiento de un fluido viscoso entre cilindros coaxiales rotatorios, llamado flujo
de Couette-Taylor, es un fenémeno donde se pueden presentar estados estacionarios y
turbulentos dependientes de la velocidad de rotacion de los cilindros. Sir Geoffrey Taylor
estudié la estabilidad del flujo entre cilindros coaxiales, lo que lo llevé a confirmar la

condicién de frontera de no deslizamiento en una interfase de fluido viscoso-sélido (1923).

Los resultados de simulaciones del sistema de cilindros concéntricos permiten la ob-
tencién directa de la viscosidad de un fluido una vez encontrada la velocidad de transicién
entre regimenes de flujo; ademas, sirven como guia para la construccion de dispositivos de

6smosis inversa y estudios de magnetohidrodinamica.

Objetivo general

Este proyecto de investigacién propone el estudio de los regimenes de flujo del fenémeno
Couette-Taylor a través de simulaciones computacionales. Las simulaciones hacen uso del

método de las diferencias finitas para la resolucién de ecuaciones diferenciales.

Objetivos especificos

e Analizar las ecuaciones Navier-Stokes del sistema de cilindros rotatorios concéntricos

e Disenar un programa en el lenguaje Python para la simulacion del sistema



e Utilizar dicho programa para el estudio sistematico de los estados del flujo de acuerdo

a las condiciones de frontera

e Generar un mapa de regimenes de flujo con los niimeros de Reynolds como parametros

Alcance del trabajo

Los mapas de regimenes de flujo pueden ser utilizados para guiar el diseno y analisis de

experimentos de fisica e ingenieria.

Debido al enfoque modular del disenio del software, es posible su modificacién para
casos mas especificos del fenémeno. Por ejemplo, sistemas con interacciones magnéticas
o cambios de temperatura. Esto sumado a la disponibilidad de un software programable

que permite modificar las propiedades del fluido a simular.

Limitaciones

Las ecuaciones seran analizadas utilizando la teoria de perturbaciones de primer orden,
y el método extendido de la diferencia finita para encontrar soluciones numéricas. Esto
puede producir errores para valores muy grandes de las condiciones iniciales del sistema o

simulaciones que ameriten una gran cantidad de iteraciones.

La capacidad computacional del hardware utilizado (Toshiba Satellite L755-S5152
B960 con procesador Intel(®) Pentium(®) B960 2.2 GHz) limita la resolucién que puedan

alcanzar las simulaciones.



Capitulo 1

Marco Teorico

1.1 Consideraciones fisicas de los fluidos

El movimiento de los fluidos requiere consideraciones iniciales que determinaran el tipo
de herramientas matematicas utilizadas para su estudio. Existen dos lineas de estudio
principales: aquellas que consideran el fluido como una coleccién de particulas que se
mueven libremente (estudio estadistico), y aquellas que consideran los fluidos como medios
continuos.

En el andlisis de los fluidos como medio continuo, se consideran los valores promedio
de las magnitudes fisicas en volimenes que deben ser muy pequenos en comparacién al
cuerpo fluido y grandes en comparacién a las distancias intermoleculares. Como conse-
cuencia, esta rama de analisis no permite el estudio de particulas individuales del fluido,
sino a paquetes de particulas que son pequenos respecto a las caracteristicas del sistema,
conocidos como volimenes de control. Entre las magnitudes fisicas necesarias para el

analisis de los volimenes de control se encuentran:
e Posicién (r)
e Densidad (p)
e Presién (p)

e Viscosidad (u)



1.1.1 Conservacion de la masa

Considere un volumen (V) de fluido en un sistema cerrado. La masa contenida en este

volumen puede determinarse con la ecuacion

M = pdV

Vo

Donde p es la densidad de masa del fluido.

El flujo de masa por unidad de tiempo que atraviesa la superficie que contiene el

j{pv'dS

Donde v es la velocidad del fluido y dS un elemento de area de la superficie que contiene

volumen esta dado por

a Vy. Se puede notar que en el caso donde el volumen aumenta su masa jJ pv-dS < 0. De

esto

AM
@ . dS
dt f{pv

Sustituyendo la identidad para M y aplicando el teorema de Green (¢ £-dS = [ V-£fdV)

al lado izquierdo de la ecuacion, obtenemos

/%dvz —/V(pv)dV

(12 4] ar o

Esto implica

dp B
a%—V(pv) =0 (1.1)

Denominada como ecuacion de continuidad.

Para fluidos incompresibles; es decir, de densidad constante en el tiempo y espacio, se

encuentra



Es decir, los fluidos incompresibles en un sistema cerrado deben mantener divergencia

nula en todos los puntos.

1.1.2 Ecuacion de Euler

A través de un razonamiento andlogo al de la seccion anterior, la fuerza que actia sobre

un volumen de fluido V

F:—]{pdS

transformando la integral a través del teorema de Green

F:—/VpdV

Por tanto, el movimiento de un elemento infinitesimal de volumen estara dado por las

ecuaciones de Newton de la forma

d(pv)
dt

Donde p = pv.

Para el caso de fluidos incompresibles, la densidad es constante en el tiempo, por tanto

dv
_Vp = p—
p=p di
tomando en cuenta que la velocidad de un fluido es una funcién del tiempo y las
coordenadas, el diferencial total de v sera
ov ov

= — _ ]_
dv 8tdt+8l d

Donde 1 se refiere a la posicién del volumen, por tanto, el operador de derivada cumple

la identidad % = V. Sustituyendo esto en la derivada total de v en el tiempo



Dado que % no es mas que la velocidad del volumen

1 ov
- ;Vp =7 +v-(Vv) (1.3)

Estas son conocidas como Ecuaciones de Fuler, las cuales determinan el movimiento

de un fluido inviscido e incompresible.

1.1.3 Ecuaciones Navier-Stokes

El momento de una particula fluida esta dado por

pv

La variacién en el tiempo del impulso sera entonces

De acuerdo a la ecuacion de continuidad ([1.1])

d(pv)  Ov
o o

= (v-V)(pv)

Para fluidos incompresibles e inviscidos, la ecuacién de Euler (1.3]) dispone

_@ —Vp+pv- (VV) = (v V) (pv)

En forma tensorial

d(pv;)  Op v, O(pvr)
&zzk

s op +(9(pvkvi)

_a(pvi) . (9sz
82? B 8a:k




Donde IL;;, = pdy + purv;; v describe la transferencia de impulso en cada punto del
espacio, por lo que se conoce como tensor de densidad de flujo de momento. Es importante

notar que, debido a las asunciones realizadas en el analisis, esta definicion solo es valida
para fluidos incompresibles e inviscidos.

Se puede modificar el tensor II;; sumando un término que incluya los efectos del roza-

miento entre las particulas del fluido sobre la transferencia de impulso (¢},). Esto deja el
tensor de densidad de flujo de la forma:

ILix = pogv; — o,

Donde oy, = i), — dirp.

Dado que o}, contiene los efectos del rozamiento entre las particulas del fluido, este

debe anularse cuando la velocidad relativa entre las particulas es cero; es decir, el campo
de velocidades del fluido es constante en el espacio. De este razonamiento se deduce que

el tensor debe ser funcién de las derivadas espaciales de las velocidades tinicamente.

De manera analoga, el rozamiento entre las particulas debe ser nulo para un movimiento

rotacional uniforme. En este se cumple v = €2 x r, de forma tensorial

v = EiijjZEk

6’Ui 0
9o, 8—%(%1@9]‘%)

Debido a la antisimetria del tensor Levi-Civita

81)7; 0 aUk
— L e g = —
oxx, axi(ﬁkﬂ i71) ox;

Por lo tanto, la combinaciéon de derivadas de la velocidad que se anula para un
movimiento rotacional uniforme es

ov; | Ovy

;Ui = €45k8d T



El tensor que cumple las condiciones para velocidad constante y velocidad angular

uniforme es entonces

o —a%+b ov; _l_(%k
kT Oy ox,  Ox;

Tomando en cuenta la repeticion de términos cuando 7 = j, el tensor puede escribirse

de la forma

ov ov;  Ov
ot = €~ gt (o + 52 ) (1.4

Donde &; p son coeficientes positivos ligados a la resistencia del fluido a las deforma-

ciones; es decir, la viscosidad.

Sustituyendo ([1.4]) en el tensor IT;; modificado,

c%l a?}i 8Uk
. — 0 : -2 2
sz 57,kp + PULY; (5 /3”)67,]{; axl H (8xk + 81:1)

La ecuacién del movimiento ((1.3) queda de la forma

ov; ov; dp 0 oy, 0 ov; vy,
+ ===+ —2/3u) S | + +
En la mayoria de los casos, los coeficientes de viscosidad tienen poca variacién respecto

a las coordenadas o el tiempo, por lo cual

ov; dv;\ _ Op 0%, . 9%,
En forma vectorial se obtiene
Dv 9
P = —Vp+uViv+ (E+ 1)V (V-v) (1.5)

Donde % = %—;’ + v - Vv y se denomina derivada material.

Las ecuaciones (|1.5) describen el movimiento de un fluido viscoso y se conocen como

Ecuaciones Navier-Stokes, desarrolladas entre 1822-1850 por Claude-Louis Navier y George

9



Gabriel Stokes.
El tltimo término se anula para fluidos incompresibles [ver ([1.2))], dejando a las ecua-

ciones de la forma

Dv

2 ]

Donde v = #/p se conoce como viscosidad cinemdtica.

1.2 Flujo estable entre cilindros rotatorios

Considere un fluido incompresible en medio de dos cilindros de radio R; y Ry (Donde

Ry < Ry) libres para rotar con velocidad angular wy y ws, respectivamente.

Figura 1.1 : Diagrama de cilindros coaziales

Para flujos estables, podemos reducir el problema debido a su simetria; dado que las

velocidades radiales y axiales deben ser nulas. Por tanto, podemos afirmar

V =V(r)$

p =p(r)

Donde p es la presion en cualquier punto y V la velocidad en cualquier punto.

10



Las ecuaciones de Navier-Stokes quedan de la forma

dp V2

o _ 1.7

dr p r (1.72)
d?V  1dv VvV

—_—t—— = — =0 (1.7b)

b
V =ar + . (1.8a)

a? b?
p=p (Qab In(r) + —r* — —) (1.8b)

R1%wi —Rp%wy

Donde las constantes tienen valores a = R RE

5.2]

Es posible determinar el momento de las fuerzas de rotaciéon que rozan contra los

y b = R12W111_WQ/M1

T/Rf . [SGCCiéH

cilindros. La fuerza de roce entre el fluido y los cilindros estara dirigida a lo largo de la
tangente de la superficie del cilindro (), esta serd igual a las tensiones del fluido en el

plano r¢. Por tanto

Para el plano r¢

11



Sustituyendo en la ecuacién de momento

Jv 10v, v
M=9rur? | == 4 221 _ ¥
WMT(8T+T0<,0 7")

De acuerdo a la ecuacién (1.8al)

M = —4mwpub

1.3 Flujo entre cilindros rotatorios considerando
perturbaciones pequenas

A partir de los resultados encontrados anteriormente, podemos considerar las soluciones
(1.8) como soluciones no perturbadas a las que denominaremos Vj y pg desde este punto.

Considerando perturbaciones pequenas del fenémeno, podemos afirmar

V= (Um‘/()—i_vgmvz)
P=po+p

Donde v,;v,; v, son las velocidades en la direcciones radial, azimutal y axial respectiva-
mente, pequenas con respecto a V{ y simétricas azimutalmente; es decir, solo son funciones
der 2yt

A partir de esto, las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos incompresibles

quedan de la forma

Para r

ot +UTE+ r Oy S r

) (éwr ov, (Vo +vy,) 0vy N ov. (Vo + U¢)2> B

+ﬁ8¢2 + 022 72 7“2%

10 (Tﬁvr) 1 0%, 0%, v, 2 0v,

_2( + )+ _
87’p0 2 r Or or

Debido a la simetria de las perturbaciones, todas las derivadas respecto a ¢ se anulan

12



dp Dy Qe Vo' +2Vu, + 0,2\ a( o 10 ( o, +82vr_&
P\t T T r IR AR Sl PP R 922 12

Ademas, es posible obviar los términos de las perturbaciones de segundo orden

ov, ov, o, Vi? Vo 10 [ Uy }

[~ - - — —2— i~ v r T o
ot T or v 0z r e p@r(p0+p) p L1 U

R

ov, ov, ov, Vo  10p n 9 Uy
B U g TR = gt (Ve ] (1.9)

Para ¢

(Vo +v,) oVo+v,)  (Vo+uv,)0(Vo+uv,) 0, OVo+wy)\
P ( ot o or * r Oy * r v 0z B

1 dp 2 (Vo+1v,) = 2 0v,
r@gp—i_ﬂ(vl (Vo + ) 72 +r2 Op

Ignorando los términos de segundo grado de las perturbaciones y las derivadas respecto

a @
v, , v, Ov, 9 10 N (Vo4
A, r r_ (% = - - a_ V - 5
ot ol +v or v 0z P Vlv“p—i_r@'r(ro) r2
La derivada de (rV{') es idénticamente Yo 2, por tanto
8% , ov v, (‘9% W 9 Uy
v, v, == - £ 1.1
ot oot or v dz  p [vl Yo 7"2} (1.10)
Para 2
ov, ov, v, 0v, ov, _1@ B V.2,

ot —erar +7890 —HJZE_ p82+

13



v, ov, 10p v, e
D it L 1.11
Ur or —H]Zaz +paz ot —i_,oVl Vs ( )

La ecuacién de continuidad toma la forma

dp B
E + Vz(puz) =0

Donde V; representa la divergencia en cada direccion y u;, la componente de la veloci-
dad en cada direccién. Como asumimos una densidad constante a% =0; = {r, ¢, 2,1t}
10 10 ov,

;E(TUT) + ;%(Vo + USD) + s =0

ov, v, Ouv,

8r+r+82

—0 (1.12)

Con esto, quedan expresadas cuatro ecuaciones diferenciales que describen el movimiento

del fluido incompresible. Es notable que las ecuaciones ((1.9); ((1.10));(1.11) tienen formas

similares. Estas difieren en términos debido a la solucién estacionaria, que al ser funcién

de r dirigida en la direcciéon ¢ acoplan las velocidades en estas dos direcciones.

14



Capitulo 2

Analisis numeérico

2.1 Discretizacién de regiones

Consideremos una region unidimensional 2. Esta regién puede ser subdividida en N celdas

finitas de longitud dx, tal que
5 b—a
xr =

N

=

Figura 2.1 : Discretizacién en una dimensidn

Donde L = b — a es la longitud de la regién.

Es posible definir la posicién de la celda i a través de la férmula

ri=x9+0xr; N<i<0

Donde z( es la posicién de la celda de referencia. A la region discreta se le denota como

0902.

Estos conceptos se pueden extender a regiones bidimensionales

15



Tig | Ti+1,

Ti—1,4-1

X

Figura 2.2 : Posicién de una celda en una rendija bidimensional

rijk = (2o + 90z, Yo + Jjoy)

y de igual manera, a regiones tridimensionales

rije = (o + 140z, yo + joy, 20 + kdz2)

2.2 Método de la diferencia finita

Es posible solucionar problemas matematicos a través de métodos numéricos. Esto im-
plica digitalizar la informacién para poder ser manejada, lo cual requiere especial cuidado
cuando se manejan cantidades que pertenecen al continuo [z € R"]. Un método para la
discretizaciéon de derivadas es el método de diferencias finitas (FDM por sus siglas en
inglés), este aproxima las derivadas de una ecuacién diferencial haciendo uso de las series
de Taylor.

Consideremos f una funcién continua y diferenciable de x en una region 2. Debido al
teorema de Taylor, podemos realizar una expansion de la funcion alrededor de un punto
o € Q)

h d h? d? h" d"®

f(zo+h) = f(xo) + ﬁ%f(l'o) + E@f(xo) T+t ﬁ@f@o)

16



Considerando la aproximacién hasta la m-ésima derivada se encuentra

2 2 m Jm
f($0+h):f($o)+ﬁif($o)+h_d e d

1 dx 2l da2 m! dgm

f(xo) + -+ ———f(z0) + R (0o

Donde R,, contiene los n — m términos de la aproximacion desde la m-ésima derivada

ala n-ésima (R, (z0) = Yooy 5L f(9)). Resolviendo para j s

dmf = (" d” m!

Definiremos la aproximacion de la derivada discretizada como
oml 2 d
azfizh—m f($0+h)—; (Fﬁ ($0))

El dltimo término se puede considerar pequeno respecto a (%)xo, por tanto

arf m

Para el caso donde m = 1; 29 =«

& _ fleth) — i)
dx h

Para el cual tiende a la definicién de derivada cuando h — 0.

(2.1)

De la ecuacién (2.2)) se puede concluir que para aproximar la derivada m de una funcién

a través de la aproximacién FDM son necesarios al menos m términos.

El error se encuentra comparando la derivada con la aproximacién numérica F,, =

(Z;n—,{) — O f. Sustituyendo las ecuaciones y

m!
Ep =R,
hm
|
Zm n! dzn (20)

m+1

17



El término predominante del error serd entonces

h dm—H
(m + 1)l dam+!

f(z0)

E,, =m!

h dm+l

B = oy gt/ ) (23)

El cual es proporcional a h, esto suele escribirse de la forma

2.2.1 Extension del método de la diferencia finita

Podemos extender el concepto de aproximacién por diferencias finitas realizando aproxi-

maciones de cada término por series de Taylor. Para la derivada n de una funcién f

o f
ox™

=a_;f(r—i0x)+ a1 f(x — (i — 1)dz) + ... + aof(z) + ... + a; f(z + i0x)

Donde 7 € N. Ampliando el primer término en series de Taylor de orden m alrededor

del punto z

flxz —idx) = f(x) + df—(x)(—z'&c) +

d*f(x) (—idz)? - d™ f(z) (—idx)™
dx

dz? 2! o dzm m)

Aplicando esta expansion a los 2i términos (exceptuando el término f(z)), encontramos

m > 271 4+ 1 ecuaciones de la forma

a_if(x)+a_p1f(z)+...+aof(x)+ ... +a;f(x) =0
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a_ioxf (x) +a_j0xf (x) + ... + a;0xf (x) =0

—idx)" —(t—1)0x)" 10x)" "
a_z( o ) f(m(x)+a_i+1%f<n>(x)+...+a,-( n!) f(z) = gx{
0 0 o) a0 oy 0 00 o) < g

Estas ecuaciones tendran solucién si se cumple n < m.

Escribiendo las ecuaciones de forma matricial,

B ] a_; 0
1 1 1
(—1) 0 i 1
) a | = 5o n!
S L | B
- - a; 0

Dado que se utilizan términos en la expansion de Taylor hasta la derivada m-ésima, el

error es proporcional a la potencia m — n de dx

O™ ™)

Esta extension del método de la diferencia finita permite la reduccién del error de las

aproximaciones como potencias del tamano de las celdas.
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2.3 Condiciones de frontera

Considere una ecuacion diferencial bidimensional en la regién €2 con solucién ¢ (z), la cual

cumple las condiciones de frontera

v =f(z,y) (2.4a)
2 ) (2.40)
2
& =) (2.40

Estas condiciones pueden discretizarse a través del método de la diferencia finita. Las

condiciones de frontera quedan de la forma

Vi; =Jij (2.52)
O =g;; i =0;7 = lmas (2.5Db)
ayl/’ :hl’ .] = Oa.] = jmax (25C)

Donde
%’j = ¢(i537> jéy)

Utilizando la extension del método de la diferencia finita

al a;
Zg_ Y(idz, joy) = g;

=0

Separando el término ¢ = 0 de la sumatoria se encuentra

N
agto; + Z aiij = g;ox
i—1

El valor de la funcién discreta debe cumplir la siguiente ecuacién para los puntos )y,
1 N
Yoj = — | gj0x — Z aiti
o i=1
Igualando esta condicién con ((2.5a)
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1/}0 2 (9]533 + aOfO_] Z aﬂ%) (26)

=1

Para ¢ = 4,40

imaz -1

2. 90 + Ao finnaej — Z a;ij

tmaz i=imaz—(N+1)

wimuz]' =

De manera andloga para las condiciones de frontera (5¢)

1/]2‘0 2b (h 5y + bszO - Z b]”vbz]) (27)

7j=1

En el punto i = j = 0, se deben cumplir las condiciones (2.6) y (2.7)), por tanto
1 N
oo = 470 (905$ + ag foo — 121 aﬂ/fzo) <ho5y + bofoo — Z bj%g)
Esta ecuacién es vélida para los puntos (0, 0); (0, jmaz); (imazs 0); (imazs Jmaz)

al a;
25_ Y(idz, joy) = g,

=0

Separando el término i = N de la sumatoria, se encuentra

N-1

an¥n; + Z aiij = g;0
=0

) N-1
Unj = . (9j5$ - Z az‘%j)

=0

Sumando ¥g; — fo; =0

N-1
1
Unj = an <9j5$ - Z aiwij> + %oj — foj
i=0

Sustituyendo en 924, = SN b, /0>
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iy ) b b
i g N N
Otbo; = 5ot anoa? ( ' Za%) o 522 ~ gazlv

=0
N-1
bN wz g; fO’
20h0: = N J i _ J0
axw(]] ;(bl aN al) Sx2 1?03 + bN( 51, 51’2)

2.4 Flujo estacionario entre cilindros rotatorios

Adoptaremos la notacion v,(jx,») = v, para términos pertenecientes a la celda; vy (i+1,j+1,k+1,n)
- +1 P
para celdas adyacentes a la celda principal; y v,(a" ) para términos futuros o pasados de la

celda. Aqui 4, j, k se refiere a la coordenada r, o, z respectivamente.

Aplicando las aproximaciones de derivada de la seccién ([2.2.1]) en las ecuaciones (|1.8])

se obtiene

Pi+1 — Pi—1 VEQ
s :p_

20r r;
Via=2Vi+ Vi 1Via—Viyw
- a—
or? +7"Z- 20r + T;2
Despejando para la celda 7, tenemos
Vi
pi =2p =N Or + Piy2
7"%57“ ri2 4 rir
—Vit———+Vi-Viyi———5=0
15 2 4 2r;2 ’ or2 4 2r2

Estos sistemas de ecuaciones pueden convertirse en las ecuaciones
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1 0 0 0 Vo Vr1
hmms 1 a0 0 |
| _ (2.8)
ri2—r;0r ri24r;0r :

O e e O _67'24»21”1'2 _57‘21—27“12 . 0
0 0 0 1 ‘/imax VR2
1o 0 - 0 ol w Ve
1 0 1 0 0 :

0 0 1 0 1
Via?
_0 o --- 0 O 1_ | Pimaz | _§—2_

Donde Vg v Vgo son las condiciones de frontera.
Esto produce un problema debido a que la matriz de la ecuacion ([2.9) no es invertible.
Es posible sortear estos problemas aplicando aproximaciones dindamicas a lo largo de la

rendija. Para una diferencia de 5 términos

g _ Z aifi
or — 120r
Donde las constantes a; estdn dadas por las ecuaciones discutidas en la seccién 2.2.1]

Puede aplicarse dependiendo de la posicion de la celda. Por ejemplo

of . a; fi -
5—21257" Parai =0

3

of bi fi o
5 = Z_l 1261 Parai =1

7

of = cifi
a_ P 2<1 < .maz -2
or 2_:2 1207 res=r=1

Debe notarse que esto es aplicable para n celdas, siempre que se cumpla 17 < 4,,4z.
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Todo esto puede extenderse para lograr una mayor precision con intervalos mas grandes.
A continuacién aplicaremos la aproximacion extendida a una celda sobre la ecuacién ((1.8a)).

Las derivadas espaciales quedan de la forma

Parai =0
dp - Yo+
_ ~ Vogiti
{87“} - pZaZH Titl
i 1=0
a; = —25; a;41 = 48; aj42 = —36; a;43 = 16; a;44 = =3
Parai=1

dp : Vo(in)
{GTL a plzz_l it Titl
a;—1 — —3, a; = —10, ;11 = 187 A;19 = —6, Aj13 = 1,

Para 2 <4 <00 — 2

ai2=1; a;-1 = =8 a; =0; a;41 = 8; a2 = —1;

Esta aproximacion es especialmente til para situaciones donde se desconocen las condi-
ciones de frontera del sistema. A partir de este punto, se referira a las aproximaciones
discretas de las derivadas espaciales por el simbolo 0,,, donde x; hace referencia a la di-
reccién de la derivada. Esto se puede aplicar a la ecuacién (|1.8bf). Para las diferencias

centrales (2 < i < iyqe — 2)

o= Viga +16Viy; — 30V + 16Viq — Vioy .

T
12072
Viga = 8Vip1 +8Vi1 — Vi B
i 1267 —Vi=0

24



Reagrupando,

v ror — r2 R r2 — 8ror N
2\ 12672 + 3072 H\ 12672 1 3072
1672 + 8rdr r2 4+ ror
Vit | —Viee (55— ) = Vi
Vi (125r2 + 30r2> ? (125r2 + 307’2)

Estos sistemas de ecuaciones pueden utilizarse para generar matrices similares a las

mostradas anteriormente.

2.5 Flujo entre cilindros rotatorios

Aplicando las aproximaciones de la seccién ([2.2.1]), el operador de Laplace cilindrico queda
de la forma
2 2 1 L 2
Vif=O f+-0.f+50,f+0.f
r r

Debido a que las perturbaciones del problema son azimutalmente simétricas, este ope-

rador puede reducirse a

1
Lif = 02f + ;arf+az2f

Donde L;; sera el operador de Laplace discreto para la celda ikj. Las condiciones de

frontera quedan de la forma

Ur(ijk) = 0
Utp(ijk) =0 Para ¢ = 0, 1= imax (210)
Vz(ijk) = 0

Aplicando la discretizacién de derivadas temporales explicitas a las ecuaciones ((1.9)),

(L.10), (L.11), (1.12) quedan de la forma.

Ecuacion ((1.9) con derivada temporal discreta

o —w, 1op  p

ot r? pdr p



ot ot
vt = (1 — = + vtV % ) v, + 25tﬁv¢, - —@
r2 r p or

T

Ecuacion (|1.10)) con derivada temporal discreta

BTt g, - ]y
P ©

ot
US(DWFI) = (1 —v— + V&Vf) v, — OtVyu,
T

Ecuacion (|1.11)) con derivada temporal discreta

Vans) —V: 10 Horg.2
ot Op

() — (1 4 15¢7,2) 0, — 2P

v (1+v6tVi?) v >

Estas se pueden resumir en una ecuaciéon matricial

n+1

Uy Uy % % A C 0
Vg =Te | v, | — 0 ;i Te=|D A 0
v, U, % % 0 0 B

Donde T, es la matriz de evolucién explicita; A = (1 - Vf—é + V5tV12); B = (1 + 1/5tV12);
C = 26t2; D = 6tV.
Utilizaremos la ecuacién de continuidad para encontrar una relacién entre los campos

de velocidad y la presion

0
(TU£n+1)) + &v£n+1) -0

19
ror

Los términos de v correspondientes al tiempo n se anularan idénticamente a la ecuacion

de continuidad. Queda la expresion
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10 ot 10p Vo 9 0 9 10p
—_— —1) — _—— 2— R _—— —
o (r{ yr2vr+( p8r+ rvw%—uvl vr> (575})%—57582 (I/Vl U, P 0

10 Uy Vo ) 0 ) 1[10 ([ op 0%p
- Y 90 “ N B (et vr
ror (7" { V7"2 + r Ve + ¥V UT]) + V@z (Vl Uz) p L‘ or (rﬁr + 0%z

10 Uy Vo 510 0 v o (v 1,
—a_ — Vs 2— - a_ r a \Uz - a_ (_> = -
(r { vyt vw}) + vV, Lar(rv ) + az(v )} + Vi%(p)
El término dentro del operador de Laplace se anula debido a la ecuacién de continuidad

L2 (i) 2

ﬁ) _ 1V12(p)

r

20 1

== (Vou,) = —=V,?

r 87"< 0 90) P 1 (p)

Discretizando las derivadas espaciales, obtenemos el siguiente grupo de ecuaciones

explicitas

n+1
vy vy %d,p
vy =Te|wv, | = | © (2.11)
(0 (% %azp

2 1

0 (Vovy) = ;Lik(p) (2.12)
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Capitulo 3

Resultados numéricos

Se aplicé el método de las diferencias finitas para una malla moévil de 5 puntos con el fin
de analizar las soluciones estacionarias y perturbadas del sistema de cilindros coaxiales.
El fluido simulado tuvo las caracteristicas fisicas de la glicerina (p = 1261kg/m?; u =
1,412Pa - s). Los datos recopilados son producto de programas escritos en el lenguaje
Python, versién 3.7.9. Los libretos se encuentran disponibles en https://github.com/
AlegrettiOwl/FDM.git. Los programas fueron ejecutados en una computadora Toshiba

Satellite L755-S5152 B960 con procesador Intel®) Pentium(®) B960 2.2 GHz.
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3.1 Soluciones estacionarias

Se hace uso del método numérico con una resolucion de N = 100, sobre la ecuacion para
el sistema estacionario. Esto con el fin de comparar los resultados del método numérico
con los valores exactos. Debido a la simetria axial y azimutal de las ecuaciones, solo es

necesario encontrar la soluciéon en una linea dirigida en la direccién 7.

El sistema simulado tiene las siguientes propiedades fisicas:

Ry =02m; Ry =0.8m; wy = 1.5rad/s; wy = —0.8rad/s

0.2 1

0.1+

0.0 1

—0.14

—0.2 1

Velocidad (m/s)

—0.34

—0.4 4

—0.54

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
r(m)

Figura 3.1 : Solucién numérica a la ecuacion diferencial estacionaria (Azul) y solucion
analitica (Rojo) con valores iniciales V(R1) = 0.30m/s; V(R2) = —0.64m/s

Dada la cercania de los datos, se presenta la diferencia entre las soluciones
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le-5

1.0

0.8 1

0.6 1

Velocidad (m/s)
o
>

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
r(m)
Figura 3.2 : Diferencia entre soluciones numérica y analitica con valores de iniciales V(Ry) =

0.30m/s; V(Rg) = —0.64m/s

Es posible extrapolar esta solucién al resto del dominio.

90°

=
W

‘ ol
A o
ntfHHHIH”I“

rn!ﬁ”“”
///

~ &

”, 4://

i“]iii[TlHru-u...

270°

Figura 3.3 : Mapa de velocidades en el plano % con valores de iniciales V(R1) = 0.30m/s;
V(R2) = —0.64m/s

Debido a las condiciones de frontera V(Ry) = Ryjwy; V(R2) = Raws, siempre que los

cilindros giren en sentidos opuestos, se puede afirmar que existe un punto del flujo con
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velocidad V =0
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De manera similar, se encuentran las soluciones de la presién y la diferencia entre

_ p(r)

ellas. Debido a que carecen de condiciones iniciales de la presion, solo es posible analizar

Pmazx

la presién relativa respecto al punto de mayor presién de la forma pg(r)

1.0~

0.8 1

Presion relativa

0.2

0.0 A
. 0.7 0.8 0.9 1.0

0.3 0.4

Figura 3.4 : Presion relativa en la direccion # con valores de iniciales V(R1) = 0.30m/s;

V(R2) = —0.64m/s

le-5
1.0 1 //—-\\
/ \\
Il \\
0.8 - / AN
1 N
1 N
[ 1 AN
z / .
© 0.6 A ] AN
v / N
c 1 N
Ke] 1 AN
go4l |
o 1 \\
1 \\
024 | AN
:
I S~
0.0 1 S~
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
r (m)

= —0.64m/s

Figura 3.5 : Diferencia entre soluciones de presion relativa en la direccion 7 con valores de

iniciales V(R1) = 0.30m/s; V(R2)
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90°
1.0

0.8

0.6

180°

0.4

0.2

0.0

270°

Figura 3.6 : Mapa de presion relativa con wvalores iniciales V(R1) = 0.30m/s; V(R2) =
—0.64m/s

Cabe notar que las diferencias entre las soluciones; es decir, el error entre la soluciones

numéricas se encuentra en el orden de magnitud 1075 predicho en la seccién m

3.2 Solucién de las ecuaciones perturbadas

Se estudié el sistema simulado haciendo variaciones a los nimeros de Reynolds de los
cilindros en rotacién Rer(wy); Reg(wg) a través de cambios en rapidez angular de los
mismos, donde los subindices I; E refieren al cilindro interno y externo respectivamente.

Los cilindros poseen las siguientes propiedades fisicas

El programa utiliza una longitud de malla por direccién de:

[\

™

—; N =42
N?

L
NPT
Se realizd una comparacion entre las soluciones estacionarias y las soluciones pertur-
badas para categorizar si las velocidades producen un efecto notable en el comportamiento
del fluido, esto se realiza a través de la condicién V%OVO > 0.05. Se logré caracterizar tres

tipos de comportamientos dependientes de las condiciones iniciales del sistema.
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3.2.1 Regién de Couette o estacionaria

En esta region, las perturbaciones son atenuadas o su amplitud no cumple con la condicién

% > 0.05. Esto implica que el comportamiento esta gobernado principalmente por las

ecuaciones estacionarias ([5.1)). Las simulaciones de estos casos carecen de estructuras o

presentan estructuras de transicién.

0.7 0.8 0.9 1.0

t=0.781s Re_i = 102.9817
V/VO = 1.000 vV_Z Re e = 101.9519

0.7 0.8 0.9 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 3.7 : Sin estructura. Mapas de presiones y velocidades en el plano ¢ superpuestos
(izquierda); mapa de velocidades en la direccion # (superior derecha); mapa de velocidades en la
direccion z (inferior derecha) para el sistema con condiciones Rer = 102,98 Rep = 101,95
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0.7 0.8 0.9 1.0

t=0.798s Re_i = 308.9450
wvo=1000 V2 Re e = 410.8969
1
0
-1
0.7 0.8 0.9 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 3.8 : Estructura de transicion. Mapas de presiones y velocidades en el plano ¢ super-
puestos (izquierda); mapa de velocidades en la direccion © (derecha arriba); mapa de velocidades
en la direccion Z (derecha abajo) para el sistema con condiciones Rer = 308,95 Rep = 410,90

Este comportamiento ocurre en la regién

ReEN1

Re; < Reg; Regp > 0; — =~
Rel

3.2.2 Vértices de Taylor

En estas instancias las perturbaciones alcanzan, y usualmente superan, la condicion V‘_/OV >
0.05. Las perturbaciones de las ecuaciones producen estructuras periédicas con forma cir-
cular en el plano perpendicular a la direccion ¢ que, al extrapolar debido a la simetria

axial del sistema, tienen forma tridimensional toroidal.
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0.7 0.8 0.9 1.0

t=0.764s Re_i = 617.8900
VIVO = 1.162 v_2 Re e = 483.4989

0.7 0.8 0.9 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 3.9 : Virtices de Taylor, t=0,448. Mapas de presiones y velocidades superpuestos
en el plano ¢ (izquierda); mapa de velocidades en la direccion 7 (superior derecha); mapa de

velocidades en la direccion Z (inferior derecha) para el sistema con condiciones Rey = 617,89
Rep = 483,50
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3.2.3 Vortices moviles

Se encontré una inica instancia de regiones de alta vorticidad que se movian en la direccion

Z positiva con las condiciones Rey = 205,96; Rep = 123, 89.

v_r

0.8

0.6

0.4

0.2

0.7 0.8 0.9 1.0

Re i = 205.9633
t=1.590s -
v_Z Re e = 123.8869

0.0

_0'6 E

—0.8 -
0.7 0.8 0.9 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 3.10 : Vdrtices mdviles, t = 1,590s. Mapas de presiones y velocidades superpuestos
en el plano ¢ (izquierda); mapa de velocidades en la direccion 7 (superior derecha); mapa de
velocidades en la direccion z (inferior derecha) para el sistema con condiciones Rer = 205,96
Rep = 123,89
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0.8

0.6

0.4

0.2

0.7 0.8 0.9 1.0

Re i = 205.9633
t=2.419s -
V_Z Re e = 123.8869

0.0

-0.8
0.7 0.8 0.9 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 3.11 : Vdrtices mdviles, t = 2,419s. Mapas de presiones y velocidades superpuestos
en el plano ¢ (izquierda); mapa de velocidades en la direccion 7 (superior derecha); mapa de
velocidades en la direccion % (inferior derecha) para el sistema con condiciones Rey = 205,96
Rep = 123,89

3.2.4 Mapa de regimenes

Se tomaron medidas haciendo variaciones del nimero de Reynolds del cilindro interior
y manteniendo el nimero de Reynolds del cilindro exterior con el fin de encontrar las

fronteras entre los tipos de comportamiento encontrados.

La toma de datos se realizé utilizando un algoritmo de mapeo, donde n se refiere al
nimero de iteracién del proceso de toma de datos, para la primera iteraciéon n = 1. Para

cada simulacién se evalué el tipo de comportamiento y se compara con la instancia n — 1

e De encontrarse comportamientos de diferentes tipos, se procedié a tomar el punto

. Rei n —Rei n—
medio Re;(, 1) = — =4
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e En caso de encontrarse el mismo tipo de estado en ambos puntos se realizdo una

medicion tal que Rej41) = 2Re;mn).

Para cada caso se repitié este procedimiento con el objetivo de encontrar la frontera

entre posibles estados.

Estos datos se recopilan en un mapa de los datos utilizando los niimeros de Reynolds

como parametros.

1200

=
5] 1000
= w
% I%I/ﬁ .
= .
o won H Efe & & o
-g I/.\:
= | ] Hje & o
O .
v m * o e
- 600 /h
o
= " Em . .
)
o
[al] 400 LN | L ]
=} .
: : :
= | ]
n_n
3 )
= 200 =‘,/_-.”'

N :
. :\:\?:ﬁ .

-400 -200 0 200 400 600 200 1000 1200

Numero de Reynolds (cilindro exterior)

Figura 3.12 : Mapa de regimenes de flujo entre dos cilindros coaziales rotatorios. Regidn
estacionaria (Rojo); Vortices de Taylor (Azul)
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Capitulo 4

Conclusiones y recomendaciones

4.1 Conclusiones

Se ha desarrollado un programa para la simulacién del sistema de cilindros estacionarios.
El programa permite la caracterizacién de, al menos, dos tipos de flujo y la ubicacién
de las fronteras entre ellos. La forma de los campos obtenidos son comparables con las

resultados experimentales encontrados en la literatura [1].

Las simulaciones apuntan a que la ruptura del flujo laminar no es exclusiva de la
regién de vortices de Taylor; estas pueden presentarse, en menor magnitud, en la regién

de Couette.

Los limites entre comportamiento apuntan a que la produccién de vortices de Taylor
depende no solo de la magnitud de la velocidad de rotacion de los cilindros, sino también
del sentido de rotacion. En la figura 3.12 se puede apreciar una diferencia de inclinacién

en la frontera entre comportamientos.

En los casos donde Re; > 0; Reg > 0; g:; ~ 1, el sistema mantiene una simetria axial
y azimutal; sin embargo, para los casos donde Re; > 0; Rer < 0 la frontera se encuentra

en la linea Re;y = —Reg.

Se encontré una instancia donde el sistema genera vértices méviles. Estos vortices se

mueven en direccién axial con una rapidez de v = 0.4221m/s. Este fenémeno no esta
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descrito en la literatura, por lo cual es preciso realizar més investigacion experimental a

su alrededor antes de ser descartado como una estructura de transicién entre regiones.

4.2 Recomendaciones

Es posible implementar el método extendido de la diferencia finita para derivadas tempo-
rales, lo cual afectard la precision y estabilidad de los resultados numéricos. La utilizacion
de mas puntos en la malla para el calculo de derivadas espaciales también puede afectar

la estabilidad de las soluciones de forma positiva.

Puede importarse este programa a una computadora de alto rendimiento para realizar

simulaciones con mayor resolucién.

El estudio de la ecuacién sin simetria azimutal puede llevar a la caracterizacién de

otros tipos de flujo en el fenémeno.
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Capitulo 5

Anexos

5.1 Resolucion de la ecuacion estacionaria

Suponemos V' como una serie de potencias V = ZZ‘LO anr",

correspondiente a la potencia n-ésima.

Sustituyendo en la ecuacién (1.7b))

(o)
E nn—lan"2+ E na,r’”
n=0 =

Agrupando bajo los simbolos de sumatoria

42

donde a,, es el coeficiente

oo

1

2 Z a,r" =0
n=0



Esto implica

n ==l

Por tanto, la solucion a la ecuacion tiene la forma

b

5.2 Constantes de las ecuaciones estacionarias

Podemos conseguir las constantes a las funciones (|1.8)) haciendo uso de las condiciones de

frontera del sistema. En las paredes de los cilindros la velocidad del fluido debe ser Ryw;

y Rows respectivamente. Por tanto

V(Rl):lel
Ri+ L —R
aliy R = 1wy

1

CLR12 + b= R12w1
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Anélogamente para V(Rs) = 0.

CLR22 + b= R22w2

Resolviendo el sistema de ecuaciones, encontramos

R? — Ry?
1 a)g/wl
b= R,?
LN TR 2R,

5.3 Calculo de gradientes en dos dimensiones Matriz-
Vector

Debido a la discretizacion de los datos utilizados para los calculos de las ecuaciones difer-
enciales, podemos transformar la matriz de soluciones (n x m) en un vector de largo
(n-m)

La matriz de soluciones tendré la forma

Qoo Qo1 Qg2 **+  Qon

alo “ .. DY .. aln

Amo Am1 Am2 - Qmp
L 4 nXxm

Debido a la finitud de los elementos de la matriz, estos pueden ser identificados en un

vector de largo n - m donde cada elemento estara identificado por

A(itjn) = Q(j+im) = Qij

Donde i es la fila y j la columna donde se encuentra el elemento en la matriz de
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solucidn.

Esto permite transformar el sistema de ecuaciones tridimensional en una matriz cuadrada
de largo (n - m) y solucionar el sistema de ecuaciones bidimensional con los métodos de

resolucién de matrices cuadradas de Cramer.

5.4 Relacién de conmutacién de los operadores V?f;

r@r (Tf)

v =2

ror r

10, 0f. O*f
r@r( 3r>+822 )

10 9 10% 0Of 10, 0*f
_E(Tvl f)= 87’2( E) + r@r( 822)
10 Pf  20°f Pf 10%f
ror Vi f) or3 " ror2 | 0roz2 ' r 022

v L] = v 5+ ]

1

2o ar {8r T2 or

0 9% [0
f+f}) 822{ fﬂ}

_ P a2f

1{ﬁ+ 8(f)]+ O’f 1%

orz " or'r 0220r | 1022

or3 r20r ror: r2or ror: r2o0r 3 0220r r0z?

3 2 2 3 2
vlz[gg(r)} Pf 105 10 10f 3f 10 10F [ 0 10

10 COf 20f 19f f  Pf 10°f
v {;W”] o Trar  vor e o T ron
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