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RESUMEN

Con el objetivo de dar relevancia a la teoria del “algebra lineal” y sus aplicaciones, en la
ingenieria biomédica, el siguiente trabajo documental expone una recopilacion de
elementos de esta teoria presentes en algunos estudios contemporaneos sobre equipos
biomédicos. La importancia de esta indagacion es fundamentar que la teoria en mencién
es necesaria para el soporte y funcionamiento de los equipos biomédicos que se utilizan,
estudian e investigan en la actualidad. Es por ello, que se muestran elementos importantes
del “algebra lineal” utilizando el cédigo R y lenguaje de programacioén estadistico; el cual,
es capaz de realizar multiples capacidades algoritmicas. Esto es posible por los elementos
de la teoria de vectores y matrices que la teoria del “algebra lineal” facilita a programas
importantes como: el perceptron y aprendizaje de maquina vectorial, la funcion
clasificadora, matrices, los espacios vectoriales duales, transformaciones lineales y las
funciones clasificadoras. Todos estos programas son necesarios para la planificacién y
aprendizaje de las maquinas investigadas; las cuales se utilizan en la actualidad por los
especialistas de la salud, con la finalidad de mejorar sus servicios. Se resaltan
investigaciones de equipos en los que el “algebra lineal” aporta diagnosticos de tejidos
cancerigenos. En la cirugia, el uso de la robdtica para controlar la velocidad de la sangre
con el uso de nanorobots. El robot Origami que utiliza geometria vectorial para el
movimiento y configuracion utilizando el pivote vectorial. Lo anterior, evidencia que son
muchas las aplicaciones del “algebra lineal” en la biomédica, las cuales se pueden retomar

para futuras investigaciones.

Palabras Claves: espacio vectorial, hiperespacios, matrices, funciéon clasificadora,

codigo R.



ABSTRACT

With the aim of giving relevance to the theory of "linear algebra" and its applications in
biomedical engineering, the following documentary work presents a compilation of elements
of this theory present in some contemporary studies on biomedical equipment. The
importance of this research is to establish that the theory mentioned is necessary for the
support and operation of the biomedical equipment that is currently used, studied and
investigated. Therefore, important elements of "linear algebra" are shown using the R code
and statistical programming language, which is capable of performing multiple algorithmic
capabilities. This is made possible by the elements of vector and matrix theory that the
theory of "linear algebra" facilitates important programs such as: the perceptron and vector
machine learning, the classifier function, matrices, dual vector spaces, linear
transformations and classifier functions. All these programs are necessary for the planning
and learning of the machines investigated, which are currently used by health specialists in
order to improve their services. Research on equipment in which "linear algebra" provides
diagnoses of cancerous tissues is highlighted. In surgery, the use of robotics to control blood
velocity with the use of nanorobots. The Origami robot that uses vector geometry for
movement and configuration using the vector pivot. The above shows that there are many

applications of "linear algebra" in biomedicine, which can be taken up for future research.

Keywords: vector space, hyperspaces, matrices, classifier function, R code.



INDICE

DEDICATORIA .ottt ettt e e e e ettt e e e e st e e e e ansae e e e e ssaeeeeansteeeeeansnaeeeaannseeens i
AGRADECIMIENTO ...ttt ettt et e e et e e e et e e e et a e e e nba e e e e ansaaeeeaannneeas i
RESUMEN ...ttt e e e sttt e e e sttt e e e bbbt e e e e bt e e e e s snbbe e e e annneeas 1
Y = 1S T ¥ 2 SR 2
INTRODUGCCION ..ottt sttt 9
CAPITULO 1. ASPectos PreliMiNares ...........cococeoeeeieeeeeeeeeeeeeeee e 11
1.1. ObJetiVO GENEIAL.....cceeiiei et 12

1.1.1. Objetivos ESPeCifiCOS ........ccoiiiiiiiiiiiiiic e 12

1.2, JUSHIfICACION ... 12

22 T [ 1] o o 1 7= [ F- T 12

12,2, APOME e a e e e 13

1.2.3. AlCANCE ... 13

1.2.4. LIMItACIONES ...ceiiiie et 13

1.2.5. PrOYECCIONES ...ttt 13

CAPITULO 2. Fundamentacion del Algebra Lineal y Empleo de Sistemas Algebraicos

Computacionales y Algoritmos: COAIgO R........ccooiiiiiiiiiiiiiiieee e 21
2.1. Aspectos Esenciales de la Teoria del Algebra Lineal............c.ccccceueee....... 21
N I B =T (o] = T TP 21
2.1.2. Propiedades entre Vectores .........cccccvvvee i 22
2.2, MAIMCES cooei et aa e e 23
2.3. Concepto de Espacios Vectoriales ........ccccceeeiiiiiiiiiiieiiec e 24
2.3.1. Subespacios VECIOral ...........coooieiiiiiiiie e 27
2.3.2. Geometria de VECIOreS ........ccuveiiiiiiiiie e 28
2.4. Combinacion Lineal ... 30
2.5. Vector Linealmente Dependiente e Independiente............c.cccceeeviiieenne 30
2.6. Espacio Vectorial de Dimensidn Finita...........ccccccciiviiiiiiiiiiienns 32
2.7. Nociones de DIMENSION .......coiveiiiiiiiiiiiiee e e e 32
2.7.1. EXistencia de BasES ........ccuvveiiiiiiiiiiiiiice e 32
2.7.2. Propiedades de las Bases y la DIimension...........cccccccvvvvnennninnnnnnnnns 32
2.7.3. Dimensidn de un SubeSPACIO..........uuvviieeiiiiiciiiiiiiee e 33
2.8. Nociones de DiagonizacCion ...............uuuruiuiuieimimnmnnrerniniernernrn————.. 34
2.9. Nociones de Transformaciones Lineales............cccccvviiieeiiiiiiiieiiiiienene 34
2.9.1. Representacion de Transformaciones por Matrices........................ 36
2.9.2. Transpuesta de una Transformacion Lineal..............ccccccccininnnnnnnn. 37



2.10. Nociones de FUNCION LiNeal........cooeeieeeeeeeeee e 39

2.10.1. El Espacio de Funciones de un Conjunto en un Cuerpo............. 40
2.10.2. El Espacio de las Funciones Polinomios sobre el Cuerpo F........ 41

2.11. Nociones de Espacios Duales...........cccccoviiiiiiiiiiiiiicniie e 41
D20 g R < o Y- To [ TN 9 11 - | 42
2.12. Nociones de Producto Punto o Escalar..........ccccccevvveeiiiiiciiiiinee e 43
2.12.1. Propiedades del Producto Punto..........ccccvvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinns 44
2.12.2. Expresién del Producto Escalar ... 44
2023, SIGNO .ttt 46
2.12.4. Espacio de Producto INterno .........cccccvvvviiininiiiiininiiiiienninennnnnnnnnn. 46
2.12.4.1. Propiedades ........cccccoeiiiiiiiieiiee e 47

2.12.5. Nociones de la Forma Cuadratica ..........ccccccceveiiiiiiiiiiee e 48
2.13. Vector Ortogonal..........eeii it 51
2.14. Caodigo R en el Lenguaje de Programacioén Estadistico............ccccceeeeeen. 52
2141, 5 QUE €S Rt 52
2.14.2.L0S DatOS ¥ SUS TIPOS ...eeiiiiiiiiieiiiiiie et 53
2.14.3. LoS Datos NUMEIICOS ......ccoveeiiiiiiiiiiiieiee et 53

A U Y L= Yo1 (o ] (- TP EERPR 56

2.14.4.1. Creacion de Vectores a partir de Archivos de Texto - la
FUNCION SCaN.....uuiii e 57

2.14.4.2. Creacion de Vectores a partir de Secuencias y otros

PatronNes .......ooiiiiiiii e 58

2.14.4.3. Acceso a los Elementos Individuales de un Vector........... 59

2.14.4.4. Operaciones Sencillas con Vectores ..........c.ccccovvvvvvvnnennn. 61

N U T |V = |14 SRR 61

2.14.5.1. Data Frames.......ccccccceiiiiiii 62

2.14.5.2. Matrices Y Data Frames.........cccccccceiiiiii e 63
2.14.6. Funciones de Clasificacion, Transformacion y Agregacion de

= 1 1= 64

2.14.6.1. MOdulo 0 Magnitud..........coocueereiiiiiieeiiiiee e 65

2.14.6.2. La Media@.......ocooiiuiiieeiiiiiie et 66

2.14.6.3. La Funcion accumulate = TRUE ......cccccceeeiviviiiiiieniaeeenan, 66

2.14.6.4. Operaciones Marginales en Matrices y la Funcion
APPLY e 67
2.14.6.5. Estructura Formal de una Funcion............cccooecvviieeiiinnnne 69



2.14.6.6. Revision de los Argumentos de una Funcién .................... 69

2.14.6.7. Reglas de Alcance...........ccccccieiiii 71

2.14.6.8. Grafico de la FUNCION...........ccoccciiiiiiiiee e, 74

2.14.6.8.1.La funcién mas Basica de Graficacion: plot...... 74

CAPITULO 3. Implementacién del Algebra Lineal en la Funcién Clasificadora................. 78

3.1. Fundamentos Tedricos del Analisis de Componentes Principales
(PCA) con implementacién de Cadigo R (lenguaje de programacion

EStAAISTICO) ..eiiiiiiii e 78
3.2. Base Matematica de PC..........coooiiiiiiiie et 79
3.3. Elementos del Algebra Lineal en la Funcién Clasificadora.................. 79
3.4. Hiperplanos Separados........c.cccoeiuiiiiiiiiei it 88
3.5. El Perceptrén: Generalidades...........eevvieeiiiiiiiiiiiiieee e 90

3.5.1. Regla de Activacion del Perceptron ...........ccocoeveeeeeiiicciiiieeeee e 91

3.5.2. El Perceptron de Rosenblatt ... 92

3.5.2.1. Algoritmo de Aprendizaje............coccueveeiiiiiieiiiieee e 92

3.5.3. Nociones Separabilidad Lineal .............cccccoeeeiiiiiiiiiieee e, 94
3.5.3.1. Teorema de Convergencia de la Regla de Aprendizaje

del Perceptron .......ccccccvvvvveiiieeeeeeeeeeeeeee e 95

3.5.3.2. El Perceptrén en Variables Duales ............ccooccceeeneens 102

3.5.4. Nociones de Hiperplanos Separados Optimos .............c.ccccu....... 114
3.5.5. Implementacién del algoritmo de Aprendizaje del Perceptrén

...................................................................................................... 114

3.5.5.1. Diagrama de ConteXto .........ccceeeviiiiiiiiiiiie e 114

3.6. Especificacion de 1a FUNCION...........cccccccooiiiiiiiiiieeeccccec e 115

0 T TR I = = Tod o v A o L Y 115

B.B8.2. {INUATIANEC  c....vvveeii et e e 115

3.6.3. {POStCONAICION  ...eveeeiiiii et 116

3.6.4. Macroalgoritmo..........ccceeeii i 116
3.7. Implementacion en Lenguaje C........cccooiiiiiiiiiieiiee e 117

CAPITULO 4. Aplicaciones a través de Estudios e Investigaciones que el Algebra Lineal
ha Aportado e Importado en la Ingenieria Biomédica. ................ccccco 119

4.1. Investigacién que emplea técnicas 6pticas no invasivas que
permiten diagnosticar lesiones y extraer parametros opticos en



tejidos DIOIOGICOS. .. .. 119
4.2. El Diagnéstico del Autismo a través del ADOS-G .......cccceeeeeeviiiniiienennn. 131
4.3. Estimacion de la Velocidad de la Sangre basada en un Observador
Optimo para la Navegacién Magnética de Nanorobots......................... 136
4.3.1. Formulacién del Problema sobre la Navegacion de Nanobots en

Vas0S SANQUINEOS ........uuivieiiiiie et 137

4 4. Disefio del Control de Realimentacion............cccccovuvvviiiiiiiei i, 140

4.4.1. Disefio de Control Adaptativo en Modo Deslizante ......................... 140

4.4.2. Calculo de la Velocidad de los Nanorobots ...........ccccccceevvviivnnen.n. 141

4.4 3. Disefio del Observador de la Velocidad de la Sangre .................... 141
CONCLUSIONES ... ..ottt ettt e e et e e e et e e e e asa e e e e aasaeeaeessaaeaeesnsneeeaans 146
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.........coovetiieeeeeeeeee et etee e en st en st en s, 149
BIBLIOGRAFIA.......ooeeie oottt ettt es et en sttt en st s eten e e e, 150



iNDICE DE FIGURAS

PAGINA
Figura 1. Diagonal de paralelogramos R3 ...........c.ccooiuiiiiiiiiieeeiiieee e 29
Figura 2. Definicion de 18 FUNCION. .............cc.coiiiiiuiiiiiiiiiic e 69
Figura 3. Tipos de simbolos en el interior de una funcion. ...................cccccecvvveeeeeeeeeeccnnne, 72
Figura 4. Jerarquia en los ambientes de 1as funCiones ...............cccccouieeeiiiiiieee i 73
Figura 5. Comparacién de dos métodos de ajuste de la curva de densidad de
JoJge] o= o /T = Lo = XS 75
Figura 6. Un sencillo grafico de diSPersiOn ...t 76
Figura 7. El algoritmo PCA se transforma del espacio de caracteristicas antiguo al nuevo
para eliminar la correlacion de caracteriStiCas. .............vueeiiiiciiiiiieie et 79
Figura 8. Grafico de pares para el conjunto de datos de iris en el espacio de
caracteristicas Original. ..., 83
Figura 9. Grafico de pares para el conjunto de datos de iris en el espacio PCA............... 84
Figura 10. Abstraccion del proceso de aprendizaje de maquina. ................ccccceovcveniennne. 84
Figura 11. Elementos vectoriales del RIperplano ...............ccccccvviiuiuiiiininiiinennns 89
Figura 12. Hiperplanos separados con diferente vector directo. ..............cccccccveiiieiinnnnnne 90
Figura 13. Esquema general de Un Perceptron ...........cccccueeeiiiccciieieiiee e e e 90
Figura 14. FUNCION DB, BO..........unueeeeniiiieii s sasasnsasasasnsnsnsnsnnnnns 94
Figura 15. Hiperplano SeParador ... e 95
Figura 16. Varios hiperplanos Separados ...........cccccouiccuieeiiiiee i 104
Figura 17. Distancia minima M de las muestras al hiperplano .................cccccoccovviinnnann, 105
Figura 18. Margen del RIPerplano ................ccoouueiiiiiiiiii et 106
Figura 19. Hiperplano separador 6ptimo con el margen méaximo de separacion entre las
QOS CIASES. ...ttt e e e a e e e e e e e et aeeaans 109
Figura 20. Muestras de entrenami@nto. ................ccooceiiiiiiiiiiiiee e 110
Figura 21. Hiperplano calculado que separa las muestras de entrenamiento. ................ 114
Figura 22. Muestra en software de la funcion perceptron ............cccocccveeeiiicccciinenenaennnnn, 117
Figura 23. Microalgoritmo (en variables duales)..............ccccccccooiiciiiiieiiie e 118
Figura 24. Esquema del montaje experimental para obtener los espectros de reflexion
L0 T PR SSPRERRR 122
Figura 25. (a) Fotografia de la lesién: carcinoma basocelular, (b) Espectros de reflexion
difusa para piel NOrMal Y IESION. ..............ccooiieeeiie e 123
Figura 26. Hiperplano de SEParacion ..............ccccccuuiicciiuieieiee e e e e esaeee e e e e e 124
Figura 27. Ejemplo arbol de clasifiCacion..................cccciuuieieeiiiiiciiiiieiie e a e 125


file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910347
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910347
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910350
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910350
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910351
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910351
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910353
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910353
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910354
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910354
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910357
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910357
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910358
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910358
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910359
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910359
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910359
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910359
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910361
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910362
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910362
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910363
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910363
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910365
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910367
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910367
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910372
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910372
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910373
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910386
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910386
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910387
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910387
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910390
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910390
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910391
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910391
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910392
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910392
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910393
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910393

Figura 28. Arquitectura general de una red neuronal. ...................cccccoveniiiiiiiicniiecsnn. 126

Figura 29. Mapa porcentaje de aciertoS MSV. ............ccceeeeiiiiiiiciieeee e 128
Figura 30. Mapa del porcentaje de aciertos para el Random Forest. ............ccccccccceee. 128
Figura 31. Mapa del porcentaje de aciertos para el MultilayerPerceptron. A) tres
neuronas, B) seis, C) nueve y D) dOCE NEUIONAS. ............ccccueeviieeiiiiciiiieeeee e 129
Figura 32 Tablero Sorting Block Box. Se muestran las distancias (cm) de las trayectorias
idealesrecorridas por el brazo izquierdo (izq) y el brazo derecho (der). .............cccuuue..... 131
Figura 33. Red neuronal artificial multicada ...........ccccceeiiiiii e 133
Figura 34. Diagrama de bloques del observador 6ptimo de la velocidad ........................ 143


file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910394
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910394
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910395
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910395
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910396
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910396
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910397
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910397
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910398
file:///D:/Última%20etapa%20de%20la%20Tesis/revisión%204%20de%20junio%20e.g.%20Aplicaciones%20del%20álgebra%20lineal%20Biomédica.docx%23_Toc166910398

INTRODUCCION

En el siglo XXI se cuenta con importantes tecnologias que han mejorado el estilo de
vida de las personas en varias areas, tales como: ingenieria, arquitectura, economia, area
cientifica y también en el cuidado de la salud. Dentro de este panorama, encontramos las
matematicas; como ciencia que siempre han estado presentes en todo nuestro estilo de
vida; aunque, no podamos advertirlas a simple vista, ella esta equilibrando el estilo de vida

actual.

En las siguientes paginas, se presenta un trabajo investigativo y documental,
dividido en cuatro capitulos, en donde se fundamenta tedrica y cientificamente que la
matematica del “algebra lineal” se ha implementado en el soporte, avance y ejecucién de
los equipos utilizados en la ingenieria biomédica contemporanea. Esto, con el objetivo de
modernizar el funcionamiento del instrumental; y, por ende, mejorar la salud de las

personas.

En el primer capitulo, se presentan aspectos primordiales de la investigacién:
objetivos generales y especificos, justificacion, alcance, aportaciones, limitaciones y
proyecciones del “algebra lineal” aplicada a la ingenieria biomédica. Ademas, se presentan
algunos datos interesantes de estudios e investigaciones contemporaneas que resaltan la
presencia del “algebra lineal” en la ingenieria biomédica; los cuales, motivaron la

exploracién en este tema innovador.

En el segundo capitulo, se definen los conceptos empleados en los sistemas

algebraicos computacionales y algoritmicos: codigo R. utilizados en la programacion de los



equipos biomédicos. Estos aspectos tedricos son esenciales para la comprensién de las

posteriores secciones de esta investigacion.

En el capitulo tercero, se abordan temas como: hiperplanos separados, perceptron
o neurona artificial, convergencia, variables duales, algoritmo de aprendizaje, el analisis del
PCA para el cédigo R, entre otros elementos del “algebra lineal” que se han convertido en
herramientas de soporte en la programacion de software y hardware en la ingenieria

biomédica.

En el cuarto capitulo, se exponen investigaciones sobre los avances tecnologicos
que se estan implementando en la ingenieria biomédica y que aplican la teoria del “algebra
lineal”. Con ello, se busca demostrar que las teorias explicadas en los capitulos dos y tres
sobre el “algebra lineal”, son un soporte fundamental para el funcionamiento adecuado del
equipo que se utiliza para el diagnéstico de células cancerigenas, a través de la funcién
clasificadora. Ademas, se presenta la aplicacién del “algebra lineal” utilizada para regular
los equipos usados en las cirugias, como la velocidad de la sangre. También se muestran
los contenidos del “algebra lineal” utiles para el funcionamiento de la robdtica, los cuales,

son importantes para el especialista quirdrgico que utiliza estos innovadores equipos.

Para concluir con esta investigacion se resumen los datos mas relevantes
encontrados, después de analizar el amplio panorama de las teorias del “algebra lineal” que

se utilizan en la ingenieria biomédica.
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CAPITULO 1. Aspectos Preliminares

Las técnicas innovadoras computacionales usadas en la biomédica es el resultado
de los primeros matematicos creadores de las computadoras como: Wilhelm Schickard,
Babbage, Ada Lovelace, Turing Machine y otros. Estos estudiosos aplicaron los elementos
y algoritmos matematicos para crear computadoras de calculos, que luego evolucionaron
programaciones de “Inteligencia Artificial, el Machine Learning y el Deep Learning, la
Ciencia de Datos, la Robdtica y el tema innovador de los nanorobots. Sus descubrimientos,
han evolucionado con resultados exactos en la informatica, y son muy necesarios para la

innovacion de la tecnologia, donde se encuentra inmersa la ingenieria biomédica.

Lo anterior demuestra, que las matematicas han estado presentes en el desarrollo
tecnolégico desde la primera computadora, programadores, aprendizaje de maquina
software, robdtica, nanorobots que se aplican en la actualidad y favorecen a la “ingenieria
biomédica”. (Babini, 2002, p. 63; Vargas 2012, p.43-63; Mora 2022, p. 294-306) Esta
ingenieria, se apoya en la inteligencia artificial, un area innovadora con fundamento en las
herramientas de la ciencia de datos; a las cuales, el “algebra lineal” contribuye para su

avance y desarrollo.

Los antes expuesto, ha sido la fuente de motivacion para establecer los objetivos de
este trabajo investigativo; puesto que ha impulsado el interés por conocer sobre qué
contenidos del “algebra lineal” se han implementado para el soporte de equipos

programados computacionalmente, en la ingenieria biomédica.

Tomando en cuenta la informacion descrita, se ha elaborado este primer capitulo
con aspectos primordiales, como lo son: objetivos generales y especificos, justificacion,
alcance, aportaciones, limitaciones y proyecciones del tema investigado: “algebra lineal

aplicada a la ingenieria biomédica”.
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1.1. Objetivo General

Presentar un compendio de los modelos, métodos y algoritmos sobre los elementos
del “algebra lineal”, que han aportado al avance de la tecnologia de las maquinas
contemporaneas; y cémo estos trabajan, con exactitud, en la ingenieria biomédica

proporcionando resultados satisfactorios en la mejoria de la salud del hombre.

1.1.1. Objetivos Especificos
» Exponer los elementos del “algebra lineal” importantes en el desarrollo de las
maquinas que han ayudado a la innovacion de los equipos de la ingenieria

biomédica.

» Plasmar como los espacios vectoriales son importantes para la comprensién de las
maquinas computacionales y robdticas, como soportes usados en la ingenieria

biomédica.

» Compilar modelos del “algebra lineal” importantes para el desarrollo de la
inteligencia artificial necesaria para la programacién y funcionamiento de las
maquinas, usadas por los especialistas de la salud para diagnosticos, cirugias y

rehabilitacion de los pacientes.

» Reunir conceptos, elementos y algoritmos fundamentales del “algebra lineal” que

han contribuido a la robdtica; y son importantes para la tecnologia de la biomédica.

1.2. Justificacion

1.2.1. Importancia
Esta investigacion documental centra su importancia en conocer los elementos del
“algebra lineal” que han contribuido a los avances tecnolégicos de la ingenieria biomédica;

con la finalidad, de entender su contribucion en el mejoramiento de la salud.
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1.2.2. Aporte
Este trabajo tiene la finalidad de ser un compendio de informacion sobre los
elementos del “algebra lineal”’, que se tienen en el siglo XXI, y se han utilizado en la
innovacién tecnolégica, proporcionando resultados significativos en el mejoramiento de la

vida de las personas.

1.2.3. Alcance
Los avances en la informatica e ingenieria han surgido con multiples proyecciones
y creaciones de tecnologia de punta; los cuales, han solucionado varios problemas de la
vida cotidiana. El acceso a esta informacién es valioso debido a su amplio campo de

estudio.

Es decir, la recopilacion de modelos matematicos, en especial del “algebra lineal”,
que han contribuido a la programacion de las nuevas creaciones tecnolégicas y han
logrado resultados satisfactorios es un valioso compendio; el cual permitira nuevos

analisis de las contribuciones del “algebra lineal” a las ciencias biomédicas.

1.2.4. Limitaciones
Existe pocos documentos con informacién de las aplicaciones del “algebra lineal” en
la ingenieria biomédica. Por ello, en primera instancia, se realiza un estudio examinando
los avances que el “algebra lineal” ha aportado a la computadora, a las programaciones de
inteligencia artificial, a la robética y a otros; para luego, relacionar estos aportes con los que

se han utilizado en la ingenieria biomédica.

1.2.5. Proyecciones
El uso innovador de equipos en la tecnologia biomédica ha evolucionado por la

presencia de contenidos del “algebra lineal”. Esta investigacion se proyecta en conocer los
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conceptos de la teoria del “algebra lineal’, que han favorecido el avance y desarrollo de

esta tecnologia, logrando resultados exactos y favorables a la salud de la humanidad.

Actualmente, la teoria mas utilizada de las matematicas es la aplicada en el “algebra
lineal”. Hay una gran contribucion de esta teoria a los avances tecnoldgicos. De alli, que
temas ftradicionales como el calculo de valores y vectores propios han encontrado
aplicaciones en problemas tan diversos como la visién por computador o la clasificacién de

sitios en la red.

Nuevos algoritmos surgen como respuesta a las necesidades de aplicaciones
especificas y esto hace que sea necesario volver a la teoria para comprender sus

fundamentos. (Ossa, 2016, p. XVII)

Las areas del desarrollo cientifico tecnolégico en las que la matematica se ha
mostrado especialmente util es el campo de las ciencias de la computaciéon, denominado
“‘inteligencia artificial” y conocido como “aprendizaje de maquina”’. Esto se trata de
programar computadores para optimizar un criterio de desempefié usando datos como
ejemplos o experiencias pasadas. Se han desarrollado sofisticadas técnicas para construir

maquinas de aprendizaje lineal que han resultado exitosas en muchas aplicaciones.

Entre los diversos problemas del aprendizaje de maquina uno de los mas
importantes es el problema de la clasificacién que, con base en ese conocimiento, clasifique

adecuadamente cualquier nuevo dato que esté sin clasificar. (Ossa, 2016, p. XVIII)

En estos ultimos afios, es muy facil tener acceso a grandes bases de datos que
consisten en colecciones de estos, adecuadamente clasificados (examenes médicos,
clientes bancarios, industria, arquitecturas, otros.) y el principal problema que se plantea es
construir una funcién clasificadora que, con base en ese conocimiento, clasifique

adecuadamente cualquier nuevo dato que esté sin clasificar.
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El problema no es simple; y, por lo tanto, una primera forma de atacarlo es
considerando el conjunto de posibles “funciones clasificadoras” como un conjunto de
“funciones lineales”, pues la teoria de las “funciones lineales” es una de las teorias

matematicas mas completas. (Ossa, 2016, p. XVIII)

Es por ello, que para empezar lo mejor es considerar el conjunto M formado por los
objetos a clasificar como elementos de un “espacio vectorial”. Esto lleva directamente a
conceptos como medida de similitud y matrices de similitud. Una medida de similitud es una

funcion:

K:MxM->R

con algunas propiedades especiales. Un primer ejemplo de una medida de similitud sencilla
es el producto punto (o interno) canénico u - v en R". Es interesante observar como nos
guia rapidamente a la construccion de algoritmos. Usando la teoria del “algebra lineal”, se
van desarrollando teorias y técnicas para tratar el problema de la clasificacion. Su modesto
propésito es lograr que alguien interesado en estos temas, por ejemplo, un estudiante de
ingenieria, que no tenga una formacion sélida en matematicas, pueda comprender de forma
acelerada como se aplica el “algebra lineal” a los problemas basicos del aprendizaje de
maquina. Y de este modo, que pueda avanzar sin muchas dificultades en la comprension

de esos temas. (Ossa, 2016, p. XVIII)

El “algebra lineal” es importante en el aprendizaje de maquina, porque los modelos
del aprendizaje automatico se pueden expresar en forma de matriz, donde los conjuntos de
datos a menudo se representan como una matriz. (Wayne Richards, 2022, p.1646-1647)
Los equipos biomédicos necesitan programacion de software y hardware para que los
resultados sean exactos; por lo tanto, el “algebra lineal” aplica el preprocesamiento de

datos, la transformacion de datos y la evaluacién de modelos necesarios para la Biomédica.
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(Wayne Richards, 2022, p.1648) Estos equipos disefiados a base de computadora,
inteligencia artificial, y requieren de programacion para que puedan funcionar, de aqui, la
importancia de temas del algebra lineal como: vectores, matrices, transpuesta de una
matriz, inversa de una matriz, determinante de una matriz, rastro de una matriz, producto
punto, valores propios y vectores propios (Wayne Richards, 2022,p. 1645). Demostraciones
que se contemplan en el capitulo cuarto, con la finalidad de presentar que en los equipos

actuales se utiliza el contenido del “algebra lineal”.

En los ultimos afios, las redes neuronales artificiales y el deep learning, son dos de
las herramientas mas poderosas del aprendizaje de maquina. Ellas tienen por objetivo
desarrollar sistemas que aprenden automaticamente, reconocen patrones, predicen

comportamientos y generalizan informacion a partir de conjuntos de datos.

Estas dos herramientas se han convertido en un potencial campo de investigacién
con aplicaciones a las ingenierias, y la ingenieria biomédica no es la excepcion. Al usar las
redes neuronales y el deep learning (aprendizaje profundo) en la ingenieria biomédica en
las ramas de: la dmica, la imagenologia, las interfaces cerebro-maquina y hombre-maquina,
y la gestién y administracion de la salud publica; ramas extendidas desde el estudio de
procesos a nivel molecular, hasta procesos que involucran grandes poblaciones. (Ramos,

2020, p.1)

Estas investigaciones planteadas con fines de mejorar la salud social se deben a las
grandes aportaciones de la teoria del “algebra lineal” como herramienta para la
programacion, aprendizaje y entrenamiento de las maquinas. Su uso a través de las
computadoras permite examinar y diagnosticar inmediatamente los resultados de los
estudios realizados a los pacientes, con el fin de intervenir a tiempo y controlar la
enfermedad, reduciendo asi el numero de mortandad. Es aqui, donde el “algebra lineal” es

considerada un puente de soporte para la tecnologia biomédica con la finalidad de que los
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resultados de los examenes aplicados a pacientes sean mas precisos y poder ayudar a su

mejoria. (Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010,p. 34-35)

Obsérvese el caso de los especialistas oncélogos, que utilizan tecnologia con:
maquinas de vectores de soporte, redes neuronales y bosques aleatorios con el propdsito
de actualizar el entrenamiento, aprendizaje de la maquina, la clasificacién; de manera
que, los resultados de los examenes aplicados a pacientes con tejidos lesionados puedan
darse con exactitud y mas rapido. Como es el caso de El método de clasificacion para

identificar lesiones en piel a partir de espectros de reflexion difusa.

Este método tiene el propdsito de distinguir lesiones benignas y malignas en la piel
humana a partir de espectros de reflexion difusa, se ha requerido del analisis de diferentes
algoritmos de clasificacion usando el software de aprendizaje automatico y reconocimiento
de patrones software WEKA!. Para realizar las tareas de clasificacién en las técnicas

mencionadas se ha utilizado,

WEKA (Waikato Environment for Knowledge Analysis),

que es una aplicacion ampliamente usada para la experimentacion e investigacion
en areas como el reconocimiento de patrones y la mineria de datos, ya que incluye una
gran cantidad de algoritmos de preprocesado, clasificacion y clustering. Ademas, dada la
alta dimensionalidad de la senal espectral, fue empleada una técnica de seleccién de

atributos para determinar las variables que aporten la mayor cantidad de informacion.

Se probd la clasificacion de la sefial usando los algoritmos: de maquinas de vectores
de soporte, redes neuronales y bosques aleatorios el desempefo fue evaluado usando el

promedio de la k — fold cross — validation tomando en cuenta los porcentajes de

1 Son maquinas de vectores de soporte, redes neuronales y bosques aleatorios.
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instancias clasificadas correctamente, el indice kappa, el area bajo la curva ROC, la
sensibilidad, y la especifidad. Finalmente, se demuestra que el algoritmo de ‘“redes
neuronales” con los parametros momentum y learning rate en 0,6 y 0,3 respectivamente,
es el que mejor se adapta al problema de reconocimiento de patrones ya que clasifica
correctamente al 89,89% de los casos. (Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio, Ramos,

Delgado, 2010, p.36-39)

Las técnicas espectroscoépicas se han utilizado médicamente con el propdsito de
solucionar lesiones de diferentes indoles, con el principio fundamental para diagnosticar
enfermedades con técnicas espectroscopicas, construyendo algoritmos robustos que
permitan extraer las caracteristicas mas importantes de la sefial espectral y correlacionarlas
con su respectiva patologia. Entre las técnicas se puede destacar: algoritmo WEKA para,
detectar lesiones cancerigenas en el cuello uterino; también algoritmos como
el ensemble AdaBoostM1 — Reptree para diferenciar entre imagenes (obtenidas mediante
un colposcopio) de cuello uterino sano y cuello uterino con lesiones precancerosas,
logrando un porcentaje de acierto del 89,4737%; usando una red neuronal formada por
siete neuronas; en la capa oculta fue posible obtener un 83,3% de sensibilidad y 88,9% de

especificidad en la clasificacion de la senal espectral.

Alternativamente, para detectar lesiones en la piel, también se ha empleado el
analisis de imagenes obtenidas mediante epiluminescencia, en conjunto con
algoritmos como el clasificador k — nearest neighbors (KNN) se evaluaron atributos en
la imagen como: tamafno de la lesién, media del borde de la lesion. Probada por
Wallace et al en detecciéon de lesiones en la piel mediante espectrometria de reflexién
difusa y algoritmos de clasificacion. (Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado,

2010, p. 34)

18



En el trabajo citado en el parrafo anterior, se ha evaluado el desempefio de
diferentes técnicas computacionales para clasificar espectros de reflexion difusa entre
muestras de tejido sano y maligno, usando el software WEKA de investigacion en

aprendizaje automatico y mineria de datos, las técnicas implementadas.

Después de aplicar estas técnicas de clasificacion, se ha demostrado que el
algoritmo correspondiente a las redes neuronales es el que tiene mejor desempernio,
alcanzando 89,89% de aciertos en la clasificacion de los casos estudiados. (Guillén, Garcia,

Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010, p.35)

Ademas, no solo en la rama de la oncologia, sino que también en la mayoria de las
areas meédicas, hoy contamos con tecnologia innovadora que ayuda a mejorar con rapidez
a los pacientes; permitiéndoles a los especialistas de la salud, diagnosticar inmediatamente
e intervenir en la rama de las cirugias que utilizan importantes aparatos para controlar la
velocidad de la sangre, aparatos que utilizan las herramientas del “algebra lineal” en la

teoria de matrices, producto punto y vectores.

En la cirugia, se utiliza la nanorobdtica, una de las innovaciones mas recientes, en
la que el algebra lineal es puente para el desarrollo y funcionamiento de estos equipos; los
cuales son muy importantes para los especialistas de la salud al permitir que los pacientes
se recuperen prontamente. (Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010; Do,

2017, p. 40)

Esta cirugia de nueva generacion implica que se podra perforar un orificio muy
pequeno, para hacer biopsias en el caso de cancer de prostata o en diferentes tipos de
cancer, con estos robots. En la actualidad, este tipo de procedimiento ya lo realizan robots,
el mas conocido de ellos es el robot Da Vinci. Basicamente, el cirujano permanece detras

de la consola y dispone de un robot que estd preajustado y que hace las incisiones.
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Inclusive, utilizando una plataforma de origami, si es necesario, se puede anadir un nuevo
instrumento simplemente reconfigurando la forma. La teoria que aporta el “algebra lineal” a
la reconfiguracion de este robot es gracias a los teoremas de vector normal. (Belke y Paik,

2017, p. 2153-2164)

El “algebra lineal” es una herramienta esencial en la ciencia de datos y el aprendizaje
automatico es importante y necesario para el funcionamiento, reconfiguracion y
programacion del software y los hardware utilizados en los equipos biomédicos. Por lo tanto,
los principiantes interesados en la ciencia de datos deben familiarizarse con los conceptos
esenciales del “algebra lineal” (Wayne, 2022, p. 1646-1648). Las teorias mas usadas,
actualmente, en la matematica aplicada provienen del “algebra lineal”. Hay una gran
contribucién de esa teoria y los avances tecnolégicos. Temas tradicionales como el célculo
de valores y vectores propios han encontrado aplicaciones en problemas tan diversos como

la vision por computador o la clasificacion de sitios en la red.

Como la matematica del “algebra lineal ayuda a la programacién de software de esta
tecnologia para, que su funcionalidad sea con exactitud a través de la comprensién de
algoritmos, por ende, es de importancia demostrar e implementar estos algoritmos para que

se puedan probar con diferentes bases de datos. (Ossa, 2016, p. xvii)

Lo anterior, sustenta el propdsito de esta investigacion que es demostrar cémo a
través del uso de la teoria del “algebra lineal” se desarrollan nuevas teorias y técnicas, que
aportan a la programacion de las herramientas, que la ingenieria biomédica, utiliza al

momento de realizar: un examen médico, cirugias, fisioterapias, biopsias, otras.
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CAPITULO 2. Fundamentacién del Algebra Lineal y Empleo de Sistemas
Algebraicos Computacionales y Algoritmos: Cédigo R

En este capitulo se presentan las definiciones y contenidos algebraicos que se
requieren para la ejecucion de la tecnologia de la biomédica. El mismo, se divide en dos
secciones: la primera aborda las definiciones de elementos fundamentales como: vectores,
espacios vectoriales, espacios duales, hiperplanos, matrices, combinaciones lineales,
transformaciones linéales, geometria de vector normal (ortogonal), entre otros; y la segunda
parte, define el Cédigo R desde el lenguaje de probabilidad estadistica con las aplicaciones

del contenido de los fundamentos del “algebra lineal”.

2.1. Aspectos Esenciales de la Teoria del Algebra Lineal

El algebra lineal como la definen, en forma simple, los autores, es aquella rama de
la matematica que trata de las propiedades comunes de los sistemas algebraicos, que
constan de un conjunto mas una nocion razonable de “combinacion lineal” de los elementos

del conjunto. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 28)

2.1.1. Vectores
Dados un numero natural n (fijo) y un cuerpo F (en particular F= R O F= C), a cuyos
elementos llamaremos escalares, se llaman “vectores de n componentes” del cuerpo F a
los elementos que se especifican en (I) entre las que hay establecidas las dos operaciones

que se detallan en (ll):

I.  Sellaman vectores de n componentes del cuerpo F a las sucesiones o sistemas
ordenados de n escalares de F, es decir, a los elementos de F ™. Estos vectores
son, pues, los objetos:

U= (Ug, Uy ..., Up).

Uq, Uy, ..., U, Son escalares del cuerpo F

Donde { S _
u; se llama componente i — ésima de u
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. Se llama suma u + v, de dos vectores uy v, y se llama producto Az, donde A
es un escalar, a los siguientes vectores:

= (uy,uy,..., Uy
(v

_ S ut+v=wW+vy,u,+v, ...,u,+mv,)),Se
U= 1'172““,”11)} (1 1 2 2 n n)

entiende aqui que u + v es también producto.

u= (u1'u2;---:un)} = =
A es un escalar) Au= Auy Az Atin)

(Burgos, 1997, p.23)
2.1.2. Propiedades entre Vectores
Para los vectores de n componentes y en relacion con la suma y el producto por

escalar, se verifica:

Si u, v yw son vectores de n componentes (n escalares de un cuerpo F; en

particular, reales o complejos) y si A y u son dos escalares, entonces:

1. (w+v)+ w=u+ (v+w) propiedad asociativa.

2. u+rtv=v+u propiedad conmutativa.

3. u+ 0=1udonde0=1(0,0, ...,0) sellama vector nulo

4. Para cada u, existe un vector —i tal que u + (—u) = 0; Siu = (uy,uy,...,u,),
entonces —u = (—uy, —Uy,..., —Uy,). Al vector —u se le llama opuesto de .

5. A+ v)=2Au+1v

6. A+wWu=2Au+pu

7. Apw) = (Apu

8. lu=u

Ademas se verifican las siguientes propiedades:
a) 0u=0yA0=0
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by u=0 = [A=00u=0]
c) (Nu=21(u)=-1n) (Burgos, 1997, p.25).
2.2. Matrices

Sea dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas, al que llamaremos
[F]:

ai1Xx1 + a12x2+ ot A pnXy = bl
ay1%1 + axpx+...+ azpx, = by

Am1X1 + ApaXe+ ...+ QnXn = by,
Se llama matriz de los coeficientes, matriz de los términos independientes y matriz del

sistema (o ampliada) a las siguientes tablas rectangulares A,By AB formadas por

escalares:
a11 a12 o aln bl all alz o aln bl
a a I %) b a a vt Qan| b
A=z 2z L= A= 2 T TR
Am1 Amz 7 Gmn b, Am1 Amz - Amnl by

La matriz A es una tabla rectangular de m - n escalares dispuestos en m filas yn
columnas. Lafila i — ésima de A es la sucesion de escalares a;q, a;; *** a;; la columna j —

ésima de A es la sucesion de escalares a;j,a,; - apj; (Que en Aaparecen dispuestos

verticalmente). Se dice que el elemento a;;, que esta situado en la fila i y en la columna j,
es el elemento que ocupa el lugar espacio (i,j)o ij.

De manera abreviada y, por el momento, también simbdlicamente, el sistema F se

expresara poniendo:

23



X1

X2 o
AX = B,donde X = | .”| se llama columna o vector columna de la incognita.

X3

(Burgos, 1997, p.25)
Ejemplo 1

Si n es un entero positivo, R" (Iéase “erre ene”) denota la coleccion de todas las
listas ordenadas de n numeros reales, generalmente escritas como matrices columna de

orden n x 1 del tipo

El vector cuyas entradas son todas cero se llama vector cero y se denota con 0. (El
numero de entradas en 0 sera evidente a partir del contexto). La igualdad de vectores en

R" y las operaciones de multiplicacién escalar y suma vectorial en R" se definen entrada

por entrada como en R®. Esas operaciones sobre vectores tienen las siguientes
propiedades, las cuales pueden verificarse directamente a partir de las propiedades

correspondientes de los numeros reales. (Lay, 2007, p. 27)

2.3. Concepto de Espacios Vectoriales
Sea V" un conjunto dado, a cuyos elementos llamaremos vectores. Se considera
también un cuerpo F (en particular F=R y F =C), a cuyos elementos llamaremos
escalares. Se dice que V es un espacio vectorial sobre F si se dispone de las siguientes

operaciones de suma y producto por escalar y se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Una operacién (+) interna en V (suma de vectores) tal que se cumplen las

siguientes propiedades de la suma:
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e (u+v)+w=u+@w@+w) VvV u,v,w €V (asociativa).

vV u,v € V (conmutatividad).

<l

e utv=v+
e 30 €V (vector nulo) tal que u + o = u para cualquier u € V.
e Paracadau €V existe —u € V tal que u + (—u) = 0 (cada vector u €
I tiene un vector opuesto —iu € V).
2. Una operacion externa producto por escalar, que a cada parejad € F, u €

I asociar un vector Ay, tal que se cumplan los siguientes axiomas del producto

por escalar:
e Mu+9)=Au+217 V 4UEV V 1 EF
e A+wu=2Au+uyuu YV ueV V ALu€F
o A(ww)=Q@Qwu vaelV V ALu€F .

e 1lu=1u (l=unidaddeF) Vv u€eV. (Burgos, 1997, p.116)

Ejemplo 2. El espacio de n — tuples, F™

Sea F cualquier cuerpo y sea V el conjunto de todos los n — tuples a =

(x1,X2,..., x,) de escalares x; de F. Si f = (y1,¥2,..., ¥») con y de F,la suma de
a y [ se define por:

a+B=(x1+y,x2+Yy .0, Xnty,).
El producto de un escalar c y el vector a se define por

ca = (cx1,Cxp,...,Cxp)
Que esta adicién vectorial y multiplicacion por escalar cumplen las condiciones

usando las propiedades semejantes de la adicién y multiplicacién de los elementos del

cuerpo escalar F. (Hoffmany Kunze, 1973, p. 29)
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Ejemplo 3. El espacio de matrices m x n, todas las F™*™

Sea F cualquier cuerpo y sean m y n enteros positivos. Sea F™*" el conjunto de
todos los matrices m x n sobre el cuerpo F. La suma de dos vectores Ay B en F™*" Se

define por

(A+B);j= A;j+ B
El producto de un escalar c y de la matriz A se define por
(cA);j = cA;;
Obsérvese que F1*" = F ™. (Hoffman y Kunze, 1973, p.29)

Ejemplo 4. El espacio de funciones de un conjunto en un cuerpo

Sea F cualquier cuerpo y sea S cualquier conjunto no vacio. SeaV el conjunto de
todas las funciones de S en F. La suma de dos vectores f y g de V es el vector f + g; es

decir, la funcién de S en F definida por

(F+9) () =f(s) +g(s).
El producto del escalar c y la funcion f es la funcién cf definida por
(cf)(s) = cf(s).
Ejemplo 5. El espacio de las funciones polinomios sobre el cuerpo F
Sea F un cuerpo y sea V el conjunto de todas las funciones f de F en F definidas
en la forma
f(x) = co+ c1x+ -+ cpx™
Donde ¢y, ¢4, - .., ¢, Son escalares fijos de F (independiente de x). Una funcion de este
tipo se llama funcion polinomio sobre F . Sean la adicion y la multiplicacién de escalares.
Se debe observar que si f y g son funciones polinomios y ¢ esta en F, entonces f +

g vy c¢f son también funciones polinomios. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 30)
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2.3.1. Subespacios Vectorial
Se llama subespacio de un espacio vectorial V' a aquellos subconjuntos de V que
son, a su vez, espacios vectoriales respecto a las mismas operaciones de V. Al concretar y

desarrollar lo aqui dicho, obtenemos:
Sea V un espacio vectorial sobre F (cuerpo) y sea U un subconjunto de V.

Se dice que U es un subespacio vectorial de V si las operaciones de V son,
también, operaciones para U y, con ellas, U es un espacio vectorial sobre F.
Caracterizacion, se verifica que, U es un subespacio vectorial de V si, siendo
U # 0, se cumplen las dos condiciones a) y b):

a) uv eEU = u+v el

b) 1 eF,u eU= AueU.

Estas condiciones a) y b) se pueden sustituir, ambas, por la condicion c):

c) [w,v EUyA u €F] = Au+uv € U. (se dice que el vector Au + uv,
para cualesquiera que sean los escalares 4 y u es, una combinacién
lineal de los vectores u y v. (Burgos, 1997, p.118)

Ejemplo 6

(a) Si V es cualquier espacio vectorial, V es un subespacio de V; el subconjunto que

consta solo del vector nulo es un subespacio vectorial de V, llamado subespacio nulo

delV*.

(b) En F”, el conjunto de los n — tuples (x4,:+ ,x,) con x; = 0 es un subespacio,
pero el conjunto de los n — tuples con x; = 1 + x, no es un subespacio (n > 2).

(c) El espacio de las funciones polinomios sobre el cuerpo F es un subespacio del

espacio de todas las funciones de F en F.
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d) Una matriz (cuadrada) n x n, sobre el cuerpo F es simétrica si A;; = A;; para todo
i y j. Las matrices simétricas forman un subespacio del espacio de las matrices n x n

sobre F. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 35)

2.3.2. Geometria de Vectores

Ciertas partes del “algebra lineal” estan intimamente relacionadas con la geometria.
La misma palabra espacio sugiere algo geométrico, como lo hace el vocablo vector.
Considérese el espacio vectorial R® . En geometria analitica se identifican las ternas
(x4, x4,x3) de nimeros reales con los puntos del espacio euclidiano tridimensional. Un
vector se suele definir como un segmento dirigido PQ, del punto P del espacio a otro punto
0.

Ello equivale a una formulacién cuidadosa de la idea de flecha de P a Q. Tal como
son usados los vectores, se ha tenido en mente que queden definidos por su longitud y
direccién. Asi, se deben identificar dos segmentos dirigidos si tienen la misma longitud y
direccién.

El segmento dirigido PQ, del punto P = (x1,X;,%3) al punto Q = (¥,,¥,¥3)
tiene la misma longitud y direccion que el segmento dirigido del origen 0 = (0,0, 0)
al punto (y1 - X1, Y, X2, Y3 — x3). Ademas, este es el unico segmento que partiendo
del origen tiene la misma longitud y direccién que PQ. Con lo que, si se conviene en operar
solo con vectores aplicados al origen, hay exactamente un vector asociado con cada
longitud y direccion dadas. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 32)

El vector OP, del origen a P = ( x4, x,Xx3) estd completamente determinado por P,
y es por ello posible identificar este vector con el punto P. En la definicion del espacio

vectorial R? , los vectores se definen simplemente como las ternas ( x;, x5, x3) .
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Dados los puntos P = (xq,x5,x3) Y Q = (y1,¥2,¥3), la definicion de suma de los
vectores OP y 0Q puede hacerse geométricamente. Si los vectores no son paralelos,
entonces los segmentos OP y 0Q determinan un plano y estos segmentos son dos de los
lados de un paralelogramo en aquel plano. A continuacion, se observa la Figura 1,

Figura 1. Diagonal de paralelogramos R3

Diagonal de Paralelogramos R3

Sixy + Y1, X2 + Y2, Xa + ¥3)
2]

-

Qy1. Y2, ¥3a) P{x1, X2, X3}

Tomada de: “Algebra lineal”, (p. 33) por, Hoffman, K., Kunze, R., &
Finsterbusch, H. E. 1973. Prentice-Hall Internacional.

La diagonal de este paralelogramo, que va de 0 al punto S, define la suma de
OP y 0Q como el vector 0S. Las coordenadas del punto S son (y; + x4, Y2 + X3, V3 + x3),
por la definicibn de suma del espacio vectorial. La multiplicacién escalar tiene una
interpretacién geométrica simple. Si ¢ es un namero real, entonces el producto de ¢ por el
vector OP es el vector que parte del origen de longitud |c| veces a longitud de OP y direccion
gue coincide con la de OP si ¢ > 0, y que es opuesta a la direccién de OP si ¢ < 0. Esta

multiplicacion escalar da justamente el vector OT donde T = (c x1, Ccxy, CX3), Y €S, por

tanto, compatible con la definicion algebraica dada en R3. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 33)
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2.4. Combinacioén Lineal

Un vector 8 de V se dice “combinacion lineal” de los vectores a4,. . .,a, deF tales

que
n
b= ca + -+ cpa, = Zciai.
i=1

Las propiedades asociativas de la adicion vectorial y las propiedades distributivas de la

multiplicacion escalar se aplican en la combinacion lineal. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 31)

2.5. Vector Linealmente Dependiente e Independiente
Sea V un espacio vectorial sobre F. Un subconjunto S de V se dice linealmente
dependiente (o simplemente, dependiente) si existen vectores distintos a4, a5, a,, de Sy

escalares ¢, ¢y, - ¢, de F, no todos nulos, tales que
ciay + oy + o+ cpa, =0

Un conjunto que no es linealmente dependiente se dice linealmente independiente.

(Hoffman y Kunze, 1973, p. 40)

Si el conjunto S tiene solo un nimero finito de vectores a4, a,, - a,,, se dice, a veces, que
los a4, a,,--- a,son dependientes (o independientes), en vez de decir que S es dependiente

(o independiente).
Las siguientes son faciles consecuencias de la definicidn:

a) Todo conjunto que contiene un conjunto linealmente dependiente es linealmente

dependiente.

b) Todo subconjunto de un conjunto linealmente independiente es linealmente

independiente.
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¢) Todo conjunto que contiene el vector 0 es linealmente dependiente; en efecto,

d) Un conjunto S de vectores es linealmente independiente si, y solo si, todo
subconjunto finito de S es linealmente independiente; es decir, si, y solo si, para
vectores diferentes a4, a,, --- a,, de S, arbitrariamente elegidos cia; + -+ c,a, =0
implica que todo ¢; = 0. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 41)

Ejemplo 7

Sea F un subcuerpo de los nimeros complejos. En F3los vectores

a, =(3,0,-3)
aZ = (_11 11 2)
a3 = (4; 2’ _2)

Son linealmente dependientes, pues

2090 + 20, —a3+0 - ay =0.

Los vectores

61 = (11 01 0)
62 = (01 11 0)
€5 = (0,0,1)

Son linealmente independiente. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 41)
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2.6. Espacio Vectorial de Dimensién Finita
Un espacio vectorial V, sobre un cuerpo F, se dice que es de tipo finito si esta

generado por un nuamero finito de vectores, es decir, si en V existe algin sistema de

vectores S = (ay, @, ..., a,) tal que V =77 (5).

Si VV es de tipo finito, se dice que un sistema de vectores B = (4, 82,...,,) €S una
base de V si se verifica cualquiera de las dos condiciones siguientes, que son equivalentes

entre si como:

a) Bes un sistema generador de V que, ademas, es sistema linealmente
independiente.
b) Todo vector de V se puede expresar de una sola manera como combinacion
lineal de los vectores de B. (Burgos, 1997, p.127)
2.7. Nociones de Dimension
2.7.1. Existencia de Bases
Cualquier sistema generado de un espacio vectorial de tipo finito, V # 0, incluye a
una base de V. En consecuencia, todo espacio vectorial V # 0 de tipo finito tiene alguna

base. (Burgos, 1997, p.129)

Teorema 1. Dimension

Todas las bases de un espacio vectorial VV # 0, de tipo finito, tiene igual numero de
vectores. A este numero se le llama dimension del espacio V y se le representa poniendo

dim V. Se conviene en que el espacio V = 0 tiene dimension 0. (Burgos, 1997, p.129)

2.7.2. Propiedades de las Bases y la Dimensién
Si §=(ay,ay,...,a,) €s un sistema de vectores de un espacio vectorial V de

dimensidn finita, entonces se verifica que:

a) SiS = (ay,a,,...,a,) €s un sistema generador de V, entonces n = dimV.
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b) SiS = (ay,a,,...,a,) €s un sistema independiente, entoncesn < dimV.
c) SiS=(ay,ay...,a,) €s generador de V ydimV = n, entonces S es base
de V.
d) SiS=(a,ay...,a,) es independiente y dimV = n, entonces S es base
de V. (Burgos, 1997, p.130)
2.7.3. Dimension de un Subespacio
Si U es un subespacio de un espacio vectorial V y si V tiene dimension finita,
entonces U también tiene dimension finita y se verifica que dimU < dim V', donde el signo

= soOlo es valido en el caso de se U = V. (Burgos, 1997, p.132)

Ejemplo 8

Si F es un cuerpo, la dimensién de F™ es n, porque la base candénica de F™ contiene
n vectores. El espacio de las matrices F™*" tiene dimensién mn. Ello es claro por analogia
con el caso de F", ya que las mn matrices que tienen un 1 en el lugar i, j, con ceros en los

demas, forman una base de F™*™ .

Si A es una matriz m x n, entonces el espacio solucion de A tiene dimension n —r,
donde r es el numero de filas no nulas de una matriz escalén reducida por filas, que es

equivalente por filas a A. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 45)

Teorema 2. Dimension

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre el cuerpo F y sea W un
subespacio de V. Entonces
dimW + dimW¢ = dimV

Corolario 1
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Si W es un subespacio de dimension k de un espacio vectorial V de dimension n,
entonces W es la interseccion de (n - k) hiperespacios en V. (Hoffman y Kunze, 1973,
p.100-101)

En un espacio vectorial de dimension n, un subespacio de dimension n — 1 se
llama un hiperespacio. Tales espacios se llaman también a veces hiperplanos o

subespacios de codimension. El espacio nulo de una funcién lineal es todo hiperespacio.
2.8. Nociones de Diagonizacion
Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial de dimension finita V. Se dice
que T es diagonalizable si existe una base de V tal que cada vector suyo sea vector propio
de T. (Corrales, Martin y Solanilla, 2016, pag. 81-82)
La razén del nombre es clara; en efecto, si existe una base ordenada 8 = a1, ay,

. .,a,deV enla que cada a; es un vector propio de T, entonces la matriz de T en la base

ordenada B es diagonal. Si Ta; = c;a;, entonces,

¢t 0 - 0
0 c - 0
[T]% =1 :2 :
0 0 - ¢,
Por cierto, no se requiere que los escalares ¢, . . ., C, sean distintos, incluso

pueden ser todos iguales (cuando Tes un multiplo escalar del operador identidad).
Se podria también definir T como diagonalizable cuando los vectores propios de T generan
V. Esto es solo en apariencia distinto a la definicion dada. Ya que se puede formar una base
tomandola de cualquier conjunto generador de vectores.
(Hoffman y Kunze, 1973, p. 184)
2.9. Nociones de Transformaciones Lineales
Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo F. Una transformacion lineal

de V en W es una funcion T de V en W tal que
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T(ca+B)=c(Ta) +Tp

Para todos los vectores a y  de V y todos los escalares c de F.
Ejemplo 9

Sea F un cuerpo y sea V el espacio vectorial de las funciones polinomios f de F en
F, dado por

f(x) = co+cixt. ..+ cpxk.
Sea
(D) = ¢y + 2cx+ . . . +kepxk 1,

Entonces D es una transformacion lineal de V en V: la transformacion derivada.

(Hoffman y Kunze, 1973, p. 67)
Teorema 3

Sea V un espacio vectorial de dimensiéon finita sobre el cuerpo F, sea
{a;, ay,. . .,a,} una base ordenada V. Sean W un espacio vectorial sobre el mismo
cuerpo F 'y f4, B2,.. .,Bn vectores cualesquiera de W. Entonces existe una
transformacion linealde T de V en W tal que

Taj=,6’j, j=1, ..., n

(Hoffman y Kunze, 1973, p. 69)

Ejemplo 10

Sea T una transformacion lineal del espacio de los n — tuples F™ en el espacio de

n — tuples F™. El Teorema 3 dice que T esta univocamente determinado por la
sucesion de vectores 81, S2,. . .,fBn,donde B; =Te¢;, i=1, ...,m.

Dicho brevemente, T esta univocamente determinado por las imagenes de los.
vectores de la base canonica. Esta determinacion es

a=0q, -, %m)
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Ta=xf+.. . .+xnf,
Si B es la matriz m x n que tiene por filas los vectores £;, B2,. . .,Bn, esto

quiere decir que

Ta = aB.
Oseaquesif; = (Bi1,. . .,Pin), entonces
Byy - Big
T, ««-,x)=1I[x1, ..., xm ]| ¢ :
Bml an

Esta es una descripcion muy explicita de la transformaciéon lineal. (Hoffman vy
Kunze, 1973, p. 70)

2.9.1. Representacion de Transformaciones por Matrices

Sea IV un espacio vectorial de dimensién n sobre el cuerpo F, y sea W un espacio
vectorial de dimensién m sobre F. Sea 8 ={a;, ... ,a,}unabaseordenadade W .SiT
es cualquier transformacion lineal de V en W, entonces T esta determinada por su efecto
sobre los vectores a;. Cada uno de los n vectores Ta; se expresa de manera unica como

combinacion lineal

m
Ta; = Z Aij Bi
i=1

De los B;, los escalares Ay;, . . ., A, son las coordenadas de Ta; en la base

ordenada ?B,. Por consiguiente, la transformacion T esta determinada por los
mn escalares de A;; en la expresion. La matriz m x n, A, definida por

A(L)) = A
se llama matriz de T respecto al par de bases ordenadas By B'. La tarea inmediata es

comprender claramente cdmo la matriz A determina la transformacioén lineal T.

Si a= xya,+ ...+x, a, €S un vector de V, entonces
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(Hoffman y Kunze, 1973, p. 86)

2.9.2. Transpuesta de una Transformacién Lineal

Sean V y W espacios vectoriales sobre el cuerpo F. Para toda transformacién
lineal T de V en W. Existe una Unica transformacion lineal Tt de W™ en V* tal que
(T*g)(x) = g (Ta)
Para todo g de W*ytodo a de V. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 111)

Ejemplo 11

Sean W = F™" | el espacio de todas las matrices n x n sobre F. Entonces w es isomorfo a

F™ de un modo natural, se sigue, pues, Ejemplo 1, que la igualdad

Jk
Define un producto interno sobre W. Ademds, si se introduce la matriz transpuesta
conjugada B*, donde B*j, = Bj,. Se puede expresar este producto interno sobre F™*", en

términos de la funcion traza:

(A-B)=tr (AB*) =tr (B*A)

En efecto,
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tr(AB) = ) (AB")
J

DRI
k

J
DN
J Kk
Ejemplo 12

F™1 ¢| espacio de las matrices (columnas) n x 1 sobre F, y sea Q una matriz inversible

nxn, sobre F. Para X,Y en F™! se hace
X Y=Y Q0X

Se identifica la matriz 1 X 1 del segundo miembro con su solo elemento. Cuando

Q es la matriz unidad, este producto interno es esencialmente el mismo del ejemplo 1, se

llama el producto interno canénico sobre F™1 . (Hoffman y Kunze, 1973, p. 269)

Ejemplo 13

Por el siguiente método se pueden construir nuevos productos internos a partir de
uno dado. Sean V y W espacios vectoriales sobre F y supongase que (| ) es un producto
interno sobre W. Si T es una “transformacion lineal” no singular de V en W, entonces la

igualdad
pr(a,p) = (Ta|TB)

Define un producto interno p sobre V. El producto interno del ejemplo 3 es un

caso especial de esta situacion. También lo son los siguientes:
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(&) Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y sea

B={a1, az .. . an}
Una base ordenada de V. Sean ¢;, . . . €, los vectores de las bases candnicas
en F", y seaT la transformacion lineal de V en F" tal que Ta; =¢;, /=1, ...,n. En

otras palabras, sea T el isomorfismo natural de VV sobre el producto interno canénico sobre

F™, entonces

n

pr ijaj' ZYRak = Z Xiyj
K

J j=1

Asi para cada base para VV existe un producto interno sobre V con la propiedad de
que (aj|ak); en efecto, es facil ver que existe exactamente uno solo de tales productos

internos. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 270)

2.10. Nociones de Funcion Lineal
Si VV es un espacio vectorial sobre el cuerpo F, una transformacion lineal f de V en
el cuerpo de escalares F se llama también un funcional lineal sobre V. Si se comienza desde

el principio, esto quiere decir que f es una funcion de V en F, tal que

f(ca+B)=cf(a) + f(B)

para todos los vectores a y § de V y todos los escalares ¢ de F. El concepto de funcional
lineal es importante para el estudio de los espacios vectoriales de dimension finita, pues
ayuda a organizar y clarificar el estudio de los subespacios, las ecuaciones lineales y las

coordenadas. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 96)

Ejemplo 14
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Sea F un cuerpo y sean a4, . . . ,a, escalares pertenecientes a F. Definase una funcién

f en F™ por
fl, oo, xn) = agxy + o+ apxy,.

Entonces f es una funcion lineal sobre F™. Es el funcional lineal representado por la

matriz [a;, .. .,a,] respecto a la base ordenada candnica de F" y la base de F:

ajzf(ej), j=1, ...,n

Toda funcion lineal sobre F" es de esta forma para ciertos escalares

a;, .. .,a,.Ello se sigue de la definicion de funcional lineal, ya que definimos

a; = f(€;) y empleando la linealidad.

f(xl, ...,Xn)zf ijej

J

= Exff(ej)

J
=2ja;€;
(Hoffman y Kunze, 1973, p. 97)
2.10.1. El Espacio de Funciones de un Conjunto en un Cuerpo
Sea F cualquier cuerpo y sea S cualquier conjunto no vacio. Sea V el conjunto de

todas las funciones de S en F. La suma de dos vectores f y g de V es el vector f + g; es

decir, la funcién de S en F definida por

(f+9) () =f(s)+4g(s).

El producto del escalar c y la funcién f es la funcion c¢f definida por
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(cf)(s) = cf(s).
2.10.2. El Espacio de las Funciones Polinomios sobre el Cuerpo F

Sea F un cuerpo y sea V el conjunto de todas las funciones f de F en F definidas

en la forma
f(x) = co+ cyx+ -+ cpx™
Donde cy, ¢4, .., ¢, Son escalares fijos de F (independiente de x). Una funcion de este tipo
se llama funcién polinomio sobre F . Sean la adicion y la multiplicacién de escalares. Se
debe observar que si f y g son funciones polinomios y c esta en F, entonces f + g y c¢f son
también funciones polinomios. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 31)
2.11. Nociones de Espacios Duales
Si V es un espacio vectorial, el conjunto de todos los funcionales lineales sobre V

forman, naturalmente, un espacio vectorial; es el espacio L(V, F). Se designa este espacio

por | y se le llama espacio dual del V:

V* = L(V,F).

Teorema 4
Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo F y sea

B = { x1,X2, X3} una base de V. Entonces existe una Unica base dual
B* ={f1,. .. ,fn} deV*talque fi(a;) = &;;. Para cada funcién lineal f sobre

V se tiene

f= if(“j)fi

Y para cada vector a de V se tiene

a= zn: fila)a;.
i=1
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(Hoffman y Kunze, 1973, p. 98)
2.11.1. Espacio Dual
Sea [a, b] un intervalo cerrado del eje real y sea C([a, b]) el espacio de las

funciones reales continuas sobre [a, b]. Entonces

b
L@ = [, 9@ dtf
Define un funcional lineal L en C([a, b]).

Si V es de dimension finita se puede obtener una descripcion muy explicita del

espaciodual V*. Por la definicién de dimensién se conoce acerca del espacio vectorial V' *:

dim V* =dimV.
Sea®B ={a1, a,.. .,qy} unabase de V. Existe para cada i una funcién lineal tnico
fi en V tal que
fia;) = &;

De esta forma se obtiene de 8B un conjunto de n funcionales lineales distintos,
fir- -« o, fn soObreV.

Estos funcionales son también linealmente independientes, pues supéngase que

f= Zn: cif
=1

Entonces

f(a) = ef (@)
i=1
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En particular, si f es el funcional cero f(a;) =0 para cadaj y por tanto los

escalares cjson todos ceros.

Entonces los f;, ..., f, son n funcionales linealmente independientes, y como

* .. . .z
se sabe que V'™ tiene dimension n, deben ser tales que

E 3
B = {fl, ...,fn} es una base de V™.

Esta base se llama base dual de B. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 98)

2.12. Nociones de Producto Punto o Escalar
Las magnitudes en los conceptos geométricos de longitud, distancia y angulo en R3
término de vectores pueden ser descritas usando la idea de producto punto entre dos

vectores sean,

X1 B4
X V2
a= ;2 y B= :
xn yTl

el producto punto v se define mediante:

(alB) = x1y1 + x2Y2 + X3Y3** + Xp

Geométricamente, este producto escalar es el producto de la longitud de «, la longitud
de B y el coseno del angulo entre a« y B. Es, por tanto, posible definir los conceptos

geométricos de longitud y angulo en R3 por la definicion algebraica de un producto escalar.

En pocas palabras, a|B es la suma de los productos de los componentes
correspondientes de a y de B, entonces para que dicho producto esté definido, ambos
vectores deben tener el mismo nimero de componentes. El resultado de realizar esta

operacién es un escalar, por esto a|f también es conocido como producto escalar canénico
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de a y B. El producto punto de vectores en es un caso especial de producto interno que se

llama espacio vectorial euclideo usual R".

2.12.1. Propiedades del Producto Punto
Sea F el cuerpo de los numeros reales, o de los complejos, V un espacio vectorial
sobre F. Un producto interno sobre V es una funciéon que asigna a cada par ordenado de
vectores, a, B de V un escalar (a|B) de F de tal modo que para cualesquiera a, B,y de V

y todos los escalares c.

1) (a+Bly) = (aly) + Bly);
2) (calp) = c(al|p);
3) (Bla) = c(alp); conjugaciéon completa
4) (ala)>0, sia#0.
Debe observarse que las condiciones (1), (2) y (3) implican que
5) (alcB +7v) =e(alB) + (aly). (Hoffmany Kunze, 1973, p. 269)
Ejemplo 15

Sea F™ existe un producto interno que se llama “producto interno candnico”. Esta

X1 V1
definido sobre a = x2 y B= yz por (alB) = X;x;y;.
xTL yn

Si F = R puede escribirse (a|p) = X x;y;.
2.12.2. Expresion del Producto Escalar

En el espacio vectorial V = M, de las matrices reales de tamafio n x n, se puede

definir un producto escalar de dos matrices A = [a;;] B = [b;;| mediante

(A,B) = traza (A B')
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Vemos que para esta forma de definir (4, B) se verifican los tres axiomas del producto

escalar:
e (A,B)= X;ja;jb;j = (B, A)
o (M+1A,B)=Y;j(Aa;;+2 a'yj) by =4 Yijaijbij+A Tay; =
(A, B) + X (A, B)
o (AA)=Ya;bj=Y;a*;>0savosi4d=[a;]=0
Sea V un espacio vectorial euclideo. Sila dimV = n, si (&, e,, - &,) €s una base
de V y si se conocen los n? productos escalares ¢; - ej (para i,j = 1,2,---,n), entonces el

producto escalar x * y, de dos vectores cualesquiera x, y, €V, igual a:

=& & @(,j=12.,n

= [gi}-] matriz nxn
Donde (x;, ...,%y) e (¥1,-.,¥,) son las coordenadas de Xey yXeY son sus
columnas de coordenadas. La matriz G = [gij] , que se llama matriz métrica (o de Gram)

del producto escalar en la base dada, es una matriz simétrica positiva.

Al realizar un cambio de base, llamado P a la matriz del correspondiente cambio de

coordenadas ( X = PX '), la matriz métrica en la nueva base es la

G =P GP (Gy G congruentes) (Burgos, 1997, p.256)
Sea V espacio vectorial, y cuando se desee especificar el cuerpo, se dira que V es
un espacio vectorial sobre el cuerpo F. El nombre vector se da a los elementos del

conjunto ¥V mas bien por conveniencia.

Teorema 6
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Sea V un espacio de dimension finita sobre el cuerpo F y sea T un operador lineal
sobre V. Entonces T es triangulable si, y solo si, el polinomio minimal de T es producto de
polinomios lineales sobre F.

2.12.3. Signo
Signo:
Se define el signo de una permutacion por

1, sio espar
—1, sioesimpar

sgno = {
representando aqui el simbolo 1 el entero 1. Para las funciones deterministicas en
particular, si D es una funcion deterministica D (€51, . . . ,€4n) = (—1)™. (Hoffman y
Kunze, 1973, p.151)

Teorema 7

Sean V un espacio vectorial de dimensién n sobre el cuerpo F, y W un espacio
vectorial de dimensién m sobre F. Sean B una base ordenada de V y B una base

ordenada de W. Para cada transformacion lineal T de V en W, estd una matriz m x n, 4,

cuyos elementos pertenecen a F, tal que

[Talg = Alag]

Para todo vector « en V. Ademés, T — A es una correspondencia biyectiva entre el
conjunto de todas las transformaciones lineales de IV en W y el conjunto de todas las

matrices m x n sobre el cuerpo F. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 87)
2.12.4. Espacio de Producto Interno
Un espacio producto interno es un espacio real o complejo junto con: un producto

interno definido sobre ese espacio.
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Un espacio producto interno real de dimensién finita se llama a menudo espacio
euclidiano. Un espacio con producto interno complejo se llama a veces espacio unitario.

(Hoffman y Kunze, 1973, p. 275)

2.12.4.1. Propiedades
Si V es un espacio producto interno, entonces para vectores, 8 cualesquiera de V' y

cualquier escalar c.

i leall = llclllall

ii. |a]l > 0paraa #0

i. (Pl < llall Bl
iv. le+ Bll < llell + Bl

Demostracion

Las afirmaciones (i) y (ii) se desprenden casi inmediatamente de las varias

definiciones vistas. La desigualdad en (iii) es claramente valida para a =0. Si a # 0,

hagase y=8- (”i Ill? a

Entonces, (y|la) =0y

o< Iyir=@-Eda| p-L2a)

llrll?

_ _ (Bla) (alB)
_ @B
= llall® = =

Luego, |(a| B)I* < |lall? lIB]|?. Ahora usando (c) se tiene que

e + BII? = llall* + Cal B) + (Bla) + lIBII?
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= llall*+ 2R (al p) + lIBII?

A

< llall®+ 2 llall Il 81l + 118112
= (llall + 181D
Conloque [la+ Bll < llall Il All-

La desigualdad en (iii) se llama desigualdad de Cauchy-Schwarz y tiene una n

muestra que si (por ejemplo), es cero, entonces

|(al®)| < llall 3]l amenos que

(Bl
F=Talz @

Asi, la igualdad se tiene en (iii) si, y solo si, @ y 8 son linealmente dependientes.

(Hoffman y Kunze, 1973, p. 275).
Ejemplo 16

El vector (x,y)de R? es ortogonal a (—y,x) con respecto al producto interno

canonico; en efecto, [(x, y)|(—y,x)] = —xy + yx = 0.

2.12.5. Nociones de la Forma Cuadratica
Un producto interno sobre un espacio vectorial, real o complejo esta determinado

por la llamada funcién de la forma cuadratica determinada por el producto interno. Para
definirla, primero se representa la raiz cuadrada positiva de (a|a) por ||«|| ; llamada “norma”
de a respecto al producto interno, en un espacio vectorial real o complejo. Por ende, es

apropiado pensar en la norma de a@ como la longitud o magnitud de «.

La forma cuadratica determinada por el producto interno es la funcion que asigna

a cada vector a el escalar ||a||?. Se sigue de las propiedades del producto interno que
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lle + BII> = llall* + 2 Re (a|B) + lIBII?

Para todos los vectores a y 8. Asi
(@lp) = 7 lla + BIIZ = lla— pI2.
En el caso de los complejos se expresa
(@|B) = lla+ BIZ =lla = BI? + 5l + il = <lla — iBII2.

Las igualdades son llamadas las identidades de polarizacion puede también ser escrita de

o 1 . .
la siguiente manera: (a|B) = ZZfl:l i" |la + "Bl

(Hoffman y Kunze, 1973, p. 271)

Las propiedades obtenidas anteriormente son validas para cualquier producto
interno sobre un espacio real o complejo V, independientemente de su dimensién. Se vuelve
al caso en que V es de dimension finita.

Como es de pensarlo, un producto interno en un espacio de dimension finita puede
ser descrito siempre en términos de una base ordenada por medio de una matriz.
Supdéngase que V es de dimensidn finita, de modo que

B={aq, az, .. ., ap}
es una base ordenada de V y que se tiene dado un producto interno particular sobre
V; se vera que el producto interno esta completamente determinado por los valores
G = (axl a;)

que tienen los pares de vectores en B. Si a = Y, x,a, ¥y B = X yja;, entonces

(alf) = (Z X ﬁ)

k
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= i (@l )
k
= z Xk zyj(aﬂ a;)
r
=Zﬂj0jkxk

Jj.k
= Y*GX.

donde X,Y son las matrices de coordenadas de a y 8 y en la base ordenada 8B,y G es la
matriz con elemento Gy, = (ax| ;).

Se llama a G la matriz del producto interno en la base ordenada B. Entonces
G = G*; sin embargo, G es una clase de matriz hermitica mas bien especial.

(Hoffman y Kunze, 1973, p. 272)

En efecto, G debe satisfacer, ademas, la condicion

X*GX >0, X+ 0.

En particular, G debe ser inversible. En forma mas explicita dice que para los

escalares x4, . .. ,xy, no todos nulos,

= ijG]‘ka >0

ik

con esto se observa inmediatamente que cada elemento de la diagonal de G debe ser

positivo.

El proceso anterior es reversible; esto es, si G es cualquier matriz n x n sobre F que

satisface X*GX > 0, X # 0 y satisface la condicién de que G = G*, entonces G es la
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matriz n x n en la base ordenada % de un producto interno sobre V. Este producto interno

este dado por
(a|p) =Y"GX
donde X e Y son las matrices de coordenadas de a y 8 en la base ordenada 8.
(Hoffman y Kunze, 1973, p. 272)

2.13. Vector Ortogonal
Sean a y B vectores de un espacio producto interno V. Entonces a es ortogonal a
B si (a|B) = 0; como esto implica que B es ortogonal a @, a menudo solo se diraque a y 8
son ortogonales. Si S es un conjunto de vectores de V, se dice que S es un conjunto

ortogonal siempre que todos los pares de vectores distintos de S sean ortogonales.

Un conjunto ortonormal es un conjunto ortogonal S con la propiedad ademas de que
|la|]| = 1 para todo a de S. El vector cero es ortogonal a todo vector en V' y es el Unico vector
con esa propiedad. Es apropiado pensar un conjunto ortonormal como conjunto de vectores

mutuamente perpendiculares que tienen longitud 1.
(Hoffman y Kunze, 1973, p. 66)
Teorema 8
Un conjunto ortogonal de vectores no nulos es linealmente independiente.
(Hoffman y Kunze, 1973, p. 277)
Corolario 2

Si un vector § es combinacion lineal de una sucesion ortogonal de vectores no nulos «a;,

a,,. . .,a, entonces B es igual a la combinacion lineal particular
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B = Xk=1 (ﬁ!{i;‘) . (Hoffman y Kunze, 1973, p. 277)

Teorema 9
Sea VV un espacio con producto interno y sean f;, ... , B,vectores independientes
cualesquiera de V. Entonces se pueden construir vectores ortogonales a4, ... ,a,,enV

tales que paracada k = 1,2,...,n el conjunto

lar, .. o)

sea una base del subespacio generado por 84, ... , Bx. (Hoffman y Kunze, 1973, p. 278).

Corolario 3

Todo espacio con producto interno de dimensién finita tiene una base ortonormal.

En esta seccién se define el cddigo R lenguaje de programacién estadistica cada
uno de sus algoritmos, propiedades y caracteristicas importantes para la programacioén y

evolucion de la innovadora tecnologia biomédica.

2.14. Cédigo R en el Lenguaje de Programacion Estadistico

2.14.1 ;Qué es R?
Es un lenguaje de programacién interpretado, de distribucién libre, bajo Licencia
GNU, y se mantiene en un ambiente para el computo estadistico y grafico. Este software
corre en distintas plataformas Linux, Windows, MacOS, e incluso en PlayStation 3.

(Sepulveda & Farfan, 2014, p.7)

El término ambiente pretende caracterizarlo como un sistema totalmente
planificado y coherente, en lugar de una acumulacién gradual de herramientas muy
especificas y poco flexibles, como suele ser con otro software de analisis de datos.

(Sepulveda & Farfan, 2014, p.7)
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2.14.2. Los Datos y sus Tipos
Todas las cosas que manipula R se llaman objetos. En general, éstos se construyen
a partir de objetos mas simples, que se clasifican en cinco clases a las que se denomina

atomicas y que son las siguientes:

e character (cadenas de caracteres)

e numeric (nUmeros reales)

e integer (nUmeros enteros)

e complex (nUmeros complejos)

e logical (Iogicos o booleanos, que solo toman los valores True o False).

En el lenguaje, sin embargo, cada una de estas clases de datos no se encuentran
ni se manejan de manera aislada, sino encapsulados dentro de la clase de objeto mas
basica del lenguaje: el vector. Un vector puede contener cero o mas objetos, pero todos
de la misma clase. En contraste, la clase denominada list, permite componer objetos
también como una secuencia de otros objetos, pero, a diferencia del vector, cada uno de

sus componentes puede ser de una clase distinta. (Sepulveda & Farfan, 2014, p.13)

2.14.3. Los Datos Numéricos
El lenguaje agrupa estos datos en tres categorias, a saber: numeric, integer y
complex, pero cuando se introduce algo que puede interpretar como un numero, su
inclinacion es tratarlo como un dato de tipo numeric, es decir, un numero de tipo real, a no

ser que explicitamente se indique otra cosa como:

x < -2

print(x)
##[1] 2
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class(x)
## [1] “numeric”
6

x <-—=
2

##[1] 3
class(x)
## [1] “numeric”

(Sepulveda & Farfan, 2014, p.14)

Las dos asignaciones que se hacen, mediante el operador de asignacion, < —, a

la variable x, es de los enteros 2 y 3 respectivamente. Sin embargo, al preguntar, mediante
la funcion class( ), cudl es la clase de x, la respuesta es numeric, esto es, un numero
real. Para asignar explicitamente un entero, integer, a una variable, se agrega la letra L al

final del numero, como sigue:
x < —23L; print(x)
## [1] 23
class(x)
## [1] "integer”

Aqui la variable x tendrd como valor el entero 23.
Como una nota adicional del lenguaje, nétese que se han escrito dos expresiones de R en

un mismo renglén. En este caso, las expresiones se separan mediante ’;’.

.y . e s 6 .
Para lograr que una expresion, como la operacion de division >» arroje como

resultado un entero, se tiene que hacer una conversion; ello se logra mediante la funcion

as.integer, cComo sigue:
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6
x < —as.integer (E)' print(x)

##[1] 3
class(x)
## [1] "integer”
(Sepulveda & Farfan, 2014, p.14)

Los numeros complejos, complex en el lenguaje, tienen una sintaxis muy
particular; misma que se tiene que emplear para indicar explicitamente que un numero

introducido corresponde a ese tipo:

x <—=21+4+ 2i
y <—2i + 21
z<—-1+0i
tt < —sqrt(z)

print(x); print(y); print(z); print(tt)

##[1] 21 + 2
##[1] 21 + 2i
##[1] —1+0i
## 1] 0 + 1i

class(tt)
## [1] "complex"
En los ejemplos anteriores a la variable tt se le asigna el resultado de una funcién,

sqrt( ), que es la raiz cuadrada de el numero —1. Nétese que ésta es la forma correcta de
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calcular esa raiz, por ejemplo, sqrt(—1), hubiera arrojado como resultado un error.

(Sepulveda & Farfan, 2014, p.15)

También, existe un valor numérico especial, Inf, que representa el infinito y que puede

resultar en algunas expresiones, como:

< 1
<70
X
#4# [1] Inf
1
y Inf
y
##[1] 0

Finalmente, algunas operaciones pueden resultar en algo que no es un numero,

esto se representa por el valor NaN. Como sigue:

0
x < —0
X
## [1] NaN (Sepulveda & Farfan, 2014, p.15)

2.14.4. Vectores

Las clases atomicas de datos no se manejan de manera individual. En efecto, en
todos los ejemplos anteriores, el lenguaje ha creado implicitamente vectores de longitud 1,
y son esos los que se han asignado a las variables, por consiguiente:
x <-—-2
print(x)

## 1] 2
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Aqui, la impresion del valor de x tiene una forma muy particular: “[1]2”. El '[1]’ que
precede al valor, indica que se trata del primer elemento y Unico, en este caso, del vector

que se muestra.

Hay diversas maneras de crear vectores de otras longitudes, que, como se ha dicho
antes, son secuencias de objetos de la misma clase atdbmica. (Sepulveda & Farfan, 2014,
p.16)

2.14.4.1. Creacion de Vectores a partir de Archivos de Texto - la Funcién
Scan( )

La primera manera de crear vectores es a partir de los elementos individuales que

compondran el vector. Para esto se utiliza la funciéon c¢( ) como se muestra a continuacion.
c(4,2,-8)

##[1]42 —8

u < -—-c(42,-8)
c(4,2,-8) > v

assign( ,c(4,2, —8))
p = c(4,2,-8)

print(u); print(v); print(w); print(p)

##[1]42 —8
##[1]42 —8
##[1]42 —8
##[1]42 —8

(Sepulveda & Farfan, 2014, p.16)
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La funcién c( ) sirve para concatenar varios elementos del mismo tipo. En todos
los ejemplos mostrados, la impresion del vector se hace en un renglén que comienza con
el simbolo ’'[1]’, indicando con ello que el primer elemento del renglén corresponde al primer

elemento del vector.

2.14.4.2. Creacion de Vectores a partir de Secuencias y otros Patrones
Un vector, inicializado en ceros, o FALSE, y de longitud determinada, se puede crear
con la funcion vector( ). Es esta misma funcién la que permite crear vectores sin

elementos, a continuacion:

v < — vector(integer, 0)

v Un vector de enteros sin elementos

## integer(0)

w < — vector(numeric, 3)

w Un vector de tres ceros

##[1]1000

u < — vector(logical, 5)

u Un vector de 5 FALSE

## [1] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE (Sepulveda & Farfan, 2014, p.18)
El operador ’:’ permite generar un vector entero a partir de una secuencia creciente o

decreciente de enteros, cuyos extremos se indican, tal como se muestra en seguida:

1:3

##[1]123
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v <—40:13

print(v); class(v) El vector y su clase

## [1] 40 39 38 37 36 35 34 33 32 31 30 29 28 27 26 25 24 23
##[19] 222120191817 16 1514 13
## [1] "integer”

Nétese que el desplegado o impresion del vector v, se ha tenido que hacer en dos
renglones. Cada uno de esos renglones comienza, indicando entre corchetes [ ], el indice
del primer elemento en el rengldon. El alcance del operador ’:” no se limita, sin embargo, sélo
a numeros enteros, como:

v < —pi:6

print(v); class(v)

##[1] 3.142 4.142 5.142
## [1] "numeric"

pi simboliza el valor de la constante matematica = '3.1416, y la secuencia de
numeros reales que se produce es con incrementos de 1 a ese valor hasta mientras

que no se rebase el limite superior, 6, en este caso.

Por otra parte, este operador es un caso particular de la funcion seq( ) que permite

generar una mayor variedad de secuencias numéricas, a continuacion:

v < —seq(from = 5,to = 15,by = 2)

print(v)

## (11579111315 (Sepulveda & Farfan, 2014, p.19)
2.14.4.3 Acceso a los Elementos Individuales de un Vector

Dentro de un vector, sus elementos se pueden identificar mediante un indice

entero, que en el caso de este lenguaje empieza con el 1 asi,
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v < —c¢(8,7,-3,2,182)

v[5]
## 1] 182

print(v[1]); print(v[3])

##[1] 8 #
#[1] -3

v[4] + v[2]

##[1] 9

Primeramente, se ha accedido al quinto elemento, mediante v[5] ; si el intérprete de
R se esta usando interactivamente, el valor de ese elemento, 182 , se imprime

implicitamente. Luego se manda imprimir explicitamente, los elementos 1 y 3 del vector.

Finalmente, se suman los elementos 4 y 2 del vector; el resultado de esa operacion
se imprime implicitamente, es decir, de manera automatica, si la operacion se solicita al
intérprete en su modo interactivo. El acceso a los elementos individuales de un vector no
solamente es para consulta o lectura, sino también para su modificacién o escritura,

Supdngase que se tiene el registro de cantidades de ciertas frutas en un vector, como:

frutas < —c(15, 100, 2, 30)
frutas

##[1]15 100 2 30 (Sepulveda & Farfan, 2014, p.20)
Supdngase ahora que se quiere asociar esos valores con el nombre de la fruta

correspondiente:

names(frutas) < — c(naranja, pera, manzana, durazno)

Si ahora se manda desplegar el vector:
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Frutas

## naranja pera manzana durazno

## 15 100 2 30 (Sepulveda & Farfan, 2014, p.21)

2.14.4.4. Operaciones Sencillas con Vectores
Las operaciones aritméticas mas comunes estan definidas para vectores: la suma,
la resta, la division y la exponenciacion, todas ellas se definen elemento a elemento entre

dos vectores como:

v<-—-2+3
v
##[1]5
v <—c¢(2,3)— ¢(5,1)

v

##[1] —32

v <—1c¢(2,3,4)* c(2,1,3)

v

##[1]4312

v < —c(2,3,4)%

v

##[1]1894

En todos los casos, la operacion indicada se aplica elemento a elemento entre los dos

vectores operandos. (Sepulveda & Farfan, 2014, p.22)

2.14.5 Matriz
El punto de vista del lenguaje, una matriz es un vector con un atributo adicional:
dim. Para el caso de las matrices, este atributo es un vector entero de dos elementos, a

saber: el niumero de renglones y el numero de columnas que componen a la matriz.
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Las matrices también se pueden crear de manera flexible por medio de la funcién
primitiva matrix( ), que permite alterar la secuencia por default de armado de la matriz;

esto es, ahora, si se quiere, se puede armar la matriz por renglones en vez de columnas:

(m < —matrix(11:30, nrow = 5, ncol = 4, byrow = TRUE))

##  [1] [2][3] [4]

##[1,] 11 12 13 14.
##1(2,] 15 16 17 18.
##1[3,] 19 20 21 22.
##1[4,] 23 24 25 26.
##1[5] 27 28 29 30.

Adicionalmente, a los renglones y las columnas de una matriz se les pueden asignar

nombres, que pueden ser después consultados o usados como indices:

rownames(m) < — c(“uno”,”dos”,"tres”,”cuatro”,”cinco”)
colnames(m) < — c(“UNO”,”DOS”,”"TRES”,”CUATRO")
m
H# UNO DOS TRES CUATRO.
## uno 11 12 13 14 .
## dos 15 16 17 18.
## tres 19 20 21 22.
## cuatro 23 24 25 26.
## cinco 27 28 29 30. (Sepulveda & Farfan, 2014, p.28)

2.14.5.1. Data Frames.
Un data frame es una lista, cuyos componentes pueden ser vectores, matrices o

factores, con la uUnica salvedad de que las longitudes, o niumero de renglones, en el caso
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de matrices, deben coincidir en todos los componentes. La apariencia de un data frame

es la de una tabla y una forma de crearlos es mediante la funcion data. frame( ) . Como:
(m < - cbind(ord =1:3,edad = c(30L,26L,9L)))

## ord edad

##[1,] 1 30

##[2,] 2 26

##[3,] 3 9

(v <—¢(1.80,1.72,1.05))

##[1] 1.80 1.72 1.05

ff < —data.frame(familia = c(Padre, Madre, Hijo), m, estatura = v)

ff

H## familia ord edad estatura
## 1 Padre 1 30 1.80

HH 2 Madre 2 26 1.72

## 3 Hijo 3 9 1.05

Una gran ventaja de los data frames, es que R tiene diversas funciones para leery
guardar las tablas que representan, en archivos de texto, y otros formatos. (Sepulveda &

Farfan, 2014, p.41)

2.14.5.2. Matrices y Data Frames
Las matrices y los data frames, son estructuras bidimensionales; es decir, tienen
renglones y columnas, y por consiguiente, su comportamiento bajo el operador [ | es similar.
El acceso a los elementos individuales a estas dos estructuras consta de dos indices,

separados por una coma, en el operador, asi: x[i, j]; donde, x, es la estructura en cuestion,
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i, representa el numero o identificador de renglén y j, el niumero o identificador de columna.

Para las explicaciones y ejemplos que siguen se usaran las matrices y data frames que se

generan a continuacion:

(m < —matrix(11:30, nrow = 5, ncol = 4, byrow = TRUE))

##  [1] [2][3] [4]
##[1,] 11 12 13 14.
15 16 17 18.

)

##[2,]

##[3,] 19 20 21 22.
##1[4,] 23 24 25 26.
##1[5] 27 28 29 30.

)

df.mt < — as.data. frame (mt)

rownames(m) < — c(“uno”,”dos”, "tres”,”cuatro”,”cinco”

colnames(m) < — ¢(UNO, DOS, TRES, CUATRO)

m

H# UNO DOS TRES CUATRO.
## uno 11 12 13 14 .
## dos 15 16 17 18.
## tres 19 20 21 22.
## cuatro 23 24 25 26.

(Sepulveda & Farfan, 2014, p.53)
2.14.6. Funciones de Clasificaciéon, Transformacién y Agregaciéon de Datos
La riqueza de este lenguaje, sin embargo, esta en el manejo de cada una de las
distintas estructuras de informacioén, implementadas a través de las clases de datos
estructuradas, como vectores, factores,data frames, etc., como un todo a través de
funciones que las contemplan de esa manera.
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Las funciones de transformacion, clasificacién y agregacion de datos, se puede
comprender con el calculo del médulo o magnitud de un vector de numeros reales y el

célculo del promedio, o media, de un conjunto de datos provistos como un vector numérico.

2.14.6.1. Médulo o Magnitud

Dado un vector n-dimensional:
V = (v, Vy,..., 1)

su modulo o magnitud esta dado por:

La estructura del operador , Sirve para elevar a una potencia dada y la funcion sqrt( ),
extrae la raiz cuadrada, las operaciones aritméticas se pueden distribuir a lo largo de los
elementos de un vector, y esta es una caracteristica del lenguaje en la que se puede sacar
provecho; recurriendo adicionalmente a la funcién de agregacion sum( ), que toma como
argumento un vector y suma uno a uno sus elementos y entrega esa suma como resultado.

(Sepulveda & Farfan, 2014, p.70)

Entonces en R, la funcion modulo( ), se puede programar asi:

modulo0 < — function(v){sqrt(sum(v?))}

modulo0 < — function(v)sqrt(sum(v?))
modulo0(vv)

##[1]5.385
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Esta forma de programacion se apega mucho mas a la formula matematica.

2.14.6.2. La Media

Para el mismo vector, v, definido con anterioridad, la siguiente féormula sirve para

obtener la media:

<
Il
S|k
(NgE
S

'..
1l
Y

En un lenguaje de programacion, esto se haria asi:

La funcion a utilizar para generar a la muestra es runif (n, min, max) donde el
argumento n indica la cantidad de numeros aleatorios a generar min y max los
extremos inferiores y superiores del intervalo donde la variable uniforme esta
definida,

nums < —runif(32,10.5,40.8)

suma < —0 Iniciamos la suma como cero for (elt in nums)

{suma < —suma + elt # se agrega cada elemento }

( dio < suma )
promeato length(nums)

## [1] 28.66 (Sepulveda & Farfan, 2014, p.71)

2.14.6.3. La Funciéon accumulate = TRUE
La funcién entrega lo que la operacion da cada vez que se afiade un elemento del

objeto a la operacién validando los datos vectoriales de tal manera que estos sean
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equivalentes. Esta misma idea de operar con los elementos de los vectores, puede ser
llevada mas alla, a operar con los elementos de datos mas estructurados como pueden
ser las listas y los data frames. Para ello, el lenguaje cuenta con un conjunto de
funciones de transformacion, clasificacion y agregacion de datos, como se muestra a

continuacion:

b
if <-— ti ,b { t ( )}
mif function(a, b){ return|a M

miOp < — function(v)Reduce(mif,v)
miOp (vv)
## 1] 12

miOpV2 < — function(v)Reduce (function(a,b)a * , U, accumulate

a+b
= TRUE) miOpV2(vv)

##[1] -2 —612

El lenguaje cuenta con un conjunto de funciones de transformacion, clasificacion y

agregacion de datos. (Sepulveda & Farfan, 2014, p.73)

2.14.6.4. Operaciones Marginales en Matrices y la Funcion apply( )
Como objetos numéricos, las matrices resultan utiles para hacer diversidad de
calculos. Una de sus principales caracteristicas es que tanto sus renglones como sus
columnas pueden ser tratados como elementos individuales. De esta forma, hay
operaciones que se efectlan para todas sus columnas o para todos sus renglones; a estas

se les denominara operaciones marginales.
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El lenguaje tiene algunas de estas operaciones implementadas directamente, entre

ellas estan las funciones:
rowSums( ), colSums( ),rowMeans( )y colMeans( ).

A continuacién, se calcularan las sumas de las columnas de una matriz y los

promedios de sus renglones.

(mm < —rbind(5:9,  runif(5,10,20),  c(2,-2, 1,6,—8)))

#it L1 [L2]  [3]  [4] [S]
##[1,] 5.00 6.00 7.00 8.00 9.00
##[2,] 18.76 17.41 10.05 18.43 17.36
##[3,] 2.00 —2.00 1.00 600 —8.00

colSums(mm)

## [1] 25.76 21.41 18.05 32.43 18.36
rowMeans(mm)

##[1] 7.0 164 —0.2

Estas operaciones, que se tienen implementadas directamente, evitan mucha
programacion que se tendria que hacer con ciclos y operaciones individuales con los
elementos de la matriz. El lenguaje provee ademas la posibilidad de construir el mismo tipo
de operacion marginal para el caso general de cualquier funcion, mediante la funcion
apply( ). Por ejemplo, la funcién sd( ), calcula la desviacién estandar para un conjunto

de numeros dados como un vector numerico. (Sepulveda & Farfan, 2014, p.75)
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2.14.6.5. Estructura Formal de una Funcién

R trata las funciones practicamente igual que cualquier otra variable. Asi, ellas se
pueden manipular de manera semejante a como se hace con otros objetos de R: se pueden
pasar como argumentos de otras funciones, se pueden regresar como el valor final de una
funcién, se pueden definir en el interior de otra funcidn, etc. Para crear o definir una funcion,
se emplea la directiva “function”, en general, asociandola con un simbolo mediante una
operacién de asignacién, como se muestra en la Figura.2. Esta directiva, tiene dos partes,
la definicion de los argumentos formales de la funcién, y el cuerpo de la funcién. El cuerpo

de la funcién esta constituido por una o mas expresiones validas del lenguaje.

Figura 2. Definicion de la funcion

Simbolo asociado

’f' con la funcion

f <- function( <Argumentos>

<valor> \ Cuerpo de la
funcion

expresiones

Valor que regresa

la funcion

Tomada de: “El arte de programar en R: un lenguaje para la estadistica”. Santana
Sepulveda, S., & Mateos Farfan, E. 2014. P.88.

2.14.6.6. Revision de los Argumentos de una Funcién
Una vez definida una funcién, hay dos funciones de R que permiten revisar su lista
de argumentos formales, a saber: args( )y formals( ). En el siguiente cddigo se ve el

comportamiento de cada una de ellas.
args(MiFunc.v2)

## function (x,yyy,z = 5,t)
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## NULL

(ar <-—fbrnuﬂs(NﬁFunav2))

## $x
##
H#it

## Syyy
H#

##

## $z
## [1] 5
##

## $t

ar$z

## [1] 5

La funcién args( ), entrega lo que seria el encabezado de la funcién, desprovisto
de su cuerpo; practicamente, permite ver la lista de argumentos de la funcion tal como fue
definida. Esta funcion le resulta util a un usuario del lenguaje para revisar la lista de

argumentos de cualquier funcién. (Sepulveda & Farfan, 2014, p.91)

La funcién formals( ), digiere un poco mas la informacion ya que entrega una lista
con cada uno de los argumentos formales y los valores asignados por omisién. Esta funcion
le resulta mas util a un programador que desea manipular esta lista. En efecto, esta lista es
una clase de objeto de R conocido como “pairlist”, cada uno de cuyos elementos tiene, por
un lado, como nombre el nombre de uno de los argumentos y como valor, el valor
correspondiente por omision, sin evaluar aun. Estas funciones resultan utiles para revisar
los argumentos de funciones de biblioteca, que pueden ser muchos, y sus valores por
omision.
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Si se quiere revisar esto para la funcion Im( ), que se usa para ajustes lineales,

se puede hacer con:

args(lm).

## function (formula, data, subset, weights, na.action,

## method = "qr",model = TRUE,x = FALSE,y = FALSE,

## qr = TRUE,singular.ok = TRUE, contrasts = NULL,

## of fset, ...)

## NULL (Sepulveda & Farfan, 2014, p.92)

R mantiene por separado los espacios de nombres de las funciones y de todos los otros
objetos que no son funciones. De este modo, se pudiera definir un simbolo “t”, asociado a

un vector, por ejemplo, y aun asi tener acceso a la funcién t( ), veamos:

t <—c¢(1,23)
t(mx)
##  [1] [2]
##[1,]14 5
##12,]16 7
t
##[1]123

2.14.6.7. Reglas de Alcance

Se refieren a la forma como el lenguaje resuelve la asociacién entre una variable o
simbolo libre y su correspondiente valor. En una funcién, una variable libre es aquella que
no se ha definido en el cédigo de esta, y cuyo valor, sin embargo, se solicita, al incluir su

nombre o simbolo correspondiente, como la figura 3.
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Figura 3. Tipos de simbolos en el interior de una funcién
MiFunc <- function(x,y) {

re- x*y + W
} ‘\ Variable Libre

Argumentos (formales)

Variable Local

Tomada de: “El arte de programar en R: un lenguaje para la estadistica”. Santana
Sepulveda, S., & Mateos Farfan, E. 2014. p.98.

Para asociar las variables libres con un valor, R utiliza lo que se conoce como
alcance léxico . En este tipo de alcance se establece que los valores de las variables se
buscan en el ambiente en el cudl la funcion se defini6. Como se puede intuir de lo dicho
antes, un ambiente es una coleccién de pares, donde, por ejemplo, un simbolo podria ser
MiSimbolo, y su valor 5, 0 el simbolo t y su valor el vector(1, 2, 3). Ahora bien, en R los
ambientes se organizan en una jerarquia; esto es, cada ambiente tiene un ambiente padre
y a su vez puede tener cero o0 mas hijos. El Unico ambiente que no tiene padre es el

ambiente vacio, que se encuentra en lo mas alto de la jerarquia.

Asi pues, el lugar dénde R buscara el valor de una variable libre, dependera del
lugar dénde se encuentre escrito el codigo de la funcidn en el que se hace referencia a ella.
Por ejemplo, el caso de la funcién que se ha mostrado en la figura. 3, y veamos la diferencia

en el valor que tomara la variable “w”, al insertar el cédigo de la funcién en distintas partes.
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Figura 4. Jerarquia en los ambientes de las funciones

W 5 w 5 4

ff function ff function
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»
£ MiFunc <  function(x,y :
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53 £ Ed
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MiFunc function(x,y ] 3 w 3
r X'y + w gE MiFunc(2,5
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r 53
£
=

ff

ff

(A) (B)

Tomada de: “El arte de programar en R: un lenguaje para la estadistica”. Santana
Sepulveda, S., & Mateos Farfan, E. 2014. P.99.

La Figura. 4 muestra la insercién de la misma funcion, MiFunc( ), en dos distintas partes
del cédigo global. La jerarquia de los ambientes es diferente en cada caso: en la situacion
marcada como (A), el ambiente global tiene dos hijos el correspondiente a la funcion ff( )
y el correspondiente a MiFunc( ), mientras que en la situacion (B), el ambiente global tiene
un solo hijo, el ambiente correspondiente a la funcion ff( ), que a su vez tiene un hijo, el
correspondiente a la funcion MiFunc( ).Una nota adicional aqui es que una funciéon puede
ser definida en el interior de otra funcién y eso es precisamente lo que ilustra la situacion
(B) de la figura. Para resolver el valor de “w”, o sea de una variable libre, en cualquier caso,
R busca primero en el ambiente de la misma funcién, si no encuentra el simbolo ahi,
procede a buscar en el ambiente padre, y asi lo sigue haciendo con todos los predecesores
(Sepulveda & Farfan, 2014, p.92) hasta encontrar una asociacién. Si en este proceso, llega
al ambiente vacio sin encontrar una asociacién posible, el lenguaje emitira un mensaje de
error. En el cédigo que sigue se muestra el comportamiento de R las situaciones mostradas

en la Figura 4, y se afade una situacion mas para ejemplificar lo que se ha explicado aqui.
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w<-5
ff <—function( Y{w < -3 MiFunc(2,5)}
MiFunc < — function(x,y){r <—xx*xy + wr}

ffC )
#4# [1] 15

En este caso, a pesar de que en el interior de la funcién ff( ) se ha definido un valor para
w de 3, el lenguaje ha resuelto, de acuerdo con la regla explicada previamente, que el valor
dew en MiFunc( ) es el del ambiente global, esto es, 5, y por ello el resultado que se

despliega es 15. (Sepulveda & Farfan, 2014, p.99)

2.14.6.8. Grafico de la Funcion
2.14.6.8.1. La funcion mas Basica de Graficacion: plot( )
Se elaborara también una funcion particular, como se hizo para el método anterior,

gue pueda ser graficada mediante la funcion curve( ), de la siguiente manera

dgammaXX < — function(x){ dgamma(x, shape = ff$estimate[[1]], scale
= ff$estimate[[2]])}

(Sepulveda & Farfan, 2014, p.122)

Ahora se procede a hacer la grafica comparativa con las dos curvas como sigue:

curve(dgammaX, col = "green",lwd = 2,
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ylab = "Densidad",
ylim = ¢(0,0.012),
xlim = ¢(0, max (pp$Precip)))

curve(dgammaXX, col = red,lwd = 2,add =T)

(Sepulveda & Farfan, 2014, p.122)

Figura 5. Comparacion de dos métodos de ajuste de la curva de densidad de
probabilidades

Metodo parametros
— —— Metodo max simil

Densidad

0.000 0.004 0.008 0012

T T T T T T
o} 50 100 150 200 250

X

Tomada de: “El arte de programar en R: un lenguaje para la estadistica’.
Santana Sepulveda, S., & Mateos Farfan, E. 2014. p.123.

legend ("topright”,
c(Metodo parametros, Metodo max simil),

lwd = 2,col = c("green","red"))

La funcion mas simple para graficar es plot( ). Antes de explicar sus posibilidades,

veremos qué es lo que hace en el caso mas sencillo. Del ejemplo anterior

plot(pp$Precip)
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Figura 6. Un sencillo grafico de dispersiéon

o 10 20 30 40

Inde:

iqueta del e
x*, in

Tomada de: “El arte de programar en R: un lenguaje para la estadistica”. Santana
Sepulveda, S., & Mateos Farfan, E. 2014. p.126.

El resultado de la operacion anterior se puede ver en la Fig. 6., con algunas
anotaciones acerca de los valores que ha tomado el lenguaje por omision. En la funcion
plot( ) toma como argumentos dos vectores de la misma dimension, uno para los valores
de las abscisas, x, y otro para los valores de las ordenadas, y. Sin embargo, cuando se
omite uno de ellos, el lenguaje entiende que las abscisas serian simplemente los indices
de los elementos en el vector provisto, y que las ordenadas seran, por tanto, cada uno de
los elementos del vector. De igual manera, el lenguaje supone que lo que se quiere graficar
son los puntos como tal y con el color y tipo de simbolo seleccionados por omision.

(Sepulveda & Farfan, 2014, p.126)

La funcién plot( ) tiene una gran variedad de argumentos que permiten cambiar ese
comportamiento por omisién y que pueden ser consultados en linea mediante la instruccion

“Iplot”.

Las definiciones, conceptos, ejemplos y teoremas, expuestos en las paginas
anteriores, se emplean en la actualidad para garantizar la programacion y ejecucion de los
equipos que la ingenieria biomeédica utiliza para detectar cualquier problema de salud en

los pacientes. Ademas, tener clara estas definiciones sera fundamental para la comprension
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de los temas a tratar en el siguiente capitulo referente al marco metodolégico. Puesto que
alli, se muestra la utilidad del Cédigo R (Lenguaje de programacién estadistico), y los

elementos del “algebra lineal” que se utilizan para su programacion.

La teoria del “algebra lineal” es esencial para poder explicar, desarrollar los avances
mencionados, por ende, son fundamentales los temas conceptuales del: producto punto y
longitud, vectores unitarios, espacio y sub espacio de vectores, la desigualdad triangular,
distancia entre vectores, angulos, ortogonalidad de vectores, algebra de vectores,
ecuaciones de lineales, determinantes, matrices simétricas, entre otros importantes para el

desarrollo, uso y avance de la ingenieria biomédica. (Lay, 2012)
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CAPITULO 3. Implementacién del Algebra Lineal en la Funcién Clasificadora

En esta seccion, se presentan, explican y demuestran los algoritmos, teoremas y
funciones del “algebra lineal” que son utilizados como herramientas de soporte en la
ingenieria biomédica. En la actualidad, se estudia, demuestra y desarrolla los avances
innovadores de los equipos usados por los especialistas de la salud en el campo de la
ingenieria biomédica; en donde se aplica el “algebra lineal” a la programacién de estos
software y hardware, para que den resultados precisos de los pacientes y se puedan
intervenir inmediatamente. A continuacioén, se aborda temas como: Hiperplanos Separados,
Perceptrén o Neurona Artificial, Convergencia, Variable Duales, Algoritmo de Aprendizaje,

el analisis del PCA, entre otros relacionados al cddigo R.

3.1. Fundamentos Teéricos del Analisis de Componentes Principales (PCA) con
implementacién de Cédigo R (lenguaje de programacién estadistico)

El analisis de componentes principales (ACP)) es un método estadistico que se
utiliza para la extraccion de caracteristicas. Principal Component Analysis (PCA) se utiliza
para datos de alta dimension y altamente correlacionados. Es un método estadistico cuya
utilidad radica en la reduccion de la dimensionalidad de la base de datos (BDD) con la que
estamos trabajando. Simplificando la base de datos, ya sea para elegir un menor nimero
de predictores para pronosticar una variable objetivo, o para comprender una BDD de una
forma mas simple. La idea basica de PCA es transformar el espacio original de

caracteristicas en el espacio de componentes principales. (Obi Tayo, 2022)
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Figura 7. El algoritmo PCA se transforma del espacio de caracteristicas antiguo al
nuevo para eliminar la correlacion de caracteristicas

X

Tomada de: “Matematicas del Analisis de Componentes Principales con
Implementacion de Cédigo R”, (p. 1) por Tayo Benjamin, 2020, Towardas Al.

Una transformacion PCA logra lo siguiente:

a) Reducir la cantidad de caracteristicas que se utilizaran en el modelo final centrandose
solo en los componentes que representan la mayor parte de la variacion en el conjunto

de datos.
b) Elimina la correlacion entre caracteristicas. (Obi Tayo, 2022)

3.2. Base Matematica de PC
Al hacer la suposicién de que tenemos una matriz de caracteristicas altamente

correlacionada con 4 caracteristicasy n observaciones como se muestra.

Tabla 1. Matriz de caracteristicas con 4 variables y n observaciones.

Xl(l) Xz(l) X3(1) Xn(l)

X, (@) X, @) X3 @) Xn(Z)

X1(3) X2(3) X3(3) Xn(3)

X1 m) X2 (m) X3 ) X3 )
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Nota: Para visualizar las correlaciones entre las caracteristicas, podemos generar
un grafico de dispersion, y para cuantificar el grado de correlacion entre las
caracteristicas, podemos calcular |la matriz de covarianza mediante la ecuacion:

(Obi Tayo, 2022).

n . .
Ok = lz XY =\ (%Y — e
kT n oj Oy

i=1
Donde p; y pj son la media y la desviacion estandar de la caracteristica X;,

respectivamente.

En forma de matriz, la matriz de covarianza se puede expresar como una matriz simétrica

4 x4:

2
(2] 01, 013 014

2

Z Oy1 0% 923 024
2

031 O3 O3 034

041 0Oa2 gy 042J

Esta matriz se puede diagonalizar realizando una transformacién unitaria

(transformacion PCA) para obtener lo siguiente:

M 0 00
0 0 A3 O
0 0 0 A

Dado que la traza de una matriz permanece invariable bajo una transformacion
unitaria, observamos que la suma de los valores propios de la matriz diagonal es igual a la
varianza total contenida en las caracteristicas X; X;, X3 X,. (Obi Tayo, 2022). Por lo tanto,
podemos definir las siguientes cantidades:

Aj
Z}%=1 1j

Relaciéon de varianza explicada =
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p

varianza acumulada = ——
Xj 4

Observe que cuando p = 4, la varianza acumulada se vuelve igual a 1 como se

esperaba. (Obi Tayo, 2022)

R Implementada al PC
Tabla 2

llustracién de como funciona el PCA utilizando el conjunto de datos del Iris?.

correlaciones de caracteristicas.

1| Cédigo R para realizar el andlisis de componentes principales (PCA) con el fin de eliminar las

# autor: Benjamin O. Tayo

# fecha: 25-10-2018

7| # importar bibliotecas necesarias

8| biblioteca ( GGally )

9| biblioteca ( tidyverse )

10| biblioteca (readr )

11

12| importar conjunto de datos de la base de datos uci.edu

13

14| ruta <- " https://archive.ics.uci.edu/ml/machine-learning-databases/iris/iris.data "

15| df <-leer.csv (ruta)

mon “« u

16 | nombres (de) <- c (“longitud_sepalo ",
clase “)

anchura_sepalo ‘ “longitud pétalo ‘, “anchura_pétalo *,

“n

17| df % > %cabeza()

2 Método de identificacion biométrica con los rasgos caracteristicos de la pupila del ojo. Identifica la
persona en el ambito digital.
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https://archive.ics.uci.edu/ml/machine-learning-

18

19

20| # calcular matriz de covarianza

21

22| df % > %seleccionar( - clase )% > %cor()% > %redondear( 3 )

23

24| # visualizar diagramas de densidad, diagramas de dispersion y coeficientes de correlacién entre
las caracteristicas originales

25

mm nmon

26| ggpairs(df, columnas = c( "longitud_sepalo ","nchura_sepalo”, “longitud_pétalo ",
anchura_pétalo "))

27

28| # realizar PCA

29

30| pca <-prcomp(df[, 1:4], escala. = TRUE)

31

32| # extraer componentes importantes

33| resumen (pca )

34

35| # calcular la matriz de covarianza en el espacio PCA

36

37| cor(pca$x[,1:4])% > %redondo(3)

38

39| # convertir la matriz PCA en un marco de datos

40

41| pcdf<- como.datos.marco(pca $x[,1:4])

42| Nombres (pcdf) <-c("PC1","PC2","PC3 ", "PC4")

43
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44 | #visualizar diagramas de densidad, diagramas de dispersion y coeficientes de correlacion entre
caracteristicas transformadas

45| ggpairs( pcdf, columnas

= C( " PCI II, " PCZ Il, n PC3 n’ "PC4 II])

Nota: (Obi Tayo, 2022)

Se observa la matriz de covarianza:

Tabla 3.
Matriz de correlacion para el conjunto de datos del iris.
Longitud del | Anchura del | Longitud del Ancho del
sépalo sépalo pétalo pétalo
Longitud -
del sépalo 1.000 0.104 0.871 0.871
Anchura - - -
del sépalo 0.104 1.000 0,145 0.351
Longitud -
del pétalo 0.871 0.415 1.000 0.962
Ancho del 0.817 0.962 1.000
pétalo 0.351

Nota: muestra fuertes correlaciones entre las caracteristicas originales en el
conjunto de datos del iris (Obi Tayo,2022)

Figura 8. Grdfico de pares para el conjunto de datos de iris en el espacio de

caracteristicas original

24'. : A
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Nota: es un diagrama de pares que muestra diagramas de dispersion, diagramas

de densidad y

coeficientes

de

correlacion

entre las

caracteristicas

originales. Observe las fuertes correlaciones entre las caracteristicas originales.
Tomado de: Tomada de: “Matematicas del Analisis de Componentes Principales con
Implementacién de Cédigo R”, (p. 3) por Tayo Benjamin, 2020, Towardas Al.
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Examinemos ahora la matriz de covarianza transformada:

Tabla 4.

Matriz de Convergencia del Espacio PCA.

PC1 PC2 PC3 PC3
PCA1 1 0 0 0
PCA2 0 1 0 0
PCA3 0 0 1 0
PCA4 0 0 0 1

Nota: muestra correlaciones cero entre las caracteristicas transformadas. (Obi
Tayo, 2022).

Figura 9. Grafico de pares para el conjunto de datos de iris en el espacio PCA

PC1 PC2 PC3 PC4
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Nota: muestra el diagrama de pares en el espacio PCA. Vemos que se ha eliminado
la entre caracteristicas. Tomada de: “Matematicas del Analisis de Componentes
Principales con Implementacion de Coédigo R”, (p. 3) por Tayo Benjamin, 2022,
Towardas Al.
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Tabla 5.

Resumen de indicadores utiles del calculo de PCA

Importancia de los componentes

PC1 PC2 PC3 PC4

Desviacion Estandar 1.704 0.962 0.385 0.144

Proporcién de varianza 0.726 0.232 0.037 0.005

Proporcion acumulada 0.726 0.958 0.995 1.000

Nota: Con base en este resumen, se observa que los tres primeros componentes
principales (p = 3) contribuyen al 99,5 por ciento de la varianza. Esto significa que,
en el modelo final, el cuarto componente principal PC4 podria eliminarse ya que su
contribucioén a la varianza es insignificante. (Obi Tayo, 2022)

Los fundamentos matematicos de PCA demuestran cdmo se puede implementar el
algoritmo de PCA en R utilizando el conjunto de datos de iris con fines ilustrativos (Obi Tayo,

2022).

En el capitulo segundo se presentaron elementos fundamentales del “algebra lineal”
para el soporte del cédigo R; de ellos, el principal es el contenido “vectorial” que permiten
la alineacién en las funciones para el funcionamiento del cédigo R al momento de insertar

y programar.
3.3. Elementos del Algebra Lineal en la Funcion Clasificadora

El camino inicia con algo llamado aprendizaje de maquina para llegar a la
realizacién del concepto Inteligencia Artificial. Importante para la innovacion de la tecnologia
que en la actualidad se utiliza. Donde el ser humano proporciona los datos de entrada o
entrenamiento; es decir, tiene la facultad de introducir datos para la programacion de esta

tecnologia y entrenarlos a que realicen tareas especificas. (Ossa, 2016, p. xv)
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Figura 10. Abstraccion del proceso de aprendizaje de maquina

Algoritmo
e
aprendizaje

. —_—
Entrada

— —
Entrada Salida

Nota: Se puede comparar mejor la dificultad de esta tarea con el problema de los
nifios aprendiendo a ver y hablar a partir del flujo continuo de imagenes y sonidos
que aparecen en la vida cotidiana.” Tomado de: “elementos del algebra lineal en el
aprendizaje de maquina”. (p. XV), por Jorge Ossa, 2016.

También, el ser humano disefia el algoritmo de aprendizaje o datos de
entrenamiento; y, éste ultimo genera una regla general que explica algun aspecto sobre los
datos de entrada. Uno de los algoritmos de aprendizaje mas importantes, tanto en los inicios
de la era computacional como hoy dia es el perceptron llamado también Maquinas de
Vectores de Soportes; el cual, es un elemento de procesamiento que puede “aprender” una
tarea relativamente simple y, combinado con otras unidades similares, puede aprender
problemas arbitrariamente complejos (Ossa, 2016, p. XV), esto posible gracias a las
aportaciones de algunos matematicos como Alan Turing quien logré en su tesis descubrir,

definir y plantear el aprendizaje de maquina. (Mora, 2022, p.295)

El problema del aprendizaje se puede establecer de la siguiente manera: dada una
muestra de tamafio limitado, encontrar una descripcidn concisa de los datos. Una propuesta
de la clasificacion como funcion para la ejecucion del funcionamiento del aprendizaje de

maquinas segun (Ossa, 2016, p. xx) es:
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> Supervisado
- Clasificacion
- Preferencia

- Funcién
&> No supervisado

o> Reforzado

Aprendizaje de maquina =

El aprendizaje supervisado se caracteriza por los datos que recibe, estos se
componen de duplas (objeto-etiqueta) y el algoritmo de aprendizaje debera generar una
funcién que etiquete correctamente tanto las muestras de entrenamiento como las muestras
que no tienen etiqueta. Cuando se trata de preferencias, la idea es ordenar las muestras de
acuerdo con un criterio especifico y la clase de aprendizaje supervisado devuelve una

funcion que realiza la aproximacion de los datos en forma de regresién. (Ossa, 2016, p.xx)

En el aprendizaje no supervisado los datos de entrenamiento no tienen etiqueta y el
objetivo primario es encontrar la estructura subyacente a los objetos similares. (Ossa, 2016,

p.20)

El aprendizaje reforzado tiene como entrada un conjunto de triplas (estado-accion-
recompensa) y debe aprender a identificar cual accion elegir en un estado actual con el

objeto de maximizar la recompensa a posteriori. (Ossa, 2016, p.xx)

El problema del aprendizaje de maquina esta relacionado con la estadistica en el
campo de la inferencia, esto porque partiendo de observaciones particulares se quiere
llegar a descripciones generales. La unica diferencia entre el aprendizaje de maquina y el
enfoque estadistico es que el ultimo considera la descripcion de los datos en términos de

medidas de probabilidad en lugar de una funcién deterministica.

El aprendizaje de maquina para estimar no requiere un modelo probabilistico de los
datos, en su lugar asume que el unico interés esta en la prediccion posterior de nuevas

instancias, esto a diferencia del enfoque estadistico, el cual pretende clasificar el total de
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los datos. Los enfoques mencionados son complementarios y su punto de encuentro es la

teoria de la probabilidad. (Ossa, 2016, p. xx).

Por ende, en este capitulo se presentan elementos del “algebra lineal” sobre los
elementos de hiperplanos que contiene teorias del perceptrdon o llamado también maquinas
de vectores de soporte donde se involucran la acepciéon de Rosembaltt y el teorema de
convergencia de la regla de aprendizaje y la descripcion del algoritmo que permite entrenar

una funcion.

3.4. Hiperplanos Separados
Sea un conjunto de muestras de entrenamiento {(xy,y1), (x2,¥2), ..., (xp )} con
x; € RP. Cada una de dichas muestras puede pertenecer a una de dos clases etiquetadas

con1ly —1, porende, la variable y; € {—1,1}. Se define un hiperplano por:

H(B, Bo) = {x: f(x) =x"p + Bo =0} (1)

Donde g es un vector normal al hiperplano y S, es un escalar. Una regla de

clasificacién indicada por f(x) es:
G(x) = signo [xTB + B,]. (Ossa, 2016, p.1)

Esta clasificacion tiene como propdsito determinar un hiperplano separado entre
muestras de dos tipos diferentes con la restriccion que el hiperplano es la frontera que
separa correctamente las muestras. Se puede reescribir el enunciado del problema de la
siguiente manera: Dado un conjunto de muestras de entrenamiento de dos clases, el
objetivo es construir el hiperplano descrito por la ecuacion (1) tan bien como sea posible

(separabilidad lineal).
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Para construir f(x) se usaran algunos elementos de “algebra lineal”, la linea L
representa un hiperplano o conjunto afin definido por la ecuacién f(x) = xTg + B, = 0,en

esta ilustracion se trabaja en R? por tanto L es una linea. (Ossa, 2016, p.1).

Figura 11. Elementos vectoriales del hiperplano

L,

Tomada de: “elementos del algebra lineal en el aprendizaje de maquina”. (p.2), por
Jorge Ossa, 2016

Algunas propiedades de L son:

1. Para cualquier par de puntos x,x, € L, ST (x; — x,) = 0, por tanto B* =

£ es el vector unitario normal al hiperplano L.

Al
2. Para cualquier punto x, € L, B xy = fB,. (Ossa, 2016, p.2)

3. Ladistancia con signo desde algun punto x a L esta dada por:
1

«T (v _
BTG =x0) = gy

(B"x + Bo)

_ 1
T F@I

f(x) (Ossa, 2016, p.2)

De la propiedad 3, se tiene que f(x) es proporcional a la distancia con signo desde

x al hiperplano definido por f(x) = 0
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Figura 12. Hiperplanos separados con diferente vector directo

Tomada de: “elementos del algebra lineal en el aprendizaje de maquina’.
(p.2), por Jorge Ossa, 2016.

3.5. El Perceptrén: Generalidades
Un Perceptron es un elemento que procesa datos con base en unas entradas, una

funcion y una salida, también suele ser llamado neurona artificial. Se muestra el siguiente

esquema.

Figura 13. Esquema general de un perceptrén
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Tomada de: “elementos del algebra lineal en el aprendizaje de maquina”.
(p-2), por Jorge Ossa, 2016.

Existen varios mecanismos para calcular la salida de un perceptron. El valor de
salida del elemento de procesamiento de la figura 13 se calcula en términos de un vector

de entrada x = (1,x1,x2,...,xp) y los pesos dados por un vector intrinseco S =
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(BO,Bl,,BZ,...,Bp). Matematicamente, la salida del perceptron es una funcién de sus
entradas y sus pesos,
y = G pB). (2)

Una funcién particular de salida es una combinacion lineal (producto punto) entre el
vector de entrada x y el vector de pesos . Para un elemento como el de la figura 13 la

salida se calcula mediante la ecuacion, (Ossa, 2016, p.3)
y = G(Zf:o xiﬂi) = G(X ﬁ): (3)

Donde G es alguna funcion lineal o no lineal. El “producto punto” tiene una cualidad

muy atractiva. Usando la relacion

_ _xB
Cos(x, £) = iz ()

se puede ver que entre mayor es el producto punto (asumiendo longitudes fijas de x y )
mas similares son los dos vectores, pues es menor el angulo que forman; debido a esto el

producto punto se puede ver como una medida de similaridad. (Ossa, 2016, p.4)
Como ya se ha visto, un perceptron simple tiene un numero p de entradas x; y una
salida y. Cada una de las entradas tiene un peso asociado [5;. Hay también un parametro

adicional ,80 llamado bias el cual siempre tiene un peso asignado de 1.

El perceptron, o neurona artificial, es un dispositivo anticipativo, es decir, las

conexiones estan dirigidas desde la entrada hacia la salida del perceptrén. (Ossa, 2016,

p-4)

3.5.1. Regla de Activacion del Perceptréon

La regla de activacion tiene dos pasos, a saber:
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1. De acuerdo con el vectorde entrada x = ( X1, X2, . .,xp) se calcula la activacion
del perceptron,
a= ?=0 xi i ()
donde p es la dimensién del vector x y esta implicito el peso 1 para el bias; si
este ultimo no se incluye, la suma iniciaen i = 1. (Ossa, 2016, p.5)
2. La salida y se establece como una funcién de a, f(a), que depende del valor
calculado en el primer paso (activacion). Existen varias posibilidades para f(a)
0 funcioén de activacion, entre ellas estan:
a) Funciones de activaciéon deterministica
i. Lineal.
ii. Sigmoide (funcion logistica).
iii. Sigmoide (tanh).
iv. Funcién de umbral (Threshold function).
b) Funciones de activacion estocasticas: y es seleccionada
estocasticamente de +1

i Bafio caliente.
ii La regla Metropolis.
La funcion de activacion deterministica lineal, y(a) = a (Ossa, 2016, p.5)

3.5.2. El Perceptrén de Rosenblatt

3.5.2.1. Algoritmo de Aprendizaje
El algoritmo de aprendizaje del Perceptron intenta encontrar un hiperplano
separador al minimizar la distancia de los puntos mal clasificados a la frontera de decision.

Si un dato x; esta mal clasificado, entonces

(B"x; + Bo)y; <0
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ya sea que la etiqueta correcta para x; sea 1 0 —1. Ahora, teniendo en cuenta las distancias

con signo, el objetivo sera minimizar:

D(B,Bo) = — Ziem Yi(B"x; + Bo) (Ossa, 2016, p.6) (6)

donde M indexa el conjunto de puntos mal clasificados. La cantidad D(B, Bo)
es no-negativa y proporcional a la distancia de los puntos mal clasificados a la frontera de
decision definida por 7x; + 5, = 0. En la figura 14 se visualiza como es la funcién D, para

un conjunto arbitrario de muestras de entrenamiento, en términos de §, y el angulo de

inclinacién (del hiperplano). Al optimizar dicha funcion se debe encontrar un par g, 8, tal que
la distancia, de los puntos mal clasificados a la frontera de decision, determinada por 8, S,
sea minima. El gradiente (asumiendo que M esta fijo) esta dado por: (Ossa, 2016, p.6)

oD
B == Z YiXi

iEM

)
9Bo ieM &

El algoritmo de Rosenblatt usa descenso de gradiente estocastico para minimizar
por partes este criterio lineal. Esto significa que, en lugar de calcular la suma de las
contribuciones al gradiente de cada muestra seguida por un paso en la direccion del

gradiente negativo, se da un paso después de visitar cada muestra. Por tanto, las

muestras mal clasificadas se visitan en alguna secuencia y los parametros § se actualizan

asi: <[§0) « (50) +p (y;:l) , (Ossa, 2016, p.6)
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Figura 14. Funcién D(B, Bo)

Tomada de: “elementos del algebra lineal en el aprendizaje de maquina’. (p.7),
por Jorge Ossa, 2016.

donde p es la razon de aprendizaje la cual, en este caso, se puede tomar como 1

sin pérdida de generalidad.

3.5.3. Nociones Separabilidad Lineal

Supongase la existencia de N puntos x; € RP en cualquier posicion con etiquetas

de clase y; € {—1, 1} notese un hiperplano por

fO) = x"Bi+po=0

6 en una notacién mas compacta f7x* = 0,donde x* = (x,1) y 8 = (B4, Bo)-

*

Xi
lle:* 11

Si existe un B, tal que Vi (yiBT Z; = 1), el conjunto de datos se dice

Sea z; = sep2i

Linealmente Separable. (Ossa, 2016, p.6)
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Figura 15. Hiperplano separador

Tomada de: “elementos del algebra lineal en el aprendizaje de maquina’.
(p-7), por Jorge Ossa, 2016.

Supdngase que B, existe, por tanto, todas las muestras en forma de cuadrado

(ver figura 15) cuya etiqueta es —1 se notan.
(xiy;) talquey; = —1

al realizar el producto punto BT__ x;* < 0 porque produce la distancia con signo desde la

sep
posicion de la muestra hasta el hiperplano determinado por Bep-
Al multiplicar la etiqueta y; por la distancia con signo da como resultado un numero

positivo. De igual manera, pasa con las muestras 0) cuyas etiquetas son +1, al multiplicar

su etiqueta y, por la distancia asignada se produce un numero positivo.

Se puede concluir entonces que las muestras son separables linealmente cuando

existe un hiperplano separador que cumple con y;, ,BTsepxi* >0,V;. (Ossa, 2016, p.8)

3.5.3.1. Teorema de Convergencia de la Regla de Aprendizaje del
Perceptrén

Teorema 10: Si existe un hiperplano indicado por que cumple con la condicion de

sep

separabilidad lineal entonces, para cualquier vector ﬁosep inicial, la regla de aprendizaje

del Perceptron convergera a un vector ﬁsep (no necesariamente Unico) que proporciona la
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etiqueta correcta para todos los puntos (muestras de entrenamiento) y esta convergencia

ocurrird en un namero finito de pasos.
Demostracién

Sean los siguientes conjuntos:
LT = {x: 'BTsepx > 0}
L~ = {x: ,BTsepx < O}

Las muestras se dividen en dos clases, la positiva L* cuyos elementos tienen
distancia con signo positivo hasta el hiperplano separador, y la negativa L™ cuyos elementos

cumplen la condicién contraria.
Sea —L™ = {—x : x € L™}. Se define un nuevo conjunto de muestra.
M =L*u—L" (Ossa, 2016, p.8)
que abarca la totalidad de las muestras de entrenamiento y que cumple con
[?Tsepxi >0six; EM
luego la respuesta de la funcion f(x) = ﬂTsepx sera positiva mientras que x esté en el
conjunto M. (Ossa, 2016, p.9)

Si la respuesta de la funcidn es incorrecta para una muestra de entrenamiento x, el

hiperplano determinado por f,
se debera actualizar de acuerdo con la siguiente férmula:

ﬁj+1sep=ﬁj sep T PX.
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La esencia de la demostracién es mostrar que la secuencia de vectores de

entrenamiento, que obligan a una actualizacion de f,.,, , es finita.

Dendtese el hiperplano inicial como Bosep y ,B’isep,i € Z* como las modificaciones

subsiguientes. Si x, es la primera muestra de entrenamiento que produjo una respuesta

incorrecta de la funcion, entonces
. T
B sep=B° sep +xo, cumpliendo con (ﬁosep) xo < 0. (Ossa, 2016, p.9)

Cuando se examina la muestra x; pueden ocurrir dos posibilidades:

; T
(ﬂ sep) Xi >0
En cuyo caso ﬁlsep no sera modificado, 6
; T
(ﬁ sep) X <0
Caso cuando se debera modificar [)’isep.

En ambos casos se genera ﬁ”ls el cual puede ser el mismo ,b’isep o} ﬁisep

ep

modificado.
El siguiente ., después de la inicial, lo proporciona la formula de recurrencia,

T
i+1 _ pi ] ; 2 _ pl ) ; 1
B sep = B sep T Xi s del algoritmo, sep = B sep T Xi cumpliendo con ([)’ Sep) x1 < 0.

(Ossa, 2016, p.9)

Llevando la férmula de recurrencia hasta un paso arbitrario k, Bk"ls ) siy solosila

e
muestra de entrenamiento xj_, produce una respuesta incorrecta al clasificarla ﬁk"lse

p’

produciendo asi /Bksep. Combinando los cambios sucesivos desde ﬁosep se obtiene
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Bk _BO +x0+x1+°"xk_1-

sep ~ I sep

Ahora se muestra que k no puede ser arbitrariamente grande. (Ossa, 2016, p.10)

T
Sean ﬂ*sep un hiperplano tal que (ﬁ*sep) x>0,Vx:x € M.

T
Sea m = min * x¢ , donde el minimo se toma teniendo en cuenta todas las
sep

muestras de entrenamiento en M, m es la distancia con signo mas corta desde la muestra

hasta ﬁ*sep Este minimo existe siempre y cuando solo haya un numero finito de muestras

de entrenamiento. Ahora

k . RO = | RO - R
B sep B sep = [ﬁ sep T X0 T X1+ xk—l] B e (7)
k . R* 0 . R
'8 sep ﬁ sep = ﬁ sep ﬁ sep + km (8)
T
Esto porque (ﬁ*sep) x; > m, X;i EM.

Ahora se tiene % ___ - B*_ 'y por la desigualdad de Cauchy-Schwartz:

sep sep

2
(B sepfsep)

2
— " (©)
[

k
o

Esto muestra que el cuadrado de la norma de ﬁksep crece mas rapido que k?, donde k

representa la cantidad de veces que cambio ﬁosep. (Ossa, 2016, p.10)

2
Ahora se debe acotar | para mostrar que no crece indefinidamente. Sea

ﬂ*sep
k  — pk-1
y esta modificacién esta ocurriendo porque
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(5’<-1sep)T Xeg <0 (11)

es decir, qued6 mal clasificada la muestra de entrenamiento. De (10) se tiene,

2 2 T
= 8|l +2(8.,) % + sl (Ossa, 2016, p.9),

k
5 e

y por (11) se tiene que,

2 2
< |84 || + Mtecali? (12)

k
£ e

Ahora, sea N = mezj}a;{llxllz}, y expandiendo la férmula recursiva:
X

k 2 < k-1 2 2
||ﬁ sep - ||ﬁ sep + ”xk—lll (13)
1<l | 2 2
||ﬁ sepll — ||'8 sep + llxge—211% + [l (14)
1% | < 18| ol o i 2 (15)
“Bksep = |ﬁosep gy (17)

Asi, el cuadrado de la norma crece menos rapido que una funcion lineal en k.

Combinando (9) y (17) se tiene (Ossa, 2016, p.11)

(ﬂksep'ﬂ*sefkm)z < ||.Bk
2 = sep
18 sesll

2 2
g| +kN. (18)

0
'B sep

2
De aqui se puede concluir que ”ﬁksep esta acotado, por ende, lo esta la cantidad

o : *
de veces que f8 sep cambia para llegar a ser 8

sep”
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Ahora, en aras de simplificar, asumase (sin pérdida de generalidad) que f°__ = 0.

sep

Entonces el niumero maximo de veces que $°___ puede cambiar esta dado por:

sep

L < kN (19)
16 e
0 despejando k:
M8 sl
k<l (20)

Asumiendo que ﬂ*sep existe y su norma es 1, el numero maximo de actualizaciones

. N . .
realizadas es —7 Sin embargo, se debe tener en cuenta que se pueden requerir muchos

calculos mas porque un nimero muy pequefio de vectores pueden generar errores durante
cualquier iteracion del entrenamiento. Como S, es desconocido, y por ende m también se
ignora, el numero de actualizaciones no puede preestablecerse a partir de la desigualdad

(20). (Ossa, 2016, p.11)

Debe tenerse en cuenta que no hay requisito que limite el nimero de muestras de
entrenamiento. De otro lado, cuando la norma de estos vectores es muy pequefa, causa

gue m sea pequeiio lo cual redunda en un numero grande de actualizaciones.
Los valores reales de los vectores tampoco importan, la regla de aprendizaje
requiere que ﬁsep sea actualizado por el vector de entrada x; (6 un multiplo) cada vez que

la respuesta de la funcion sea incorrecta. (Ossa, 2016, p.12)
Algunas variaciones del tamafio del paso de aprendizaje son:

1. Asignar a la razén de aprendizaje p alguna constante no negativa.

1

2. Sise trabaja con el valor de p = il

la actualizacién implicara un vector unitario.
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x-B

llxl12

3. Usar p = ocasionara que el hiperplano cambie lo justo para que la muestra

x quede bien clasificada.

Minsky?® establece el valor de ﬂ“sep a un vector de entrenamiento arbitrario. Otros

autores indican, usualmente, valores aleatorios. (Ossa, 2016, p.12)

Es importante resaltar que los elementos de hiperplanos, el teorema de
convergencia y el perceptron de Rosenblatt son de gran contribucion al algoritmo del
perceptron o las maquinas de vectores de soportes necesarias para la aplicacién en las
areas de la Biomédica. Se necesitan para la programacion de software que tiene que ver
con la clasificacion del entrenamiento de la maquina para que realicen la funcién. El “algebra
lineal” es fundamental porque estos algoritmos y propiedades permiten hoy en dia realizar
pruebas cancerigenas que ayudan a detectar células malignas como las benignas en corto
tiempo. (Guillén, E. O., Garcia, G. |., Vazquez-Montiel, S., Atencio, J. A. D., Ramos, J. C., &

Delgado, F. G, 2010, pag. 34-35)
Existen ciertos problemas con este algoritmo a = Z?:o xiBi:

1. Cuando los datos son separables, hay muchas soluciones y aquella que se
encuentra depende de los valores iniciales.

2. El nimero finito de pasos puede ser muy grande. Entre mas pequefio sea el
margen de separacién, mayor sera el tiempo necesario para encontrarlo.

3. Cuando los datos no son separables, el algoritmo no convergera y hara muchos

ciclos. Cada ciclo puede ser muy largo y dificil de detectar.

3 Marvin Lee Minsky, es considerado uno de los padres de la inteligencia artificial. Fue cofundador
del laboratorio de inteligencia artificial del Instituto de Tecnologia de Massachusetts. Contribuy6 al
desarrollo de la descripcion grafica simbdlica, geometria computacional, representacion
computacional, semantica computacional, percepcion mecanica, aprendizaje simbdlico y
conexionista. En 1951 creé SNARC, el primer simulador de redes neuronales.
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El tercer problema puede eliminarse, en muchas ocasiones, buscando un hiperplano
en un espacio distinto al original, mucho mas grande, el cual se puede obtener llevando los

datos a un espacio de caracteristicas de dimensién mucho mayor.

Esta idea es |la base de la teoria de las maquinas de vectores de soporte (SVM).
Para solucionar el primer problema, se deben agregar restricciones adicionales al

hiperplano separador. (Ossa, 2016, p.12)

Para hablar del algoritmo del perceptrén o los algoritmos de maquinas de soportes,
redes neuronales, bosques aleatorios y otros aspectos importantes se deben analizar las
teorias del “algebra lineal” que fundamentan otras propiedades significativas para el

desarrollo de la tecnologia biomédica como lo son:

3.5.3.2. El Perceptrén en Variables Duales

De acuerdo con algoritmo del perceptron, al inicio se tiene un vector ﬂosep =0y

modificandolo sucesivamente mediante adicion, solamente cuando ocurre un error de

clasificaciéon B*sep con la muestra actual, se llega al hiperplano separador. Sin embargo,
mirando desde otro punto de vista cada solucion, después de la primera iteracion Bi

sep’

tiene la forma:
ﬂisep = a1X1+ a1x1+"‘+aNxN. (21)

Es decir, el vector solucidn es una “combinacion lineal” de las muestras de
entrenamiento que han influido en su formacion, via suma, mediante el criterio de

clasificacion.

Ahora, en lugar de buscar los n pesos para establecer el hiperplano en el espacio

de muestras R"
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B*Sep = (181',82' '“1181’1)
se buscaran los M pesos correspondientes para configurar la combinacion lineal
adecuada para encontrar ﬂ*sep. Expresando (21) de la siguiente manera: (Ossa, 2016,
p.13)
N
By = ) iy (22)
i=1
y a esto se le llamara el “ espacio dual de variables”.

Ahora, para determinar si una muestra esta bien clasificada se utiliza (22).

N N
k
3, (1B ) = |2 ) @i =3, ) gy x) (23)
i=1 =1

4

Esta operacion requiere conocer la funcién de producto punto entre las muestras de
entrenamiento. Con base en (23) se puede inferir la existencia de una matriz de la siguiente

forma:

(x1,x21) - (x1,xy)
kz( : : ) (24)

(xn, x1) - {xpn,xp)

la matriz (24) contiene todos los productos internos de todas las muestras de entrenamiento

entre si. (Ossa, 2016, p.13)
De manera simbolica, cada posicion K;; de la matriz esta dada por
Kij = (x;x;)

y esta matriz es un kernel, nocién en la cual se basa el macroalgoritmo del perceptron en

variables duales. (Ossa, 2016, p.14)
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3.5.4. Nociones de Hiperplanos Separadores Optimos

1. El hiperplano separador encontrado, cuando los datos son separables, hay
muchas soluciones y aquella que se encuentra depende de los valores iniciales.

2. El nimero finito de pasos puede ser muy grande. Entre mas pequefio sea el
margen de separacion, mayor sera el tiempo necesario para encontrarlo.

3. Cuando los datos no son separables, el algoritmo no convergera y hara muchos
ciclos. Cada ciclo puede ser muy largo y dificil de detectar.

Figura 16. Varios hiperplanos separados

Tomada de: “elementos del algebra lineal en el aprendizaje de maquina’. (p.14),
por Jorge Ossa, 2016.

Esto ocurre porque el Unico criterio que se tuvo en cuenta para encontrarlo fue la
correcta clasificacion de las muestras mas no la mejor clasificacién; esto sin contar con que
el resultado final depende de la asignacion inicial, arbitraria, que se le haga a §. Cuando se
habla de hiperplano separador 6ptimo se esta queriendo encontrar un hiperplano que,
ademas de separar correctamente las muestras de entrenamiento, sea unico y, también,
que maximice el margen entre las dos clases de muestras; todo esto para obtener un mejor

rendimiento en la clasificacion sobre todos los datos de prueba. (Ossa, 2016, p.14)

De acuerdo con Vapnik, el hiperplano separador 6ptimo separa las dos clases y
maximiza la distancia al punto o puntos mas cercanos de cada clase. La minimizacion de

la funcién (6) se debe generalizar. Considérese el problema de optimizacion
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max M (25)
B.Bo lIAl=1

sujeto a, y;(x;TB+ o) =M, i =1,-;N.

¢Cual es el hiperplano, dado por gy B, , siendo B un “vector unitario” y 5, un

escalar, tal que la distancia con signo de cualquier muestra de entrenamiento a dicho plano

sea como minimo M?

Figura 17. Distancia minima M de las muestras al hiperplano

Tomada de: “elementos del algebra lineal en el aprendizaje de maquina”. (p.15), por
Jorge Ossa, 2016.

Las condiciones del problema aseguran que todos los puntos estan, al menos, a una
distancia M de la frontera de decision definida por el hiperplano y se busca el M mas grande.

(Ossa, 2016, p.15)

Partiendo de la restriccion ||| = 1,

yil;"B+B) =M, M >0 (26)
yi(xT L5 > 1, 27)

Sea = f M, ademas se tiene que ||B]| = 1, por las condiciones del problema,

entonces

%. (28)

181l =
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S es el vector 8 escalado, entonces buscar cualquiera de los dos es equivalente.

Ahora, entre mas grande sea M, mas pequefia sera la norma de f. (Ossa, 2016,

p.16)

Teniendo esto en cuenta, (25) es equivalente a

in= 11112 29)
min—
ﬁvﬂo 2
sujeto a, y;(x;"B +By) =M, i =1,--; N.

Ya que, el requisito de que un vector f en R" sea unitario se puede establecer en
varias formas equivalentes: ||8]l = 1,878 =16 |8l = 1 por (7). Basandose en la

propiedad (3) de L (la distancia con signo desde alguna muestra x; al hiperplano) se puede

decir que la restriccion define un margen, de ﬁ” de ancho, alrededor del hiperplano. (Ossa,

2016, p.16)

Figura 18. Margen del hiperplano

Tomada de: “elementos del algebra lineal en el aprendizaje de maquina’.
(p.16), por Jorge Ossa, 2016.

Por lo anterior, se deben encontrar gy 8, que maximicen dicho ancho. Este es un

problema de optimizacién convexa (criterio cuadratico con restricciones de desigualdad
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lineales) llamado problema primal. Tiene la desventaja de ser computacionalmente costoso.

(Ossa, 2016, p.16)

La funcion de Lagrange (primal) que sera minimizada con respecto a Sy f5,,, es

Lp:

U817 =Y @l (7B + )~ 1]

Derivando parcialmente e igualando dichas derivadas a cero, se obtiene:

y al substituir estas en (30),

N
B = z a;y,x
i=1
N
0] =::E:(H)Q
i=1

De la primera derivada parcial § = YN ; a;y;x;:

BNz =288

1 N T N
=3 (2 aiyixi> 2 Ak Y, Xk

i=1 i=1
N

T
a;y Xi z ary X

i=1

Op

[u=N

1
2
=

N

1
= EZ akykxk(xiTxk)-
i=1

Usando la segunda derivada parcial 0 = YN ; a;y;:

N

= @]y, (B + o)~ 1]

=1
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N

= @B+ Bo) - e (34)
i=1
N N N
- Z a;yix; B — z a;yiPo — Z a;
i=1 i=1 i=1
N N N N
- Z a;yix;” 2 arYeXe —Po ) Ay — z a;
i=1 k=1 i=1 i=1
N N N
Z Z alYlakyk(xl xk) - Z a;
i=1k=1 i=1
N N N
z a; — Z @y yi (" x).-
i=1 i=1 k=1
después de los calculos (33) y (34) se obtiene la funcién dual
N 1 N N
= Z a; — Ez z a; Viary, x; T xy sujetoa a; = 0. (35)
i=1 i=1i=1

Es importante observar que en la funciéon dual solamente aparecen los productos

punto entre todos los patrones x; de “aprendizaje”. (Ossa, 2016, p.17)

La solucién que se obtiene maximizando L, en el ortante positivo, (Ossa, 2016, p.18)
(en geometria, un ortante o hiperoctante es el analogo, en un espacio Euclidiano n-
dimensional, de un cuadrante en el plano o de un octante en tres dimensiones), un problema
de optimizacion convexa (en esencia la funcién convexa significa que tiene un tinico minimo
global), méas sencillo el cual puede ser solucionado con software estandar. Ademas, la

solucién debe satisfacer las condiciones de Karush — Kuhn — Tucker, las cuales incluyen

(31), (32)y 39) ¥

a;[yi(x;"B+B)—1]1=0 V; (36)

En (36) se puede ver que:
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1. Si a; > 0,entonces y;(x;"B + By) = 10,en otras palabras, x; esta
sobre el borde del margen;

2. Siy;(x;TB + By) > 1,x; no esta sobre dicho borde y a; = 0.
En (31) se puede ver que el vector solucion B estd definido en términos de una
“combinacién lineal” de los vectores de soporte x; — es decir, los puntos que estan sobre

el borde del margen para los cuales cada «a; > 0. (Ossa, 2016, p.18)

Figura 19. Hiperplano separador 6ptimo con el margen maximo de separaciéon entre
las dos clases

Tomada de: “elementos del algebra lineal en el aprendizaje de maquina”. (p.19),
por Jorge Ossa, 2016.

Se muestra un “hiperplano separador 6ptimo” con tres puntos de soporte.
Siguiendo esta idea, 5, se calcula al resolver (36) para cualquiera de los puntos de

soporte.

El “hiperplano separador 6ptimo” produce una funcién f(x) =xTg+ B, para

clasificar nuevas muestras; entonces se construye la funcion
G(x) = signo f(x) (37)
la cual devuelve la etiqueta calculada para la muestra x.

Debe tenerse en cuenta que, al construir el hiperplano con su margen maximizado,

no quedan muestras de entrenamiento al interior de dicho margen; sin embargo, cuando se
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estan clasificando muestras nuevas, es posible que caigan en el interior, es por esto por lo
que surge la idea de “a mayor margen sobre las muestras de entrenamiento, mejor
separacion sobre las muestras nuevas”. La descripcion de la solucién en términos de los
vectores de soporte parece sugerir que el hiperplano 6ptimo se enfoca mas sobre las
muestras que importan y soporta mejor una mala especificacion del modelo. A continuacion,
se muestra un ejemplo que pretende ilustrar el enfoque de la solucion del problema dual.

(Ossa, 2016, p.19)

Ejemplo 6.

Solucién del problema dual.

El siguiente ejemplo juguete es la construccién de un hiperplano separador (3). Para
el conjunto de muestras de entrenamiento de la figura 20, encontrar el hiperplano

separador.

Figura 20. Muestras de entrenamiento

Tya

Tomada de: “elementos del algebra lineal en el aprendizaje de maquina”. (p.20), por
Jorge Ossa, 2016.

X =1{[1,2),-1],[(-1,2),—-1] [(-1,-2),1]} (38)

Las ecuaciones necesarias para resolver el ejercicio son las (31, 32, 33 y 36). Se

inicia con la “funcién dual” la cual se calcula por partes. (Ossa, 2016, p.20)
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La primera se expresa asi:

3
Z ai= a1+ a,+ as. (39)
i=1

La segunda parte implica algunos calculos adicionales:

3
T —
Z A Yip Y Xi Xg =

3
i=1 K=1
QY1Q1Y1X1 Xy + @1 Y10Y,%1 X + @y y1asysxg T xg +
QY201 Y1%2" X1 + @pY202Y2%; " Xy + A2y 03Y3%, x5 +
a3y3a1y1%3" X1 + azy3a2y3%37 X5 + azy3azysxs’xs. (Ossa, 2016, p.20)

Después de hacer los reemplazos, con base en el conjunto de muestras (38), y

simplificar se obtiene:

3
T
Z A; Vi Vi Xi” Xk

3
i=1K=1

= 5“21 + 5“22 + 5“23 + 6“1“2 + 10“1“3 + 6“2“3 (40)
Al reunir las expresiones (39) y (40) en la expresién completa se obtiene:

LD = + a, + as
1 2 2 2
= _E [5“ 1 + S5a 2 + S5a 3 + 6(11(12 + 10“1“3 + 6“2“3]. (4’1)

Esta es la funcién que se debe minimizar y normalmente se ingresa a un software
especializado que realiza el proceso de optimizacién. Trabajando de forma manual se
utilizaran las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para asi reducir el nimero de variables.

(Ossa, 2016, p.21) Con base en (32) se tiene:
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3
0= 2 a;yr
i=1

0=a,(-1) + ay(=1) + a3z(1)
O = -0 — a + asj
az = aq + a, (42)
Al reemplazar (42) en (41) y simplificar queda una funcién en dos variables mucho
mas sencilla de optimizar:
1
LD = 20(1 + 2(12 - E[Zoazl + 32(110(2 + 16“22]. (43)

(Ossa, 2016, p.21)

La funcién (43) se puede optimizar con derivadas parciales (11):

oL
—L2 =2 _-20a, — 16a, = 0, (44)
aa’l

oL,
—=2—16a1—160{2 =0
aaz

, 1 .
Cuando se resuelve el sistema (44), a; =0y a, = 3 Y teniendo en mente (42),
1 o ”
az = . Como se puede ver, “los vectores de soporte” son la segunda y tercera

muestras (x, ¥ x3). Ahora, con (31) se puede establecer f como combinacién lineal de los

vectores de soporte:

3
B = Z a;y X
i=1

B = a1y, x1 + axy,x; + azy,x3
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p=0-0(})+50 ()50 ()

1 _1
_| s 8
=\ 1) 2
4
0
B = (_ 1)- (45)
2
Ahora se utiliza (28) y se tiene
_ 1
1Bl
M=2 (46)

lo cual indica que el margen de separacion de las muestras es de 2 unidades. (Ossa,

2016, p.22)

Lo ultimo que falta por calcular del hiperplano es fS,. Este calculo se realiza

utilizando la restriccién (36) reemplazando alguna muestra arbitraria x y a sea diferente de

cero (un vector de soporte), en este caso x,:

aZ[YZ (xTZﬁ + .80) - 1] =0

ook o

1-—B,—1=0
B, =0

Entonces la funcion indicadora del hiperplano separador es
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fx) =xTB+py = x" <_0 1) +0=x" <_0 1) (47)
2

2

y la regla de clasificacion inducida por f(x) es:

0
G(x) = signo [xT <_ 1)] (48)

2

(Ossa, 2016, p.22)

Figura 21. Hiperplano calculado que separa las muestras de entrenamiento

| %

Tomada de: “elementos del algebra lineal en el aprendizaje de maquina’.
(p.23), por Jorge Ossa, 2016.

El hiperplano generado por f(x) se muestra el margen es de dos unidades y los

vectores de soporte estan senalados por las flechas.

3.5.5. Implementacién del algoritmo de Aprendizaje del Perceptréon

3.5.5.1. Diagrama de Contexto

Diagrama de contexto del algoritmo de aprendizaje del Perceptron

M

=

B, 5o

”

Tomada de: “elementos del algebra lineal en el aprendizaje de maquina”. (p.25),
por Jorge Ossa, 2016.
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Donde M representa el conjunto de las muestras de entrenamiento y se especifica
en duplas (x;, y;).
M= {(xl’yl)l (xZ,YZ)' ety (n,YN}

La primera parte de la dupla, x;, representa un vector en el espacio de caracteristicas
que a su vez representa la muestra especifica susceptible de clasificacion. La segunda

parte, y, , representa la etiqueta preestablecida para la muestra en cuestion. Los elementos
By B, son los componentes de la funcion clasificadora f(x) que especificara la frontera de

decision una vez finalizado el algoritmo de aprendizaje, esto solamente si las muestras en

M representan un conjunto linealmente separable. (Ossa, 2016, p.26)

fx)=B"-x+pB,

3.6. Especificacion de la Funcion

3.6.1. {Precondicién:
M = {(leyl)r (xZ;YZ); e, (nin}

p=1 (0<p<1) }

3.6.2. {Invariante:
Calcular la respuesta para la muestra: y;. = 7 - x; + Bo

Si la respuesta a es diferente a la etiqueta y;. # y;

Entonces actualizar 3, S, B < B+ pyixi,
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Bo < Bo + py;

3.6.3. {Postcondicion:
Vie>0Vi :1<i <N

El hiperplano separa correctamente todas las muestras} (Ossa, 2016, p.26)

3.6.4. Macroalgoritmo

Paso O Inicializar el hiperplano.
(Por simplicidad, establecer el hiperplano en cero)
Establecer tasa de aprendizajep: (0 < p < 1)
(Por simplicidad, p puede ser establecido en 1)
Paso 1 Mientras la condicion de parada sea falsa, hacer los pasos 2-6.

Paso 2 Para cada muestra (x;, y;) realizar los pasos 3-5
Paso 3 Establecer la muestra a procesar x;

Paso 4 Calcular la respuesta del hiperplano actual a la muestra en proceso

Yie = Bo + zxjﬁj

]

Paso 5 Actualizar el hiperplano si ocurrié un error para la muestra actual

(Siy;. - y;, < 0, ACTUALIZAR HIPERPLANO) (Ossa, 2016, p.27)

- (B=p+ pyix)
- (ﬁo =Bo + P)’i)

Paso 6 Verificar condicion de parada
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(si los pesos no cambiaron en el paso 2,FIN)
(de lo contrario, CONTINUAR)

El algoritmo solamente actualiza el hiperplano cuando la muestra actual no queda
bien clasificada. La expresién y;. se refiere a la etiqueta calculada, de acuerdo con el

hiperplano actual, para la muestra x;. (Ossa, 2016, p.27)

3.7. Implementacién en Lenguaje C

Figura 22. Muestra en software de Ila funcién perceptrén

wvoid perceptron{double MI[N] [2], double y[N]l, int cantMuestras,
double Betal[2], double Betal) f{

Paso 0 Inicializar el hiperplanco
Beta 0] o
Beta[1] [« 15
Batal =
rho = 1;
contadorIteracionas = 0;

=2 I |

Paso 1 Ciclo principal
do

i

eaxisteError = falsea;

Paso 2 Recorrido sobre las muestras
for{i=0; i<cantMuestras;i++)
1
Paso 3 Muestra a Procesar
F* La muestra en la posicidén i serid procesada %/
Paso 4 Calcular respuesta hiperplano actual
Yic = Beta® + (M[il [0] * Betal0l + MI[il[1] = Betal1l);
Paso 5 Actualizar hiperplano
if (Yic = y[il < 0O)
{
Batal[0] Betal0l + rhe * w[il =+ M[il [0]1;
Betal[1] Betafl[1] + rho * w[il = M[i] [1];
Batald = Betad + rho * y[il;
axisteErrer = trua; }

b

contadoriteracionaes++;

Paszso 6 Fin ciclo principal

while(axisteError && contadorIteraciones < MAX _TTER);

¥ /% Fin de la funcidn perceptron =;
Tomada de: “elementos del algebra lineal en el aprendizaje de maquina’. (p.28),
por Jorge Ossa, 2016.

Se presentd una “funcién” que recibe como parametros de entrada un arreglo con
muestras en R? , otro arreglo paralelo al primero con etiquetas y una variable que
describe la cantidad de muestras. Como parametro de salida se encuentra el arreglo S y

el bias §,,, Beta y Beta0 respectivamente. Se introduce la variable

contadorlteraciones con el objeto de llevar la cuenta de las iteraciones del ciclo

do ---while. Esto para evitar que el algoritmo se quede en un loop infinito en caso de las

muestras no ser linealmente separables. Para el caso de la implementacion se fija la
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constante de maximo de iteraciones (MAX ITER) en 5000, sin embargo, se puede

configurar dicho valor.

La constante N es arbitraria, fijando la capacidad de los arreglos para contener las
muestras de entrenamiento en 100; Esto porque se trata de una implementacién didactica,
de querer trabajar con un conjunto de muestras significativa mente grande se deben buscar

alternativas de memoria dinamica. (Ossa, 2016, p.29)

Figura 23. Microalgoritmo (en variables duales)
Paso 0 Inicializar el vector de pesos o
( Establecer el vector de pesos en cero)
Establecer tasa de aprendizaje p: (00 < p < 1)
( Por simplicidad, p puede ser establecido en 1)

Paso 1 Mientras la condicidn de parada sea folsa, hacer los pasos 2-6.

Paso 2 Para cada muestra (&, y;) realizar los pasos 3-5
Paso 3 Establecer la muestra a procesar x;
Paso 4 Calcular la respuesta del hiperplano actual a la muestra
en proceso y,. = 9 + ELL I
Paso 5 Actualizar el i-ésimo componente del vector de pesos si
ocurrid un error para la muestra actual
(5 et < 0, ACTUALIZAR VECTOR DE PESOS)
—+ [y = o + py,)
—+ (B = Go+ pw)
Paso 6 Verificar condicidn de parada
(5t los pesos no cambiaron en el Paso 2, FIN)
(de lo contrario, CONTINUAR)

Tomada de: “elementos del algebra lineal en el aprendizaje de maquina”. (p.23),
por Jorge Ossa, 2016.

Al demostrar el uso e importancia de los elementos como: vectores normales,
matrices, espacios duales, hiperespacios, espacios de funciones lineales, combinaciones
lineales, transformaciones lineales; se ha constatado que su estudio es fundamental para
el aprendizaje de maquina vectorial (perceptrén), el algoritmo de méaquina, la convergencia
y los hiperplanos separados, que tienen la finalidad de entrenar para el aprendizaje de

maquina.
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CAPITULO 4. Aplicaciones a través de Estudios e Investigaciones que el Algebra
Lineal ha Aportado e Importado en la Ingenieria Biomédica.

En esta seccion se muestran algunas investigaciones de la ingenieria biomédica, en
las cuales el “algebra lineal” se hace presente como herramienta de soporte para el

funcionamiento de los equipos.

El “algebra lineal” a través de su teoria de la funcion clasificadora y la funcion del
perceptrén ha ayudado en la programacién del software que controlan la maquinaria
utilizada en la deteccién de: tejidos cancerigenos, el autismo, estimar la velocidad de la
sangre en cirugias, entre otras aportaciones. Estas técnicas innovadoras le han permitido

al especialista quirargico mejorar su praxis en pro de la salud del paciente.

4.1. Investigacion que emplea técnicas dpticas no invasivas que permiten
diagnosticar lesiones y extraer parametros opticos en tejidos biologicos
El método de clasificacion para identificar lesiones en la piel humana, a partir de
espectros de reflexion difusa, tiene el propésito de distinguir las lesiones benignas y
malignas. Para ello, se ha requerido del analisis de diferentes algoritmos de clasificacion,
usando el software de aprendizaje automatico y reconocimiento de patrones WEKA®%.
Ademas, dada la alta dimensionalidad de la sefal espectral, fue empleada una técnica de
seleccién de atributos para determinar las variables que aporten la mayor cantidad de

informacion. Se probd la clasificacion de la sefal usando los algoritmos:
de maquinas de vectores de soporte, redes neuronales y bosques aleatorios,®

el desempefio fue evaluado usando el promedio de la k — fold cross — validation tomando
en cuenta los porcentajes de instancias clasificadas correctamente, el indice kappa, el area

bajo la curva ROC, la sensibilidad, y la especifidad.

4 Software analiza datos a través del aprendizaje automatico de maquina. (Corso, 2009, 2)
> Funcion clasificadora capitulo 3, pag. 85, parr. 3.
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La espectroscopia, de reflexion difusa, aunada a los soportes de las técnicas de
reconocimiento de patrones y la respectiva correlacion con la regla de oro (la biopsia) en el
diagnostico de enfermedades de la piel, es una técnica prometedora y no invasiva, de
respuesta rapida que puede ser empleada en jornadas masivas de deteccion de cancer de
piel por médicos no expertos en el area dermatolégica. (Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio,

Ramos, Delgado, 2010, p. 35).

Sin embargo, una vez obtenida la sefial espectral, no existe un criterio Unico para la
categorizacion de los espectros; por ello para llevar a cabo la tarea de clasificacion es
necesaria la utilizacion de técnicas de reconocimiento de patrones, que aprendan las
posibles diferencias entre patrones de tejido sano y lesionado, y logren con un alto
porcentaje de éxito, diagnosticar a cual grupo pertenece un espectro. Es importante sefalar
que el “algebra lineal” proporciona herramientas importantes para que el software pueda
funcionar y realizar la tarea de clasificacion, esto se atribuye a la teoria de hiperplanos

separados de vectores mencionado en el capitulo tercero, en su pagina 104.

Para llevar a cabo tareas de reconocimiento de patrones es necesario contar con
un conjunto de datos certificados, en este caso los datos han sido valorados por médicos

especialistas en oncologia y dermatologia lo que  proporciona herramientas a

la funcion de la maquina de vector de soporte para que el software® para que pueda
clasificar datos aprendidos, con la técnica de una red neuronal. Esto ha permitido clasificar
tejidos en la piel y obtener un mejor diagnostico al tener mas informacion de una lesion
maligna o benigna. Este procedimiento ayuda a los médicos especialistas a recopilar un
conjunto de datos de reconocimiento de patrones, los cuales asimilen las posibles

diferencias entre los tejidos sanos y lesionados.

6 El algebra lineal aporta la teoria de vectores y matrices para el uso del codigo R y algoritmo PCA,
capitulo 3, pag. 90, parr. 1.
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De este modo, los expertos obtienen resultados inmediatos y pueden intervenir a
tiempo las lesiones en los tejidos de la piel. Con el propdésito de disminuir el mayor
porcentaje de muerte relacionada con el cancer de piel. (Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio,

Ramos, Delgado, 2010, p. 35)

Alternativamente, para detectar lesiones en la piel también se ha empleado el
analisis de imagenes obtenidas mediante epiluminescencia, en conjunto con
algoritmos como el clasificador k — nearest neighbors (KNN) se evaluaron atributos en

la imagen como: tamafio de la lesion y, media del borde de la lesion.

Probada por Wallace et al en deteccion de lesiones en la piel mediante

espectrometria de reflexion difusa y algoritmos de clasificacion. (Guillén, Garcia,

Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010, p.38-39)

En este trabajo se ha evaluado el desempefio de diferentes técnicas
computacionales para clasificar espectros de reflexion difusa entre muestras de tejido sano
y maligno, usando el software WEKA de investigacion en aprendizaje automatico y mineria

de datos, las técnicas implementadas
son maquinas de vectores de soporte,redes neuronales y bosques aleatorios.

Se muestra a continuacién en la figura 24 como la funcion perceptrén aporta técnicas

para el soporte del software WEKA.
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Figura 24. Esquema del montaje experimental para obtener los espectros de
reflexion difusa
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Tomada de: “Métodos de clasificacion para identificar lesiones en piel a
partir de espectros de reflexion difusa”. (p.36), por Guillén, Garcia,
Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010.

Se presenta el esquema del arreglo experimental empleado para capturar los
espectros, el cual consiste de un espectrémetro USB4000 fabricado por la empresa Ocean
Optics que esta equipado con un detector CCD Toshiba de 3648 elementos, una fuente de
luz HL2000 optimizada para el VIS-NIR (360 nm-2000 nm), una sonda de fibra Optica
bifurcada (R600\7\VIS\125F) de la misma firma comercial, un patron de reflexién (Teflon) y
un computador con el software SpectraSuite (Ocean Optics) que calcula automaticamente

el porcentaje de luz reflejada mediante la siguiente expresion “matematica”

_ S)-b(A)
%R(A) = R D) x100% (a)

Donde S(1) es la sefal del medio analizado (Piel) para cada longitud de onda
(1), D(A) es la sefial de oscuridad y R,,,-(1) es la muestra de referencia. (Guillén, Garcia,

Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010, p.36)
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Figura 25. (a) Fotografia de la lesién: carcinoma basocelular, (b) Espectros de
reflexion difusa para piel normal y lesién
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Nota: es mostrada una fotografia con una lesion de tipo carcinoma
Basocelular y dos curvas espectrales una correspondiente a la lesiéon y otra
a un tejido sano o piel normal. Tomada de: “Métodos de clasificacion para
identificar lesiones en piel a partir de espectros de reflexion difusa”. (p.36),
por Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010.

Las etapas de clasificacion consisten en normalizar los datos para evitar que la
funcion de decision sea influenciada por variables de magnitudes considerablemente
mayores que otras; y posteriormente, aplicar una técnica de seleccidn de atributos para
analizar la influencia de los atributos de los patrones de entrenamiento en el proceso de su
propia categorizacion y asi poder determinar un subconjunto 6ptimo de atributos para evitar
redundancias de informacién. La clasificacion de los espectros fue realizada mediante las
magquinas de vectores de soporte, arboles aleatorios y redes neuronales artificiales.

(Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010, p.37)

Las méaquinas de soporte vectoriales (MSV) creadas por Vapnik se popularizaron
debido a: sus caracteristicas, rendimiento, a que permiten enfrentar problemas de
clasificacién en dominios complejos y pueden ser usadas para extraer informacién relevante
a partir de conjuntos de datos y construir algoritmos de clasificacion eficientes y rapidos

para datos masivos. Son un modelo de clasificacién cuyo funcionamiento se basa en la
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busqueda de un margen de separacion maximo entre un hiperplano y los patrones de las
diferentes clases que comprenden el conjunto de entrenamiento, el modelo de optimizacion
busca establecer la frontera de decisiobn, mediante los patrones que mas resaltan la
distribucion de clases, estos son los llamados vectores de soporte. (Guillén, Garcia,

Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010, p.37)

Figura 26. Hiperplano de separacion
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Nota: muestra el hiperplano de separacion que es calculado maximizando la
distancia de los patrones mas cercanos. Tomada de: “Métodos de clasificacion para
identificar lesiones en piel a partir de espectros de reflexién difusa”. (p.37), por
Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010.

La teoria de los Hiperplanos Separados del “algebra lineal” aporta a las maquinas
de soporte vectoriales para que las mismas puedan clasificar e identificar lesiones en la

piel programando software para el andlisis de datos. .

Los &rboles de decision (AD) son arboles dirigidos en los que en cada nodo se
realiza una consulta a una de las caracteristicas de un patrén con el objetivo de asignarle
una categoria. Partiendo desde el nodo raiz hasta algun nodo hoja se van considerando las
posibilidades de que el patrén pertenezca a una u otra clase, la decision final depende del
nodo hoja en el que se termine, ya que cada uno de estos nodos tiene asociada una

categoria. (Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010, p.33)

’ Los Hiperplanos Separados definidos en el capitulo 3, pag. 88, parr. 2
Cddigo R capitulo 2, pag. 53, parr.1 y algoritmo PCA capitulo 3, pag. 78, parr. 2
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Figura 27. Ejemplo arbol de clasificacion
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Nota: el uso de un arbol de clasificacion como discriminador se puede
interpretar mediante la conjuncion légica de las decisiones tomadas en cada
nodo. Tomada de: “Métodos de clasificacion para identificar lesiones en piel
a partir de espectros de reflexion difusa”. (p.37), por Guillén, Garcia,
Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010.

Entre los métodos empleados con esta técnica se tiene el Random Forest (bosques
aleatorios) que es un algoritmo compuesto por numerosos arboles de clasificacion, en él se
definen una cantidad de arboles a desarrollar y una cantidad de atributos m tal que sea

menor a la cantidad total de atributos.

Entre los arboles se reparten k patrones con reemplazo y se desarrollan los arboles,

el resto de los patrones son usados para la prueba.

Al desarrollar cada nodo se eligen m atributos y se determina el mejor atributo para
desarrollar el nodo. Para el entrenamiento los patrones son repartidos aleatoriamente con
repeticion entre cada arbol. (Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010,

p.37)

Las redes neuronales (RN) consisten en un sistema de procesamiento de
informacion planteado inicialmente por inspiracion biolégica, estd compuesta por unidades

de procesamiento llamadas neuronas que estan separadas en capas donde se recibe,
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procesa y transmite la informacion. Las unidades de procesamiento reciben como entrada
los elementos del patrén con el que es alimentada la red neuronal y estas transmiten los
elementos como sefiales a la siguiente capa, el enlace entre cada capa esta afectado por
un peso que biolégicamente representa el nivel de sinapsis en la conexion. Las salidas de
las neuronas de la Ultima capa representan la respuesta de la red neuronal al estimulo

inicial. (Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010, p.37)

Figura 28. Arquitectura general de unared neuronal
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Nota; Muestra la arquitectura de una red neuronal de flujo hacia delante. Tomada
de: “Métodos de clasificacion para identificar lesiones en piel a partir de espectros
de reflexion difusa”. (p.37), por Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado,
2010.

Los resultados y la discusion en la prueba de cada algoritmo fueron variados en los
pardmetros, en diferentes intervalos, cada prueba se realizé6 mediante validacion cruzada
con k = 10 pliegues. Es decir, el conjunto de instancias disponibles se divide en diez partes
iguales usando una para la validacion del modelo y el resto para su entrenamiento, el
resultado final de la prueba se obtiene al promediar las métricas arrojadas en cada una de
las pruebas. La validez de los modelos fue evaluada con las mediciones del porcentaje de
predicciones correctas, el area bajo la curva ROC, el indice Kappay el promedio de la
sensibilidad y especificidad de los resultados de la tabla 6. (Guillén, Garcia, Vazquez,

Atencio, Ramos, Delgado, 2010, p.37)
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Tabla 6.

Resultados obtenidos con los algoritmos de clasificacion implementados
para las variables de desemperfio evaluadas.

Alporitmo Aciertos Indice Curva Sensibilidad Especificidad

%  Rappa ROC (%) (%)
MSY  B7017F 0739 08773 Te07 43,39
AD  B73684 09194 07409  BO1S 53,08

RN B91228 09377 07909 9283 §7.b6

Nota: “Métodos de clasificacion para identificar lesiones en piel a partir de
espectros de reflexion difusa”. (p.38), por Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio,
Ramos, Delgado, 2010.

Las maquinas de soporte vectorial fueron implementadas con un nucleo RBF
(Funcion de Base Radial) variando los pardmetros y entre 0 y 1 con pasos de 0,1 y C entre
0,1y 2 con pasos de 0,2; en total fueron realizadas 100 pruebas. Al realizar los
experimentos se evidencia la relacion entre los parametros y y C y los resultados. En la Fig.
29 se puede apreciar que la relacién entre estos parametros no es lineal, pues se forma
una curva en la que los valores mas altos para las variables de medicién del desempefio se
dan por la combinacién de valores altos de y y bajos de C y viceversa. (Guillén, Garcia,

Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010, p.38)
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Figura 29. Mapa porcentaje de aciertos MSV.
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Tomada de: “Métodos de clasificacion para identificar lesiones en piel a partir
de espectros de reflexion difusa”. (p.38), por Guillén, Garcia, Vazquez,
Atencio, Ramos, Delgado, 2010.

Figura 30. Mapa del porcentaje de aciertos para el Random Forest.
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Tomada de: “Métodos de clasificacion para identificar lesiones en piel a partir
de espectros de reflexion difusa”. (p.39), por Guillén, Garcia, Vazquez,
Atencio, Ramos, Delgado, 2010.

El estudio con los arboles de decision fue llevado a cabo mediante el algoritmo
Random Forest, variando los parametros NumTrees (nimero maximo de arboles) entre 1y
110 y NumFeatures (nimero de caracteristicas) entre 1 y 11. En total se realizaron 1210
pruebas. Este algoritmo logra clasificar correctamente al 88,071% de los espectros si se le

permite desarrollar 44 arboles y evaluar cuatro atributos en cada uno. En la figura 29 no se
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observa a simple vista una relacion entre la variacion de los parametros y las variables de
medicion; aunque la documentacion del Random Forest sefiala que este es,
considerablemente, sensible a la variacion del nUmero de caracteristicas. La red neuronal
implementada en WEKA corresponde a la clase MultilayerPerceptron, que es un perceptréon
multicapa entrenado usando backpropagation. Se utilizé una capa oculta y se varid la
cantidad de neuronas entre 3y 12 y en cada caso, los parametros momentum y learnig-rate
fueron variados en el intervalo 0-1. Aungue no se percibe que el sistema sea sensible a la
variacion de los parametros, al validar el modelo con las medidas de desempefio, se ha
obtenido una indice kappa que indica que existe un alto acuerdo entre las predicciones y
las clases originales. En cuanto a la sensibilidad y especificidad, los parametros obtenidos
indican que la red neuronal tiene una alta capacidad de detectar correctamente a pacientes
sanos y enfermos. La figura 30 corresponde a los mapas del porcentaje de aciertos,

variando el nimero de neuronas.

Figura 31. Mapa del porcentaje de aciertos para el MultilayerPerceptron. A) tres
neuronas, B) seis, C) nueve y D) doce neuronas.
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Tomada de: “Métodos de clasificacion para identificar lesiones en piel a partir
de espectros de reflexion difusa”. (p.39), por Guillén, Garcia, Vazquez,
Atencio, Ramos, Delgado, 2010.

En cuanto a los resultados obtenidos, una vez evaluados cada uno de los modelos

de clasificacion elegidos, se concluye que una red neuronal de una capa oculta de seis
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neuronas con los parametros momentum vy learnig-rate en 0,6 y 0,3 respectivamente,
poseen la mayor capacidad de distinguir entre patrones correspondientes a lesiones sanas
y malignas. Es decir, existe una alta probabilidad que el modelo clasifique como positivas
las instancias positivas; ademas el alto promedio de sensibilidad y especificidad indican que
el modelo tiene un excelente desempefio para diferenciar entre lesiones y tejido sano.

(Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010, p.39)

Es evidente que los algoritmos presentados tienen un buen desempefio gracias a las
herramientas usadas de la funcion de clasificaciéon proporcionada por la maquina de soporte
vectorial, red neuronal y la arquitectura de los bosques aleatorios. Gracias a la teoria de
vectores, matrices, producto punto, transformaciones lineales que proporciona el “algebra
lineal”® es posible que los softwares produzcan resultados exactos en el reconocimiento de
tejidos malignos y benignos en la piel permitiendo a los especialistas de la medicina
diagnosticar para que, puedan intervenir en los pacientes a tiempo y asi disminuir el

porcentaje de mortalidad. (Guillén, Garcia, Vazquez, Atencio, Ramos, Delgado, 2010, p.40)

Esto nos lleva a resaltar la importancia del “algebra lineal” para la tecnologia de la
biomédica en la salud. Asi también se destacan, las aplicaciones en diferentes areas de la
salud. Entre otras de las aportaciones se destaca la detencion de la paralisis cerebral,
estudios realizados en las redes neuronales artificiales para cuantificar motricidad en nifios
con hemiparesia cerebral; y, podemos diferenciar la paralisis cerebral en funcién de la parte
del cuerpo que se encuentra afectada, teniendo asi una clasificacion por criterios
topogréficos. La hemiparesia (centro) se produce cuando la discapacidad se presenta
Unicamente en la mitad izquierda o derecha del cuerpo. Esto se da, gracias a un sensor

inercial (IMU) que se coloca en el dorso de la mano a medir y el Sorting Block Box (SBB),

8 Conceptos del algebra lineal estudiados en el capitulo 3, pag. 96, parr.1
Los conceptos del codigo R software de analisis de datos capitulo 2, pag.53, parr. 1
La funcién clasificadora capitulo 3, pag. 85, parr.2, pag. 86, parr. 2-3.
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ver figura 30, que consta de un tablero con huecos de diferentes formas geométricas
(cuadro, triangulo, circulo, rectangulo) y 4 piezas de madera que deben ser colocadas en
sus respectivos espacios; dicho tablero tiene por dentro diversos sensores que detectan la
fuerza del movimiento y si la pieza esta o no en su lugar. (Campos, Uriéstegui, Gonzalez y
Roiz, 2020, p.1-2)

Figura 32. Tablero Sorting Block Box. Se muestran las distancias (cm) de las
trayectorias idealesrecorridas por el brazo izquierdo (izq) y el brazo derecho (der).

Tomada de: “Redes Neuronales Artificiales para Cuantificar la Motricidad en
Nifios con Hemiparesia Cerebral. In Memorias del Congreso Nacional de
Ingenieria Biomédica”. (p.2), por Campos, Uridstegui, Gonzalez y Roiz,
2020.

4.2. El Diagnostico del Autismo a través del ADOS-G
La escala ADOS-G es una escala semiestructurada, instrumento basado en la
observacién de 4 médulos que se gestionan de acuerdo con la edad y las habilidades
lingliisticas del nifio. Frente al desafio de caracterizar, medir los sintomas y localizar al
paciente en el nivel A de funcionamiento, el ADOS -G tiene la ventaja, con su variedad de

tareas, para hacer un diagnéstico sobre una base de estudio observacional.

El diagnéstico del autismo requiere del uso de herramientas de diagndstico,
validadas internacionalmente, y utilizadas por los profesionales de la salud, expertos en
trastornos del espectro autista; lo cual, requiere de procesamiento de mucha informacion y

un entendimiento técnico de cada una de las areas evaluadas en ellas. La clasificacion del
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impacto que tienen cada una de estas areas, asi como la propuesta de un sistema que
pueda ayudar a los expertos en el diagnéstico, es una tarea compleja; por lo cual, se
presenta una metodologia, utilizada para encontrar los elementos mas significativos de la
herramienta de diagnéstico de autismo ADOS-G a través de redes neuronales artificiales,
entrenadas con retropropagacion del error. El nimero de casos para entrenamiento de la
red se selecciond utilizando el método de Taguchi con arreglos ortogonales, reduciendo el

tamafio de la muestra de 531,441 a solo 27 casos.

La red entrenada tiene una exactitud del 100% validada con 11 casos diferentes de
nifios evaluados para diagnéstico de trastorno del espectro autista, con lo que se obtuvo

una especificidad y sensibilidad de 1.

La red neuronal artificial se utilizé para clasificar los 12 elementos del algoritmo de
la herramienta ADOS-G en tres niveles de impacto: alto, medio y bajo. Se encontré que los
elementos “Mostrar’, “Placer compartido durante la interaccién” y “Frecuencia de
vocalizaciones dirigidas a otros” son las areas de mayor impacto para el diagndstico de
autismo. La metodologia presentada puede ser replicada para diferentes herramientas de
diagnostico de autismo para clasificar sus areas de otros aportes. (Reyes, Ponce,
Grammatikou y Molina, 2014, p.6-7). Este es otro paradigma que presenta las aportaciones
de los contenidos del “algebra lineal” en los reconocimientos y clasificacién para el
diagnostico de pruebas que realizan los profesionales de la salud. En donde el &lgebra lineal
provee de importantes herramientas para el uso de la escala ADOS-G como es la funcién

clasificadora, la cual trabaja mostrando resultados exactos en cada diagnostico meédico.

Las redes neuronales artificiales (RNA) son modelos computacionales basados en
un modelo simplificado de versién de redes neuronales bioldgicas con las que comparten
algunas caracteristicas como: la adaptabilidad aprender, generalizacion, organizaciéon de

datos y procesamiento en paralelo. Una RNA est4 compuesta por capas, una capa de
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entrada, una capa de salida y una o varias capas ocultas®. Dentro de cada capa hay varias
neuronas que estan procesando unidades que envian informacion, a través de sefiales

entre si y una funcién de activacion determina la salida como se muestra en la figura 33.

Figura 33. Red neuronal artificial multicada

Inputs Activation
Weightedsum  Function
weights

X1

Input Layer Hidden Layer Output Layer

Tomada de: “Metodologia para ponderar areas de evaluacion de la herramienta
ADOS-G en trastorno del espectro autista con redes neuronales artificiales y método
de Taguchi”. (p.228), por Ponce, Grammatikou y Molina, 2020.

El método de entrenamiento de retro propagacion consiste en minimizar el error,
con respecto a los pesos a través del descenso de gradiente. El error es la diferencia entre
la salida deseada y la produccién real entregada por la RNA. Minimizando el error se logra
devolviendo el error desde la capa de salida hasta todos los elementos ocultos
involucrados, capas que obtienen una parte proporcional de ese error, cada neurona toma
una parte proporcional y vuelve a entrenar el peso para cada entrada durante la préxima

época. La funcién de activacion'® es una funcién diferenciable de las entradas dada por

Yi = F(s¥)

donde,

% El perceptrén: sus generalidades. Estudiado en el capitulo 3, pag. 90, parr. 1.
10 Regla de activacion del perceptron, estudiado en el capitulo 3, pag. 91-92.
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Yl es el valor de salida para cada unidad.
F es la funcion de activacion.
si es la entrada de la unidad k en el patron p.

donde,
Slip =Zijy]P+9k 1
j

En “algebra lineal” la expresidon es una combinacion lineal*?.

Donde, wj; es el factor de ponderacion para la entrada j y la salida k. La expresion wj,

describe una matriz y 8, representa el elemento vectorial siendo el umbral.
Donde,
j = layer(j)

El error se define como el error cuadratico EP en las unidades de salida para el
patrén p entre las salidas deseadas y la salida real. Y puede denotarse como una

combinacion lineal asi,

N,
1
BP =5 ) @~ YDy
o=1

La matriz elemental d” es la salida deseada para la unidad o en el patrén p.

El error cuadratico sumado es entonces E dado por

11 Especificacion de la Funcion, estudiado en el capitulo 3 pag. 116.
12 Representacion de transformaciones por matrices, estudiado en el capitulo 2, pag. 36.
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donde EP es el error en el patron p. Aplicando la cadena de reglas

SEP  SEP &sy
6ij B 65,35 6ij

13

Siendo el mdédulo de una razén. Donde,

P
05,

p
6ij J

Definicién de una regla de activacion
ApWji = ydlf yf
Donde,

p OEP
O =<7
Osj;

A aplicar la regla de la cadena para el cambio en el error en funcion de la salida y el

cambio en la salida, en funcién de los cambios del aporte,

sp— OE° _ OE” SYi
ko osst o syT sst

A usar la regla de la cadena, cuando k es una unidad oculta, se llama h

N, N,
SEP SEP sy p
OS5

8Yrp  Libsi 8Yp &

Estos rendimientos a

13 Espacio de producto interno, estudiado en el capitulo 2, pag. 47, parr. 3.
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. N,
65 =F (S;Z) sy P wy,

Aumentar el nUmero de neuronas ocultas puede evitar caer en un minimo local y

disminuir el error, pero puede consistir en un largo proceso de entrenamiento.

El “algebra lineal” es una herramienta que aporta propiedades que permiten enlazar
con diferentes teorias como: diferenciacién, las series u otras empleadas en la matematica

moderna facilitando la compresion de la ingenieria biomédica.

Es de importancia también sefalar las aportaciones del “algebra lineal” en los
Nanorobots como es en el caso de estimacion de la velocidad de la sangre. Siendo un
importante paradigma que evidencia la presencia de los contenidos del “algebra lineal” para

el desarrollo, progreso y funcionamiento de la innovadora ingenieria de la biomédica.

4.3. Estimacion de la Velocidad de la Sangre basada en un Observador Optimo
para la Navegaciéon Magnética de Nanorobots
Los nanorobots magnéticos se utilizan recientemente en un sistema de
administracion de farmacos, con el fin de realizar procedimientos médicos minimamente
invasivos. Una de las principales dificultades para controlar los nanorobots es el complicado
comportamiento de la fuerza de arrastre hidrodinamica y los factores inciertos de su

dindmica hidrodinamica y los factores inciertos de su dinamica.

La fuerza de arrastre depende de la velocidad de la sangre, pero por desventaja en
anteriores disefios de sistemas de control por retroalimentacién, se suponia que la
velocidad de la sangre era constante. Esta suposicion no reflejaba la realidad y reducia la
viabilidad de los sistemas de control. Teniendo en cuenta esta eficaz observacion se

propone para estimar la velocidad de la sangre. La Unica informacién necesaria para el

14 Transfomaciones Lineales, estudiado en el capitulo 2, pag. 35.
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observador propuesto y el sistema de control global es la posicion de los nanorobots. Las
caracteristicas, la estabilidad y las reglas de ajuste de ganancia del observador 6ptimo

propuesto.

Los resultados de la simulacion se realizan en MATLAB/Simulink para demostrar la
eficacia del observador Optimo propuesto, asi como del sistema de control de
retroalimentacion global para la navegacion de Nanorobots en vasos sanguineos. (Do,
2017, p. 3)

4.3.1. Formulacién del Problema sobre la Navegacion de Nanobots en
Vasos Sanguineos

La modelizacion dinamica del espacio de estados de los nanorobots en arterias es

el siguiente: sistema de ecuaciones lineales

5(1:562

. t,,M

X2 = f(x3,v1) +'";) u e
Yy =X

donde x; y x, son la posicién y la velocidad agregadas respectivamente, u es el gradiente
de campo magnético considerado como entrada de control, v; es la velocidad de la sangre,

t €s la relacion ferromagnética, p es la densidad del agregado, M es la

M es la magnetizacion, e y es la salida, que es la posicion medida por MRI o MPI,

respectivamente. (Do, 2017, p. 2)

En “algebra Lineal” x; = x, son elementos vectoriales de n-dimensiones, y = x;

representa la ecuacion lineal.

El sistema (1) se apoya con propiedades importantes del Algebra Lineal como, el
simbolo x, representa un vector en n-dimensiones (el espacio vectorial escalar) asi, se

representa la velocidad vectorial del flujo en la posicion espacial n-dimensional (Zamora,
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Ibargtien, 2012, p. 50). Apoyada en la teoria de espacio vectorial en los sistemas de
espacios vectoriales y funciones que se pueden describir finalmente en una transformacion
tmM

lineal como es el caso de f(x,,v,) + - u donde, f(x,,v,) es el vector producto de las

. tmM P . . - . .
matrices elementales y mT la razon vectorial, sistema utiliza importantes contenidos del

“algebra lineal” para el estudio de la estabilidad o inestabilidad de la velocidad en el flujo
sanguineo por medio de la funcion diferencial. El “algebra lineal” contribuye a estos
sistemas de transformaciones lineales por las propiedades de matrices, vectores, espacios

vectoriales, espacios de funciones, ordenadores y combinaciones lineales?*®.

La funcion f se expresa como

(x — v1)?

1+ dw/|X2 — 1|

1
f(xy,vy) = pe —sgn(x, —v1) | (alx; —viD) + b, —v1)? +c¢

+V(pf—p)g (2)
Donde
6mnr 0.2 pfrr? 3 pfrr? 2rpy
a= , b= , , d= 3
B B2 B2 Bn (3)
~1ifz <0
sgn(z) =4 0ifz=0
-1ifz >0

15 Conceptos definidos en el capitulo 2 Matrices (pag. 23), vectores - espacios vectoriales (pag.24),
espacios de funciones, vector ortogonal (pag. 51), transformaciones (pag. 35) -combinaciones
lineales (pag. 30).
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En (3), r es el radio agregado, S es una relacion adimensional relacionada con el
efecto de pared causado por la oclusion por un agregado esférico de radio 7,7y pr son la

viscosidad y la densidad de la sangre, respectivamente.

Obsérvese, que la funcion f en (1) y (2) incluye la expresion de la fuerza de arrastre y el
peso (el dltimo término del paréntesis es el peso y los demas son la fuerza de arrastre)

mientras que la entrada de control u es proporcional a la fuerza magnética.

Ademas, en (1), sélo se puede medir la posicion x; del nanorobot, la velocidad del

nanorobot y la velocidad de la sangre son necesarias para ser calculado y estimado. Con

el fin de estimar la velocidad de la sangre, su dinamica, la velocidad pulsatil de la sangre

vipuede definirse como una serie de Fourier truncada de enésimo

orden
( V; = v, producto vectorial
v, = —w?(v; —v3) matrices de aplicaciones lineales
: asusibas n — dimensiones
] VUak—1 = Vi espacio vectorial (4)
Vor = —w?(k?vy,_1 — Vyr4q) matrices de aplicaciones lineales
Von+1 = 0 wvector ortogonal

Donde w es la pulsacion del flujo sanguineo que se supone conocidoy v,,.,€S el

valor medio de la velocidad de la sangre. (Do, 2017, p. 2)

Es interesante resaltar que elementos como: el sistema de espacio vectorial,
transformacion lineal y la forma cuadréatica de Jordan ayudan a visualizar la presencia de
los contenidos del “algebra lineal” en la ingenieria biomédica, los cuales son de gran

importancia para el desarrollo tecnoldgico.

El sistema (4) muestra aplicaciones tedricas del doble de una matriz n-dimensiones

lo que constituye las caracteristicas de un vector que en su conjunto forman una
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combinacion lineal. Es relevante apreciar que, asi como la teoria del “algebra lineal’
contribuye a estimar la velocidad de la sangre; también, la teoria diferencial con la serie de
Fourier truncada de enésimo orden del calculo es oportuno aportan importantes teorias a

la ingenieria biomédica.

4.4. Diseio del Control de Realimentacion

4.4.1. Diseio de Control Adaptativo en Modo Deslizante

Consideremos la siguiente ley ASMC para el sistema (1).

o =e, +ae, combinacion lineal
1 p .
= —— - — aXq, + 0sgn(o)) transformacioéon lineal
u a TmM (af X1r 1r g ( )) f (5)
.ol
0= 7 ortogonal

donde e; = x; — x4, Ye, = x, — Xy, SON oS errores, x;,- es el comando de referencia de
posicion de los nanorobots, a y y son las ganancias de control. Nanorobots. En (5), la
ganancia de control adaptativa 6 se estima en linea, mediante una ley para evitar ganancias
de control elevadas, asi como con altos esfuerzos de control. La ley SMC en (5) puede
incluir chattering, debido al uso de una funcién de signo. Existen varias formas de reducir
la vibracion, sin embargo, un método sencillo es la funcién de signo aproximada mediante

la siguiente funcién aproximada:

g

sing(o) = (6)

|o|+e&

donde € es un numero positivo muy pequefio'®. (Do, 2017, p. 2)

16 Conceptos definidos en el capitulo 2, pag. 46.
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4.4.2. Calculo de la Velocidad de los Nanorobots
Dado que la velocidad del nanorobot es la derivada temporal de la de la posicion
del nanorobot, puede calcularse directamente a partir de la posicion del nanorobot,

mediante la siguiente férmula en tiempo discreto

_ @
T+

x(k—=1)+ [, (K) = x1 (k= D] (7

2 T+

donde k y k — 1 denotan dos instantes de muestreo consecutivos, T es el periodo de

muestreo y ¢ es una constante temporal suficientemente pequefia. (Do, 2017, p. 2)

La teoria de las transformaciones lineales aporta importantes propiedades
matematicas para la programacion de los softwares utilizados en la ingenieria biomédica,
para que los resultados sean exactos como en el caso de controlar la velocidad de la sangre

como en (5) y (7).

4.4.3. Diseio del Observador de la Velocidad de la Sangre
Combinando (1) y (4), obtenemos las siguientes ecuaciones dindmicas para

estimar la velocidad de la sangre,

( X, = x, producto vectorial
X, = —ax, + axz + f'(xz,x3,1) combinacién lineal
X3 = x4 producto vectorial
x4 = —w?(x3 — x5) Matrices de aplicaciones lineales
) : asucibas n — dimensiones
Xok+1 = Xa2r42 esSpacio vectorial

Xopsz = —w?(k%xy.1 — Vyp43) combinacién lineal de un espacio vectorial

Xon4+3 = 0 vector ortogonal
\ y = x; ecuacion lineal

Donde, x;,, = v;Vi €{1,2,--n} y
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(x2 — 171)2

+dy/1x; — vy

f(xp,v,u) = % [—sgn(xz —vy) (b(xz —v1)%+¢ .

tmM
NTRHIC LY
p
La expresion matematica muestra que, a través de las transformaciones lineales y
los espacios de funciones se puede integrar para el desarrollo de la ingenieria biomédica
otras propiedades en el area del calculo superior, en el calculo diferencial de la doble

derivada para continuar con futuras investigaciones en este tema innovador.

La ecuacion (8) puede reescribirse en el siguiente espacio de estados, en la

siguiente aplicacion lineal

Donde, x = [x; -+ xpn43]", B=[0 1 0--0]7,

0 1 0 0 0 0 0
0 —a a 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
A= 0 0 —w? 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 —n?w? 0 w?
0 0 0 0 0 0 0

(Do, 2017, p. 3)

La forma candnica de Jordan es la forma de la matriz de un endomorfismo de
un espacio vectorial en cierta base asociada a la descomposicion en suma directa de
subespacio invariantes bajo dicho endomorfismo. Dicha forma candnica consistira en que

la matriz estara formada por "bloques de Jordan" en la diagonal y bloques de ceros fuera

de ella.
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Entonces, el modelo de observador 6ptimo para estimar la velocidad de la sangre

puede representarse como,

% =A%+ Ly — LCX + Bf’
y =Cx (10)
553 = CT5C\

Donde, C=[1 0. 0]7,¢;=1[0 0 1 0 - 0]7,% eselvector estimado de x, y

L es el vector de ganancia del observador del observador. (Do, 2017, p. 3)

En este sistema de aplicaciones lineales se pueden observar elementos de los
espacios vectoriales Euclidiano, sistema lineal y el vector estimado de una transformacion

lineal.
La Figura 34 ilustra el diagrama de bloques propuesto de la velocidad de la sangre.

El disefio observado sobre la velocidad de la sangre presentando en (8,9,10) se
puede designar como un sistema de espacios vectoriales diferencial, siendo asi una
trasformacion lineal, integrada con derivada, integral, transformada de Laplace referente al

calculo superior.

Figura 34. Diagrama de bloques del observador 6ptimo de la velocidad

u a

Y | A%+ B+ L(y-CR)

x \.

Tomada de: “Blood Velocity Estimation Based on an Optimal Observer for Magnetic
Nanorobots Navigation.” (p.3), por Do, T. D, 2017.

La dinamica de error del observador de la corriente de carga puede obtenerse como
sigue:

£=(A-LO% (11)
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Donde, ¥ =x— X

La ecuacion vectorial figura 34 expresada es una transformacion lineal'’ .Es curioso
notar que contiene parte diferencial e inferencial como elementos del calculo superior. Esto
resalta que el “algebra Lineal” se aplica en los contenidos de otras areas de la matematica
como: calculo diferencial e inferencial, ecuaciones diferenciales, series de Fourier, algebra

y otros.

La matematica forma parte de nuestra vida en todas las areas y asi como el “algebra
lineal” contiene importantes teorias que se aplican en la ingenieria biomédica; también,
existen otras dreas matematicas como: ecuaciones diferenciales, series de Fourier u otras
que tienen contenido importante que aportar a la ingenieria biomédica permitiendo nuevos

temas de investigacion documentales.
Teorema 11. Consideremos la siguiente ecuacion algebraica de Riccati (ARE)
AP + PAT — PCT — PCTR™ICP+Q =0 (12)
donde,Q € R(@n+3)x2n+3)eg yng matriz simétrica semidefinida, R un numero positivo, y
P € R2n+3)X1 g5 un vector solucién. Y la matriz de ganancia de
L dada por,
L=PCTR™?
Entonces, el error de estimacién converge exponencialmente a cero. (Do, 2017, p. 3)

La ecuacion (12) contiene importantes propiedades del “algebra lineal” como, la
matriz simétrica, vectores, espacios vectoriales, transformaciones lineales u otras que

aportan a la estimacién de la velocidad de la sangre basada en un observador 6ptimo para

7 Capitulo 2, pag. 35.
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la navegacion magnética de Nanorobots. Esta investigacion muestra que se puede estimar
con exactitud la velocidad del flujo sanguineo, a través de nanorobots con los fundamentos

tedricos del “algebra lineal”.

Los estudios e investigaciones contemporaneas expuestos en el anterior capitulo
sobre alguno de los equipos implementados en la ingenieria biomédica para diagnosticar:
tejidos cancerigenos, el autismo desde temprana edad y regular la velocidad sanguinea por
nanorobots son equipos que contienen la presencia de los contenidos importantes del
“algebra lineal”. Esto refuerza que la implementacion de la teoria del “algebra lineal” en el
funcionamiento de los equipos biomédicos ha permitido el avance y desarrollo tecnoldgico
de los mismos. Gracias a ellos, la ingenieria biomédica cuenta con equipos modernos y
actualizados con mejores funciones que favorecen a las personas y por ende mejoran su

condicion de salud.

En los ejemplos mostrados la teoria del “algebra lineal” se constituye en una
herramienta que permite enlazar diferentes aplicaciones lineales como: serie de Fourier,
ecuaciones diferenciales con las derivadas parciales, el teorema de Laplace u otros

contribuyendo a explicar los conceptos matematicos utilizados en la ingenieria biomédica.

Lo anteriormente expuesto, nos lleva a concluir que la teoria de “algebra lineal”
proporciona importantes conceptos para el desarrollo de la ingenieria biomédica; ademas,
contribuye a que otros contenidos matematicos: algoritmos y teoremas se puedan enlazar
para poder dar soluciones a las investigaciones que se desarrollan en la ingenieria

biomédica; con lo cual, se ha avanzado en la exactitud de los diagndsticos.
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CONCLUSIONES

En esta investigacion, se ha abordado el tema de la teoria del “algebra lineal”
utilizada en la programacion de los equipos modernos que la ingenieria biomédica ha
implementado en la deteccién de diversas enfermedades. Y después de haber realizado

este amplio estudio se ha llegado a las siguientes conclusiones:

e Las investigaciones realizadas sobre equipos biomédicos del siglo XXI evidencian
que en su implementacion, soporte y funcionamiento se han empleado teorias dadas
por el “algebra lineal”. Algunos teoremas, algoritmos y definiciones de esta teoria
contribuyen a la programacién y avances de estos equipos. Datos de esta
investigacion nos ha llevado a conocer que en el tema de diagnosticar células
cancerigenas sirve de herramienta el Cédigo R. Este cédigo se utiliza en el
aprendizaje de maquina para la programacion de los equipos; de alli, que se apoye
en teorias del “algebra lineal” como: |a teoria de soporte de vectores y matrices. Estas
permiten el ingreso preciso de los datos con lo cual se facilita la deteccion de los
tejidos cancerigenos y se logra un diagnéstico en menor tiempo. Esto les brinda a los
especialistas la oportunidad de tratar a tiempo la enfermedad y lograr reducir las
estadisticas de mortalidad generadas por el cancer.

¢ Los temas planteados en este estudio, actualmente, se utilizan en muchos de los
equipos biomédicos. Asi, tenemos el caso de: la teoria de vectores en donde se apoya
el perceptrén o aprendizaje de maquina, la teoria del hiperespacio que se aplica en
la teoria de las transformaciones lineales y en los espacios vectoriales, la teoria de
las funciones lineales vectoriales que permiten resolver operaciones en n-
dimensiones. Las nociones de los contenidos de estas teorias permiten que esta
tecnologia continde progresando porque facilita el enlace con otros campos de la

matematica. Asi es el caso del calculo diferencial e inferencial, en donde el “algebra
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lineal” le aporta propiedades que permiten operar algoritmos para mejorar la ejecucion

de los equipos. Los estudios demuestran que se necesitan de los contenidos del

“algebra lineal” para los avances tecnoldgicos de los equipos biomédicos. Asi

también, es importante sefalar que el “algebra lineal” proporciona herramientas de

enlace para trabajar en el campo diferencial, en las derivadas parciales, las series de

Furrier y otras, despertando el interés por estudio de campo; el cual, forja el camino

para proximos trabajos investigativos con este tema innovador.

¢ Se han definido importantes elementos del “algebra lineal” que se emplean, en la
actualidad, para garantizar la programacion y ejecucion de los equipos que la
ingenieria biomédica utiliza para detectar cualquier problema de salud. Se demostr6
que el “algebra lineal” contribuye a que estos equipos sean programados y den
resultados en corto tiempo con diagndsticos exactos; para que el especialista en
medicina pueda intervenir, inmediatamente, y mejorar la salud del paciente. Las
teorias del “algebra lineal” son esenciales para poder explicar y desarrollar los
avances de los equipos biomédicos, por ende, son fundamentales los temas
conceptuales de: el producto punto y la longitud, vectores unitarios, espacio y sub
espacio de vectores, la desigualdad triangular, distancia entre vectores, angulos,
ortogonalidad de vectores, algebra de vectores, ecuaciones de lineales,
determinantes, matrices simétricas, entre otros.

e Los equipos implementados en la ingenieria biomédica se han utilizado para:
diagnosticar tejidos cancerigenos, diagnosticar el autismo desde temprana edad y
regular la velocidad sanguinea por nanorobots. Estos equipos, son programados
con el contenido del “algebra lineal” los cuales le permiten su funcionamiento. Dicho
instrumental, se esta investigando e innovando de manera continua; y, esto se debe
al aporte de la teoria del “algebra lineal” que permite el avance y desarrollo
tecnoldgico de los mismos.
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e Uno de los equipos mas utilizados por los cirujanos al momento de regular la
velocidad sanguinea, es el que utiliza un nanorobot. Este equipo para la ejecucion
del disefio del programa necesita algunos contenidos del “algebra lineal” como la
teoria de la transformacion lineal de vectores, que es la que permite que se pueda
programar para mantener la velocidad sanguinea estable. También los nanorobots
en la robdtica utilizan soporte de vectores para que al momento de operar un
paciente se pueda controlar el movimiento con exactitud, esto gracias al uso de la
teoria del vector normal y la geometria implicada en el mismo.

Es importante destacar, que, asi como la teoria del “algebra lineal” proporciona

importantes conceptos para el desarrollo de la ingenieria biomédica, para apoyar a

los funcionarios de la salud; las investigaciones presentadas también muestran otros

importantes contenidos de las mateméticas que favorecen el avance y desarrollo de
los equipos de esta ingenieria. Entre estos se destacan: las series de Fourier,
ecuaciones diferenciales con las derivadas parciales, el teorema de Laplace u otros.

El “algebra lineal” contribuye a que otros contenidos matematicos en el campo

diferencial, como los ya mencionados, se puedan enlazar para poder dar soluciones

a las investigaciones que se desarrollan en la ingenieria biomédica.
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