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RESUMEN / SUMMARY




RESUMEN

En esta investigacion se estudia la evolucion epistemolégica y la
construccion de las funciones continuas y no diferenciables en punto alguno,
desde el surgimiento de los primeros ejemplos de estos tipos de funciones con
los trabajos de grandes matematicos como Bolzano, Riemann y Weierstrass,
hasta algunas construcciones mas recientes como es la funcion de Van Der

Waerden

Este trabajo se realiza apoyado en el software Mathematica como un
recurso tecnoldgico, para visualizar el comportamiento de los primeros términos
de las refendas funciones, y presentar una propuesta de ensenanza de las
funciones continuas y no diferenciables en punto alguno, incorporando este
saber en la formacidn de los licenciados en matematica de las universidades de

Panama
SUMMARY

In this research the epistemological development and construction of
continuous and not differentiable at any point is studied, since the emergence of
the first examples of these types of functions with the works of great
mathematicians ke Bolzano, Riemann and Weierstrass, until some latest

constructions such as in Van Der Waerden function

This work was done with the support of the Mathematica sofiware as a
technological resource, to wvisualize the behavior of the first terms of the
aforementioned functions, and to present a specific way of expenencing
continuous and not differentiable at any point by incorporating this knowledge

into the training of graduates in Mathematics from the Universities of Panama



INTRODUCCION



Desde la formacién recibida como Licenciada en Matematica, me llamo la
atencidon el hecho de que se podia tener una funcidn continua en un punto sin
que exista su denvada, y siempre me pregunté ,Sera posible crear una funcion
penddica que presente la misma caracteristica anterior?, esta fue la pnmera
motivacién que me ha permitido decidir investigar sobre el tema “Funciones

Continuas y no Diferenciables en punto alguno”

Es asi que los pnmeros ejemplos tradicionales de las funciones continuas

en el origen pero no diferenciable en este punto, son las siguientes
fx) = x|,
f(x) = x2/3

Este hecho es faclmente aceptable, puesto que la no existencia de la
denvada es inmediata Sin embargo, pensar que una funcién sea continua en
todo un Intervalo y que no posee denvada en punto alguno no es una tarea facil,

en esta tesis se explorara tal situacién
Esta obra est4 estructurada en tres capitulos, a saber

> Preliminares
> Funciones continuas y no diferenciables en punto alguno

> Propuesta de ensefianza de las funciones continuas y no diferenciables

en punto alguno

En el pnmer capitulo se examinan situaciones importantes que, segun
una perspectiva epistemoldgica, condujeron al problema de investigacion, un

aspecto relevante sobre tal situacion es el desarrollo del concepto de funcidn, el



cual se hace acompanar del de continuidad, esta situacidbn motivé la creencia de
que las funciones eran relaciones puramente continuas y, por ende, se penso

que siempre era posible trazar una recta tangente sobre una curva continua

En este capitulo, ademds, se estudian algunos conceptos basicos para
una mejor comprension del tema, entre ellos aspectos referentes a espacios
métnicos, espaclos topoloégicos y funciones definidas por senes, como temas
preliminares importantes se estudian los conceptos de continuidad vy
diferenciabilidad desde una perspectiva del analisis real, cabe sefalar aqui que
se estudian las relaciones existentes entre estos dos conceptos, puntualizando
el teorema que establece que toda funciéon dernivable es continua, sin embargo,

el reciproco de este teorema no siempre es verdadero

En el segundo capitulo se trata el tema central de este proyecto, las
funciones continuas y no diferenciables en punto alguno, sobre el cual
muchos matematicos han realizado aportes significativos, entre ellos Bolzano,
Riemann y Welerstrass, quienes fueron los primeros en advertrr la existencia de
estos tipos de funciones que teniendo un comportamiento patologico eran
rechazadas por otros matematicos Utilizando como base los descubrimientos de
éstos matematicos, se analizan otras construcciones de funciones continuas y

no diferenciables en un numero enumerable de puntos

En el tercer capitulo se presenta la propuesta de ensefianza de las
funciones continuas y no diferenciables en punto alguno, el cual constituye uno
de los legados mas importantes que deja esta investigacion, donde se destaca el
hecho de abrr las puertas a la comprensidn y anahsis de estos tipos de
funciones, y que los docentes de matematica de nuestra época no caigan en la
misma forma errdonea de pensamientos que se tenia antes del surgimiento de

estas funciones



Esta situacion es un punto medular, por la cual se recomienda
implementar esta propuesta para la formacion de los licenciados en matematica
en nuestro pais Al respecto, se Inicta con algunos aspectos histoéricos que
favorecen el disefio e implementacién de la propuesta, como lo es el caracter
epistemolégico de las funciones continuas y no diferenciables en donde se
analiza el problema de la Cuerda Vibrante, el cual trae consigo, precisamente, el

tipo de funcién que hoy nos ocupa

La propuesta no se centra en presentar un modelo de ensefianza de las
funciones continuas y no diferenciables en punto alguno, sino mas bien se
pretende ofrecer un recurso didactico y bibliografico con el cual el docente y
estudiante puedan interactuar en los procesos de ensefianza y aprendizaje del
tema Sin embargo, este matenal académico que se presenta podria faciimente
ser adaptado como un modelo de ensefianza de las funciones continuas y no
diferenciables en punto alguno apoyado con el Software Mathematica

La 1dea central de la propuesta es, en pnmera instancia, analizar la
epistemologia de las funciones continuas no diferenciable en punto alguno vy,
posteriormente, a partir de la construccién de una funcién continua y no
diferenciable en un numero enumerable de puntos, se puede llegar a la

construccién de una funcién continua y no diferenciable en punto alguno

Se espera que este proyecto sirva de apoyo tanto a los estudiantes, como
profesores de Matematica de la Universidad de Panamd, en el estudio de las
functones continuas y no diferenciables en punto alguno Mas aun, se espera
que pueda servir como bases académicas para que los investigadores
interesados en el tema puedan ampiiar los honzontes de estos tipos de
funciones que tienen un comportamiento patolégico, y a la vez, sea la antesala

para el estudio de los fractales



CAPITULO 1: PRELIMINARES.



114 RASGOS HISTORICOS DE LAS FUNCIONES CONTINUAS Y NO
DIFERENCIABLES EN PUNTO ALGUNO.

En esta seccibn se examinan situaciones importantes como el desarrollo
del concepto de funcidn y el de continuidad, los rasgos historicos de las
funciones continuas y no diferenciales en punto alguno, sucesiones y seres de
funciones, algunos conceptos de topologia y la relacidn entre continuidad y
diferenciacion, elementos considerados para el buen desarrollo del estudio del

tema en cuestién

1.1.1 SURGIMIENTO HISTORICO DEL PROBLEMA DE
INVESTIGACION.

La histona de la Matematica ha demostrado que los conceptos
matematicos mas importantes no germinan de una manera totalmente acabada
y, por el trabajo, de un solo matematico o grupo de investigadores matematico,
sino que al trascurnr los intentos por resolver problemas y por el trabajo de
muchos matematicos en distintas épocas, los conceptos van tomando forma y
desarrollandose evolutivamente, segun las exigencitas y necesidades de las

situaciones problémicas que enfrentan

Es asi, que éstas caractenisticas en la epistemologia de la clase de
funciones continuas y no diferenciables en punto alguno han quedado bien
marcadas, mas aun cuando éstas nacen entrelazadas con dos conceptos

matematicos muy importante, como lo son funcién y imite

El problema de las funciones continuas y no diferenciables en punto
alguno ha sido estudiado por un gran numero de matematicos e histonadores de

la matematica, entre los que se puede citar a Pascal, Brunschvicg, Pasch y



Hawkins, pero éstos han realizado un estudio histérico muy breve, tal vez por el

nivel patolégico que involucra el problema (Medvedev, 1991)

Al respecto, Hernandez, J PhD (2014) de nacionalidad panamena, sefiala
en una entrevista, que la continuidad es el alma del Analisis Real y siendo el
Calculo Diferencial e Integral la antesala de esta ciencia, entonces la continuidad

se convierte en un concepto central en el estudio de ambas disciplinas

Un resultado proporcionado en los cursos de Analists Matematico es el
refenido a la existencia de funciones continuas y no diferenciables en punto
alguno {(Delgadillo Pindn & Lopez De Luna, 2008), en este proyecto se analiza
profundamente este resultado desde la perspectiva de diversos matematicos que

a través de la historia han realizado significativos aportes sobre el tema

Antes de 1850 se manejd la i1dea de que las funciones continuas tenian
dervadas, tal imprecisidn se entiende en parte, por la muy pobre nocidén que se
tenia en esa época sobre los conceptos de continuidad y diferenciabilidad de una

funcién y, en especial, sobre el mismo concepto de funcidon

En las pnmeras etapas del desarrollo del Calculo, las relaciones entre
variables eran casi siempre continuas La continuidad queda reflejada en una
grafica, como lo muestra Oresme en sus trabajos de las senes geométncas En
general, solo se consideraban funciones analiticas que, naturalmente, eran

continuas

Con el desarrollo del concepto de funcién, durante el siglo XIX, en las
obras de Fourier, Cauchy, Bolzano y otros matematicos, se nicia a considerar la

>ontinuidad como una propiedad que puede o no tener una funcion

El descubnmiento de funciones que en ningun punto tienen denvada y que

representan fenémenos de difusidbn, mostré de manera contundente que el



estudio de la contnuidad separada de otras propiedades, pero intimamente
relacionadas, como la denvabilidad y la integrabilidad, no era un mero afan de
realizar abstracciones, sino que eran necesidades reales planteadas al

desarrollo del Calculo a través de sus vinculaciones con las ciencias fisicas

Si una funcidn es continua en toda la recta real R, entonces parece l6gico

pensar que en cada punto existiria la pendiente de |a recta tangente a la curva
de su gréfico, es decir, existiria su derivada, o bien, al menos se podria pensar
que no existe tal pendiente en algunos puntos donde la recta tangente sea

vertical

El Problema es ¢Como construir funciones continuas y no

diferenciables en punto alguno?

Desde el punto de vista de la Matematica Pura, el problema consiste en
comprender y analizar la patologia de las funciones continuas y no diferenciables
en punto alguno Sin embargo, desde el punto de vista de la Transposicion
Didactica el problema es cé6mo poner en escenario educativo la construccion de
funciones continuas y no diferenciables en punto alguno, sin que ambos
conceptos, el de continuidad y el de diferenciabilidad, pierdan valor didactico en
los procesos de ensefianza y aprendizaje de la Matematica

Se rertera que hasta antes de 1850 la 1dea de que las funciones continuas
eran diferenciables excepto, a lo mas, en un nimero finto de puntos, estaba
completamente aceptada Por ejempio, en el texto de Calculo de J L Raabe,
ttutado Die Differential — Und Integralrechning, publicado en 1839, la afirmacién

anternor aparece como un teorema (lommi, 2011)

Es mas, en 1806 un célebre teorema de A M Ampere demuestra
analitcamente que una funcidn continua tiene denvadas, tal desvario se

entiende en parte por la muy imprecisa nocidn que se tenia entonces de lo que



es una funcion, y que toma su forma moderna a partir del trabajo sobre seres de
Fournier (Grabninsky, 1997)

> Sen(n’x)

En 1861 Riemann propuso la funciéon f(x)=3"

en una

2 r

conferencia, esta funcidon es continua en toda la recta real R, pero no es

diferenciable en los puntos irracionales, resultado que fue probado por Hardy en
1916 (Bnto, 2011)

Sin embargo, para la funcidn de Riemann existen nfintos puntos
racionales donde la funcion es diferenciable, de manera tai que esta funcidn no

representa la funcidn que se quiere analizar en ésta propuesta

En 1872, Karl Welerstrass envié un articulo a la Academia de Ciencias de
Berlin dando el primer ejemplo de una funcién continua y no differenciable en
punto alguno, al respecto, dice Robert Bartle, 1989, “Weierstrass sacudi6 al
mundo matematico al dar un ejemplo de una funcion que es continua en

cualquier punto pero cuya denvada no existe en esos puntos” (Balaguer, 2009)

Lutzen escnbio en la obra “A History of Analysis”, que la funcién de
Welerstrass contradecia la 1dea intutiva de la mayor parte de sus
contemporaneos, sefalando que las funciones continuas eran diferenciables
excepto en puntos especiales (Balaguer, 2009) En el refendo articulo

Weilerstrass probé que la funcién definida por
f(x)=D23" Cos(a"nx),
n=0

dondeae Nes mpar,be (0,1) vy ab> 1+ 37" , es continua en toda la recta

real y no diferenciable en punto alguno
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En el problema de las funciones continuas y no diferenciables en punto

alguno, una de las pnimeras interrogantes que se trataron de resolver es que

Dada una funcidn f definida en un intervalo, sera posible encontrar otra
funcion ¢ de modo que exista alguna conexion de diferenciabilidad entre esta y

la pnmera (Medvedev, 1991)

Precisamente la respuesta fue expresada por la siguiente ecuacion

diferencial

flx+h)—f(x)
h = @)

lim
h-0
La existencia del membro 1zquierdo implica la existencia de la funcion

derivada ¢ de la funcion dada f

Los procedimientos practicos que conllevaba el calculo de la denvada
durante los siglos XVIl y XVIII se convirtié en la conviccion de que, en general,
cada funcidn tiene una derivada en todas partes excepto en puntos concretos
(Boyer, 2010)

Muchos matematicos pensaban que si una funcién era continua, entonces
ella era denvable Esta forma de pensamiento quedd evidenciada por cada uno
de ellos en afirmaciones o resultados al respecto, entre los cuales se pueden

mencionar a

> Lagrange en 1777, era uno de los que creia que toda funcidn continua era
diferenciable excepto para ciertos valores particulares, compartiendo la
misma opinién se encontraban matematicos como Ampere quien realizé
grandes aportes con relaciéon a las funciones continuas no diferenciables
(Brito, 2011)
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> André Marne Ampere en 1806, presentd un teorema en el que demuestra
analitcamente que una funcién continua tiene denvada (Grabninsky,

1997)

> Cauchy en 1814, precisa los conceptos de hmite, funcién y continuidad
apoyados en una intuicidon geometrica que le permiti® creer que las
funciones eran exclusivamente relaciones continuas, pero esta forma de
pensamiento sufre un duro golpe mas tarde, cuando se demostré que hay
funciones continuas sin derivadas, es decrr, curvas sin tangentes (Boyer,
2010)

> Poinsot en 1815, escribid que la relacién entre dos cantidades del mismo
tipo no depende ni de la naturaleza ni de sus valores absolutos, dice, por
la definiciébn misma de la relacidn de las cantidades (Ax , Ay) siempre tiene
un imite, y es precisamente la existencia de una curva y su tangente, que

en efecto esta ultima es la dernvada (Boyer, 2010)

11.2 LAS PRIMERAS FUNCIONES CONTINUAS Y NO
DIFERENCIABLES EN PUNTO ALGUNO.

Bernhard Bolzano (1781 —1848), en su memoria de 1817, titulada
*Demostracion puramente analltica del teorema entre dos valores cualesquiera
que dan dos resultados de signos opuestos se encuentra al menos una raiz real
de /a ecuacion”, presentéd definiciones rngurosas de la funcidn continua y de la
derivada de una funcién ademas, emite una concepcidn clara de las relaciones
que unen la continuidad y la diferenciabilidad de una funcidén (Collete, 1993)

Es asi, que Bolzano, en su obra titulada “ Théone des fonctions” (Teoria de
funciones), separa el concepto de continuidad del de derivabilidad, esto lo hace

cuarenta (40) afos antes que Welerstrass, subray6 que la denvada de la funcién
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f no es un cociente de ceros o de cantidades evanescentes, SIno un nimero

hacia el que se aproxima el cociente (Collete, 1993)

Bolzano distingue entre functon continua y funcion diferenciable, cosa que
Cauchy no hizo porque creyd durante toda su vida que una funcién continua era

stempre diferenciable (Collete, 1993)

EJEMPLO 11 Bolzano construyd geometricamente el pnmer ejemplo de una
funcion continua en un Intervalo cerrado, que no era diferenciable en punto

alguno, esto lo realizd de la siguiente manera

Sea AB un segmento de recta y M su punto medio Se divide AMy MB
en cuatro partes iguales (ver la figura 1 1) Sean A; y B; las reflexiones de A,
y B3 , respectivamente, por un espejo La linea quebrada A A; M B; B sobre la
que se aphca el mismo proceso de subdivisidn de AB , proporciona dieciséis (16)
segmentos de rectas Continuando este proceso indefinidamente, el conjunto de
lineas quebradas converge hacia una curva que representa una funcién continua

la cual no es diferenciable en punto alguno

Frgura 1.1 Funcién de Bolzano
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Si se continda con el proceso de subdivisiones que sugiere Bolzano se
llega a que las rectas quebradas convergen describiendo una curva poligonal,

como la que se muestra en la siguiente figura.

1.5

0.5

05+

Figura 1.2 : Curva poligonal quebrada construida segun Bolzano
Bernhard Riemann (1826 -1866), es a quien se le debe la primera
distincion entre la continuidad y la diferenciabilidad, ya que a pesar de que
Bolzano lo habia hecho en 1834, incluso presenté el ejemplo anterior mucho
antes que Riemann, pero por el hecho de que sus obras se lograron conocer

hasta finales del siglo XIX, pierde la oportunidad de ser el principal gestor de
este tipo de funciones.

EJEMPLO 1.2: En una memoria escrita por Riemann, presenta un ejemplo de
una funcion continua no diferenciable, de la siguiente manera.

Sea (x) una funcién que denota la diferencia entre x y el entero mas
préximo, y sea (x) = 0 si x estd a mitad de camino entre dos enteros. Entonces

1 1
_E <(X)< E
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Sea ahora la funcién f(x) definida mediante

fx) = (il) G OB N G

4 9 n?

n=1

La sene converge para todo valor de x Sin embargo, para x = ;_p; donde
p es un entero pnmo con n, ia funcidén f(x) es discontinua, con un salto cuyo

2
valor es —— , para cualquier otro valor de x , la funcién f(x) es continua

gnz'

Ademas, f(x) es discontinuc un nimero Infinto de veces en cualquier

subintervalo

Por otra parte, ia funcion f(x) es integrable y su integral
x
F(x) = f f(t)de
0

es continua para todo x, pero no es diferenciable en los puntos en los que f(x)

es discontinua

Este ejemplo de la funcidn continua no diferenciable de Riemann no fue
publicado hasta 1868, algunos afios antes de que Weierstrass presentara su
funcidon continua no diferenciable en punto alguno, de la cual veremos algunos

aspectos histéncos postertormente

Analicemos como se genera la grafica de la funcidn (x) dada por

Riemann, como sigue
Sea n un nimero entero, entonces por definicion

(x)= x - n,
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donde n es el entero mas préoximo a x, claramente esta es una recta de
pendiente uno (1), de manera que
1
2

» Cuando x E(—%,—),setleneque(x)= x Yy x(—%)= x(%)=0

> Cuando x E(-:-%) setieneque (x)= x—-1 vy x(%)= xG)=O

1

3 3
> Cuando x € (— 3~ %) seteneque (x)=x+1y x(—E) = x(—;) =0
Continuando con este proceso, se identifica que la grafica de esta funcion

es la funcibn penddica en forma de dientes de sierra, la cual se muestra en la

siguiente figura

Figura 1.3 Funcién de Riemann (x)

La funcidn (x) también puede ser definida de la siguiente manera

1

x—n, s |x-— n|<i

(x)= 1 paratodo n € Z
o , 51x=n+-2-
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Entonces la funcién de Riemann

o (nx)

f@=)

n=1

’

tiene sus discontinuwidades en los puntos racionales de la forma :—b dondeayb

son pnmos entre si, s decir, mcd(a, 2b) = 1, éstos nimeros son densos en toda
la recta real
T

Y 2
Por otro lado, se sabe que Zlﬁ . de manera que el salto que hace la
am)

n

a

-fa + &
funcién en la discontinuidad es f (5) - f (-2-5) = o5 (1)

pero f(x) esta acotada por “?2 y es Integrable, ya que sus discontinuidades son

enumerables

La funcién F(x) = [ f(t)dt resulta ser continua

x+h 7!2
|F(x + )= F(x)| = J; If(Oldt < ?h

Pero carece de denvada, precisamente en los puntos f; , ya que

F(x+h)— F(x)_ l £+h _(a
ELT h - :LT h-[f: J(t)dt=1 (Zb)

F(x+h)— F(x) 1t _fa
e h - !Eg]’hjf: f(a=1 (21;]
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Como (1) prueba que f~ (:—b) £z f* (2%) , queda garantizado que f(x) no

es diferenciable en este punto

A pesar de que las funciones continuas no diferenciables de Bolzano y
Riemann se presentaron anteriores a la funcién de Weierstrass, éstas no
llamaron la atencién de los matematicos de su época, no es hasta 1872 que se
presenta la célebre funcién de Weierstrass, entonces los matematicos se

plantearon un nuevo y complejo examen de los fundamentos del analisis

Adicional a los retos que exigia la prueba de la no diferenciabiidad de
estas funciones, el surgimiento de las mismas llega a sacar del error que muchos
matematicos tenian internalzado, el cual consistia en que “si una funcidn era
continua entonces ella era diferenciable, y de no ser diferencrable sena en una

cantidad insignificantes de puntos”

EJEMPLO 1.3: La célebre funcidbn de Welerstrass se define como sigue

f(x) = Z b™Cos (a"m x),
n=0

donde x es una vanable real, a es un entero impar mayor que uno , b es una

3T

constante positiva menor que uno yab >1 + =

La sucesién de funciones que define la sene de Welerstrass es

uniformemente convergente y define de esta forma una funcion continua

La prueba de la no dernvabiidad de esta funcién sera tratada en el

segundo capitulo
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Este asunto de tener una funcidn continua en todos los numeros reales,
pero que no sea denvable en punto alguno, precipito la cnisis que engendrd la
construccion del sistema de los numeros reales, y, por otro lado, desafiaba el
Ingenio y creencia de los matematicos, tanto asi que Hermite decia “Me alejo
con espanto y horror de esta plaga lamentable de funciones continuas que no
tienen denvada” (Bnto, 2011, p 117)

1.2 SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES

DEFINICION 1.1- Una sucesion de funciones es una aplicacién que a cada
numero natural n hace corresponder una funcidén f, Se usa el simboio {f,}

para representar la sucesion de funciones dada por n - f, paratodo n € N

DEFINICION 1.2 Dado x € A se dice que la sucesion de funciones {f,}
converge puntualmente en x , si la sucesion de numeros reales {f,(x)} es

convergente

DEFINICION 1.3: Una sucesion de funciones {f,} se llama unformemente
convergente hacia la funcién f en un conjunto A si para todo ¢ > 0 existe un N

tal que sin > N, entonces se tiene que |f,(x) = f(x)| < ¢ paratodox € A

Dada una sucesion de funciones f f,} se puede formar otra sucesion
{ E,}, cuyos términos se obtienen sumando consecutivamente los de { f,}, es

decrr, se forma la sucesidn de sumas parciales de la sucesidn dada, como sigue

K=fB=40+t+ i =L+ L+ ] ,F;:ka

k=1

La sucesién { F,} definida de esta forma se llama serne de témino general
de f, y se representa por

n2l
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TEOREMA 1.1. SI la sucesion f, A—- R converge uniformemente hacia
f A- R ycada f, escontinuaena € A, entonces el imite f también lo es En
particular, si las funciones f, son continuas en todo punto, el limite uniforme f

también lo es
Demostracion

Por ta convergencia uniforme de { f,,} , se tiene que dado ¢ > 0 existe un
n € N tal que para todo x €A se cumple [f,(x)— f(x)| < § Por la

continutdad de f, en a, existe un § >0 talque |[x — a|< & ¥y x €A,

entonces se tiene que

| /() = fal@)] < 3

Luego, se tiene que

If(x) = f(@) = If(x) - falx)+ fu(x) = (@) + fula) — f(a)
S ) = LI+ LG - fl@l+ [ fula) - fl@)] < ¢

es decir, se tiene que |f(x) — f(a)} < ¢ s)empre que [x—a| < §, x €4, lo

cual concluye la prueba m

TEOREMA 1.2 (Condicion de Cauchy para ia convergencia uniforme) Una
sucesion de funciones {f,,} converge uniformemente en 4, s y s6lo si, para todo
¢ > 0 existe un numero natural n, tal que paratodo m, n > n,, se verfica

que

sup{lfm(x) = fu(x)| x €A} < ¢
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Demostracién

Supdngase que {f,} converge uniformemente a una funcién f, entonces

dadoe >0 existraun n, € N talqueparatodo m > n,, se tiene que

sup{lfm(x) — f()| x €A} <

Nt

Seanm > ny Luego, paratodox € A, tenemos que

fm(x) = [ = 1 fa(x) = fG+ f(x)— fa(X)]

S )= fOI + 16— Al

= | fa®@) = fGI| + | fa(x) - ()]

A
& ™
+
N ™
!
fn

de donde se obtiene que

lfn(x) = fa(X)] < €

Por tanto, para todos m,n > ng, se verifica que

sup{lfa(x) — fi(x)] x €A} < ¢

Reciprocamente, supdngase que se verifica que para todo x €4, la
sucesion de funciones satisface la siguiente condicion

Ifn() = LX) <supllfp(x) - ()] x €A} < ¢
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Entonces, por el teorema de completitud de R, la sucesion { f,(x)}, es
convergente Por lo tanto, podemos definir la funcion mite puntual f A - R de

la siguiente manera

f(x)=hm £ (x), paratodox € A

Probemos que {f,} converge uniformemente a ia funcién f en 4

En efecto, dado ¢ > 0, por hipotesis existe un n, € N tal que para todo

m,n = ng, se tiene que

() = fa(¥)| < & paratodox €A

Flandox €A y m = ngen esta desigualdad y tomando limite cuando
n — co obtenemos que |f.(x) — f(x)| < ¢, desigualdad que es valida para
todo x €A Se Deduce que supf{lfa(x) — f(x)| x €A} < ¢ siempre
quem = n, Se ha probado asique {f,} converge unifformementeenA =

TEOREMA 1.3 (Criterio de Welerstrass) Sea ) f, una sene de funciones y A un

Am]

subconjunto, tal que para todox € Ay todon € N se tiene que |f,(x)| < Uy,

donde la sene

it

es convergente

Entonces para todo x € 4, la sene Zf,,(x) converge absolutamente y 3/,

nu=| nal

converge uniformemente hacia la funcion

f(x)=Z:‘l,f,(x)
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Demostracion

Por el criterio de comparacién de series, por la desigualdad |f,(x)| < U,
y al ser ¥, », U, convergente, se deduce que }.,.,| fx(x)| converge para todo

x € A, esto implica que la serie }.,., fn(x) converge para todo x € A
Probemos que esta convergencia es uniforme

En efecto, como la serie }., ., U, €s convergente, entonces ella cumplira
la condicién de Cauchy, esto es dado &€ > 0, existe unn, € N tal que siendo

m,n > ng, entonces se tiene

= iUk <&

kol

Se deduce que para todo x € A se verifica que

|F () - F,(x)|=

IACEPIAS

k=)

<3 1W< YU, <e

k=n+d k=n+]

S f)

k=n+l

Como esta desigualdad es valida para todo x € A, se sigue que

sup{|Fn(x) - R(x)| x € A} < ¢,

es decrr, la sene Y., f, cumple la condicidtn de Cauchy para la convergencia

uniforme =
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1.3 CONCEPTOS TOPOLOGICOS BASICOS.

Este apartado presenta los conceptos topoldgicos basicos como espacios
metricos, espaclos métncos completos, espacios topologicos y espacio de Baire,
los cuales resultan de gran utiidad para una mejor comprension del tema

131 ESPACIOS METRICOS.

Un espacio métnco es un conjunto no vacio X sobre el cual se puede
hablar de la distancia entre sus puntos, pero esta funcion distancia debe

satisfacer algunas propiedades especiales, como se ve en la siguiente definicion

DEFINICION 1.4- Dado un conjunto X # @, una métrica o distancia sobre X es

unafuncidbnd X x X - R, que verifica las sigwentes propiedades

1 Positividad Paracada x,y € X, d(x,y)= 0

2 Propiedad de separacidn Dados x,y € X, d(x,y)=0s1ysblos,x = y

3 Simetria Paracadax,y € X, d(x,y) =d(y, x)

4 Desgualdad tnangular Paratodox,y,z € X ,esd(x,z) <d(x,y)+ d(y 2)

La expresion d(x,y) se lee “distancia de x a y”, y el par (X,d) se

denomina Espacio Métrico.

Se seflala que todo conmunto M no vaclo, provisto de una funcién
d MxM - R tal que esta funcion satisfaga las cuatro (4) condiciones de la

definicion antenor, se denominara espacio metrnco
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DEFINICION 1.5: Sea (X,d) un espacio métrico y r un nimero real tal que

r >0 Sellama

1 Bola abierta de centro en a € X y radio r, al conjunto defimido por

Bla,r)={xeX d(ax)<r}

2 Bola abierta punteada o reducida de centroen a € X yradio r, al conjunto

definido por

4

B(ar)={xeX 0<d(ax)<r}
3 Bolacerradade centroen a € X y radio r, al conjunto definido por

B(a,r)={xeX d(ax)<r}

4 Esferade centroena € X yradior, al comunto defimdo por

S(a,r)={x€X d(ax)=r1}

DEFINICION 1.6: Sea (X,d) un espacio métrico Un punto a € X se llama punto
interior de un comunto A < X sI existe una bola abierta B(a,r) tal que se

satisfaga que B(a,r) c A El conjunto de todos los puntos interiores de un

conjunto A se denotara por 4, 0 simplemente, int(A)

DEFINICION 1.7: Un subconjunto A de un espacto métrico X se llama abierto si
todos sus puntos son puntos intenores, es decir, A es un conjunto abierto si para

todo x € A existe una bola abierta B(x,r) c A
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DEFINICION 1 8: Sea (X,d) un espacio métnco Un punto a € X se llama punto
de acumulacion o punto hmite de un conjunto A si para cadar >0, se
satisface que la interseccidn entre la bola punteada de centro en a y radio r con

el conjunto A es siempre distinta del vacio, es decir, a es punto de acumulacion

de A si se satisface que B (a,7)NA # @ paratodor >0

Al conjunto de los puntos de acumulacién del conjunto A se representara

por A’, algunos autores se refieren a este conjunto como el denvado de A

DEFINICION 1.9: Un subconjunto 4 de un espacio métnco X se llama cerrado s

contiene todos sus puntos de acumulacion

DEFINICION 1.10: Sea (X,d) un espacio métrico SI A < X, la clausura o

adherencia de A, denotada A4 , es el conjunto defindopor 4 =4 U A’

DEFINICION 1.11: Sea (X, d) un espacio métrico Un conjunto A se llama denso

en X s se satisface que A = X, es decir, A es denso si su clausura coincide

con el espacio métnco X

DEFINICION 1.12: Sea (X,d) un espacio métrico Un conjunto A4 se llama nada

denso en X si se satisfaceque X — A es denso

Las proposiciones que siguen son clasicas de ejemplos de conjuntos
densos En la pnmera se prueba la densidad de los nimeros racionales @ sobre
los reales R, es decir, se prueba que entre dos nimeros reales cualesquiera
siempre es posible insertar un nimero racional, de manera que si este proceso
se continda infintamente por medio de una sucesion creciente o0 decreciente se
puede concluir que los numeros reales dados son puntos de acumulaciones de

estas sucesiones y, por lo tanto, la union de @ con @ coincide con R
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PROPOSICION 1.1: E! conjunto de los numeros racionales Q es denso en el

espacio de los nimeros reales R

Demostracion

Sean x,y € R dos numeros cualesquiera Sin pérdida de generalidad,
supdbngase x <y de dondey—x >0,y, sea 1€ R, por la propiedad

arquimediana se tiene que existe un n € N tal que
n(y — x) > 1, de donde y —x >}l (1)

Seap € Z la parte entera de nx , entonces se sigue que
p<nx <p+1,

de donde se obtiene

]I

Aphcando las relaciones (1), (2) y (3), se tiene que

- — pyl_ptl
y=x+(0O-x)> -+~ = >x,

de donde se obtiene que

+1 .
Finalmente, como p—n— € @ queda probado que entre los dos numeros

reales x e y existe un racional, por tanto hay infinitos racionales m
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PROPOSICION 1.2: R — @ esdensoen R
Demostraciéon

Probemos que entre cada dos reales existe un wrracional, por tanto hay

infinitos irracionales

En efecto, sean x,y € R, sin pérdida de generalidad, supéngase gue

x <y, entonces por la propiedad de la relacién de orden, se tiene que

de donde se obtiene que x < v2r <y, siendo vZr un numero Iracional,

queda hecha la prueba »

DEFINICION 1 13: Sea (X, d) un espacio métrico Una aplicacién f X — X se

llama contractiva s1 existe un nomero real k € (0,1) tal que se satisface

d(f(x).f()) < kd(x,y)

DEFINICION 1 14: Sean (X,d,) y(Y.d,) dos espacios métricos La aplicacién
f X - Y esuniformemente continua s paracada € >0, existe § = §(e)>0

de modo que paracada x,y € X talque d,(x,y) < &, se venfica que

dZ(f(x)'f(y)) <¢
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PROPOSICION 13- Sea (X,d) un espacio métrico Cualquiera aphcaciéon

contractiva f de X en X es uniformemente continua

Demostracion

Suponga que f X - X es una aplcacidon contractiva, entonces por la
definicion 1 13 se tiene que para cada x,y € X es d(f(x).f()) < kd(x,y) ., (1),

slempre que k € (0,1)

Luego, tomando § = f y bajo la hipétesis de que d(x,y)< & , el

resultado (1) queda expresado de la siguiente manera
d(fx).fO)) < kd(xy) <k(3)= ¢

Esto prueba que siendo d(x,y) < &, se verfica que d(f(x),f(y)) <& Lo
cual permite concluir que cualquier aplicacion contractiva es uniformemente

continua m

1.3.2 ESPACIO METRICO COMPLETO.

DEFINICION 1.15: Sea (X,d) un espacio métnco Una sucesion {x}~ , se

llama de Cauchy si para cada e > 0 existe N € N tal que para cadam,n =2 N
es d(x,, x,) < £ , es decrr, los terminos de la sucesion se acercan entre si a

medida que los indices crecen

DEFINICION 1.16: Un espacio métrnco (X,d) se llama completo, si toda sucesion

de Cauchy en X es convergente a un punto de X

En los espacios métncos completos se puede investigar si una sucesidn es

convergente sin la necesidad de calcular su limite
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PROPOSICION 1.4' Cada sucesién convergente es una sucesidon de Cauchy
Demostracién

Suponga que (X,d) es un espacio métnco y que {x,}” es una sucesion
de X convergente hacia un punto x € X Entonces, si &> 0existe un natural

N, tal que d(x,,%) < - stendo n > N,

Analogamente, si £ > 0 existe un natural N, tal que d(xy,.x) < gsendo

m >N,
Por la desigualdad triangular se tiene que
A, %) < d(xm,x) + d(x, x,),

de manera que d(xpm, x,) < §+ % =¢,esdecr, d(xmx,) < €, Sse sigue que
una sucesién convergente tiene la propiedad de que para cada ¢ > 0 existe un
natural N tal que d(x,, x,) < € siempre que m,n > N, esto prueba que la

sucesion es de Cauchy =

El reciproco de la proposicion anterior no es verdad, o sea, que en general

no es verdad que cada sucesién de Cauchy sea convergente

Por ejlemplo, s1 X = (0,1]1y d es la métrica usual para R relativa a X,

entorices en el espacio métnco (X, d) la sucesion {x,}~ definida por

nal
_ 1
X, = ;,

es una sucesidn de Cauchy que no es convergente en tal espacto
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PROPOSICION 1.5: La recta real R con la metnca usual es un espacio metnco

completo

Demostracion

o

Sea {x,}_ una sucesion de Cauchy en R Se prueba prmero que {x,}

nal

es una sucesion acotada En efecto, sea € = 1, como por hipotesis {x }" esuna

ne

sucesion de Cauchy, se sigue que existe un natural N tal que d{x, ,x,) < €, €s

decir, |x, — xm| <1siemprequem, n =N

Por lo tanto, por la desigualdad tnangular se tiene que |x,] <1 + [xpl
paran =m Sisehace M = sup{ixi|.|xz|, ,|xm-1l.lxml}, s€ Sigue entonces

que |x,| <M paratodon € N, esto prueba que la sucesion es acotada

Por otro lado, aplicando el teorema de Bolzano - Weierstrass que

establece que una sucesion acotada de nimeros reales tiene una subsucesion

convergente, se tiene que {x,}” posé una subsucesion convergente{xn. }w .

Se dice que esta subsucesion converge a x, € R, entonces parae > 0

existen naturales N,y N, talesque Ix, — x| < §S|empre quem, n = N,y

[%n, = Xm| < 25|emprek > N,

Sea N = max{N, ,N,]) ytomemosn > N, fiemos un k = N, entonces se

tiene que

12p — %ol < |xn— xn | + |xn, — % < §+§= £,

de donde se tiene que |x, — x,] < ¢, esto implica que la sucesién de Cauchy

{x,} convergea x, E R =
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DEFINICION 1 17: Sea (X,d) un espacio métrico Se define la coleccion 1 de
subconjuntos de X por 1 = {4 c X tal que A es abierto}

PROPIEDADES 1.1: En todo Espacio Métnco se venfican las siguientes

propiedades

—

El vacio @ es abierto

N

El espacio métnco X es abierto
3 La unén de una coleccidn de abiertos es un conjunto abrerto
4 La interseccién de un numero finito de abiertos es un abierto

Inspirado en las propiedades anteriores, se da la siguiente definicién

DEFINICION 1.18. Sea X unconunto y v c 2%, subconjunto de partes de X,

T se llama una topologia sobre X si satisface los siguientes axiomas

TH)oer, XeErT

T2) SI {4}, es una famiha de conjuntos tales que A, € T, entonces

Uie/AL ET

T.3) SI A,.4,, ,A, € T es una coleccién finita de elementos, entonces

NesA ET

En este caso se dice que el par (X, 1), (0 simplemente X) es un Espacio

Topolégtco

Los elementos de t se llaman 1 — Abiertos (0 simplemente Abiertos)
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133 ESPACIO DE BAIRE

Se necesita considerar el espacio de funciones continuas con la métrica
uniforme, cuyo dominio es un espacio métrico completo e imagen un
subconjunto de R", siendo este un espacio de Baire, se pude entonces probar la
existencia de funciones continuas de valor real con dominio en el intervalo [0, 1]

y no derivable

DEFINICION 1.19: Sea (X.7) un espacio topolégico Se dice que X es un
espacio de Barre, si dada cualquier coleccidbn numerable {4, n € N} de

subconjuntos cerrados de X donde int(A,) = @ para todon € N, se cumple

que mt(o A,,)=®

Otra forma de definir los espacios de Baire es la siguiente Un espacio
topolégico es de Baire siI la interseccidbn de cualquier coleccidn numerable de

conjuntos abtertos y densos, es un conjunto denso

Esta nocidbn fue introducida por el matematico
francés René Louis Baire durante los pnmeros anos del
siglo pasado, la cual expreso en términos de lo que él
denominé conuntos de segunda categoria, ha
encontrado en los ultimos anos un gran namero de
aplcaciones en distintas teorias de Matematica
{Delgadillo & Lopez, 2008) René Louis Baire (1874 — 1932)

TEOREMA 1.6 (Punto Fiyo de Batre) Si(X,d) es un espacio métrico completo y

f X - X es una aplicacién contractiva, existe un anico punto x € X tal que

flx)= x
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Se selecciona un punto x, € X y se define la sucesién iterativa {x;}ren

por recurrencia de la siguiente manera
xpe1 = fan)
Notese que
x3 = f(xo),
x = fl)=f(f(x)) = f3(x0).

x3 = f(xz) = f(fz(xo)) = f3(x)

xp = f"(x0)

Paracadax € X ,alser f X — X contractiva, se tiene que

d(f" (), i) <kd(fPEfMR) < < kT (R).x),

donde, como se ha wvisto anterormente, f"(x) denota el punto obtenido al

aplicar f, n veces ax Como k € (0,1) se deduce que la sucesion {x, = fr(x)}

es de Cauchy y por tanto converge a x; € X

Como f es una funcion continua se tiene que {f (x,) = f™**(x)} - f(x0),

pero al ser {f(x,) = f™*(x)} una subsucesion de {x,},cn . S€ tiene que

xo = f(x0)
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Finalmente, si existiera otro punto fijo para f, supongase y,, se tendna

que se debe satisfacer que

xo = f(x0) ¥ Yo = f(o),

luego, aplicando la contractibiidad de f y al ser k € (0,1), se tiene

d(xg,¥0) = d(f(x0), f(¥0)) < kd(xp.¥0) < d(xo.¥0).

esto es imposible, lo cual indica que la existencia de otro punto fijo es falsa De

manera que queda probada fa unicidad del punto fijo de Barre =

DEFINICION 1.20. Sea un espacio métrico (X,d) Unconunto A c X se dice de
pnmera categoria o magro, si se puede escribir como unién enumerable de

conjuntos nada densos Y se dice de segunda categoria, si no es de pnmera

TEOREMA 1.7: Si (X,d) es un espacio métrnco completo, cualquier conjunto de

primera categoria tiene interior vacio
Demostraciéon

Sea A © X un conmunto de primera categoria y {F,},en la familia de

conjuntos nada denso talque A = U,<nF: Suponga por el absurdo que
int(A) = @

Sea x; € int(A) — F,, el cual existe por ser F, nada denso y int(4) un

abierto no vacio, como int(A) ~ F—1 es ablerto existe ¢, > 0 tal que

Blx,, &} cmnt(A)— F, cint(A)— F
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Suponga que parak =1,2,3,..,n— 1 se han obtenido bolas cerradas tal

que: B[x, . &) € int(4) — F,,donde x, €int(4) - F, y& < % Ex-1-

Sea ahora x, € B(x,,&) nint(4) — F, , que existe por ser F, nada
denso y int(A) un abierto no vacio, como B(xy, &) N int(4) - F, es abierto,

. 1
existeun g, < S €n-1 tal que:

Blxy, &) c int(A) — F, c int(A)— F,.

La familia {B[x,, €.JJnen €S una familia enumerable de cerrados
encajados cuyo diametro tiende a cero (0), y por la completitud de (X,d) la
interseccion se reduce a un punto  {xg}NnpenBlxn.&x] € int(4) . Por
construcciéon, x, € F, para cada n € N, es decir, x; € A para lo cual es

absurdo, pues se tiene que x, € int(4) . m

TEOREMA 1.8: Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes proposiciones son

equivalentes:
1. X es de Baire.

2. Para todo A c X, con A:OA_ , donde int{A,) # @ paratodon € N, se

tiene que el conjunto X — A es denso.

3. Dada cualquier coleccion enumerable { U,, : n € N} de subconjuntos abiertos

y densos de X, el conjunto ﬁ U, esdensoenX.
=)

4. Sea G un conjunto abierto y no vacio en X. Si se tiene una coleccion

numerable { 4,, : n € N} de subconjuntos de X, con int{A4,) = @ para todo

n € N, entonces se tiene que G = | 4, .

§ISTEMA DE BIBLIOTECAS DE LA
UNIVERSIDAD DE PANAMA
(SIBIUP)Y
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Demostracion

(1) > (2) Tome un A < X tal que A=0An , con nt{A,)= @ paratodon € N,

se demostrara que X — A es denso En efecto, puesto que por hipétesis X es

de Bare, se tiene que mt(|J4, )=@, es decrr, X—OZ es denso De aqui, y

nal nml

como se tiene que

X-|J4 cX-|J4,=X-4, seconcluye que X — Aesdenso m

(2) = (3) Considere una coleccion numerable {U, n € N} de subconjuntos
ablertos y densos de X Para cadan € N, se el cerrado 4, =X—- U, Como

cada U, es denso, se tiene que int(4,) = 0

De la hipétesis se tiene que X-CJ A es denso y como se tiene que

X - L_JIA,,=ﬂ(X\ 4,)= U, de manera que f]un esdensoenX m

n=l n=) ns=l

(3) = (4) Suponga por el absurdo que G - O A, Luego, existe un ablerto ¢ < X

con G # @ y una colecciéon numerable {U, n € N} de subconuntos de X

con G:OAR donde int{4,) = @

Ahora para cada n € N, seal,=X— A Es claro que cada U, es un

conjunto ablerto y denso en X

Por hipotesis se tiene que ﬁ U, es un conjunto denso en X

nal
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Observe que

© L] ©

AU, =N(X- 4,)

n=l A=l A=l

1]
S
|
C
ah\

Por otro lado, como Gc 0 4, ,tenemos que Gﬂ(X—UZ)=® , lo cual es

LT nal

una contradiccion Por consiguiente, G#| J4, =

nal

(4) = (1) Sea {4, n € N}una coleccion enumerable de conjuntos cerrados de

X, tal que int(A,) = @ paracadan € N,y supongase que mt(UA"J#@

=1

Luego, existe un abierto no vacto ¢ < X para el cual G |4, vy porlo

n=l

tanto se tiene que G =|J(G[]4,) Ademas, como se tiene que

Int(G n A,) cInt (A,)= Int (A4,) = @,

Obtenemos int(G N A,) = @ para todo n € N, lo cual contradice la

hipétesis =

EJEMPLO 1.6: Paracada m € Z, Considere U,, = {n € Z n >m} Observe

gquesetiene U, N Uy = Uy st M 2M
De aqui se desprende que la coleccion

E={U, m € Z}
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Es una base para una unica topologia = en Z Probemos que (Z,7) no

es un espacio de Baire En efecto, paraello, seaAd,, = Z \ U, ,con m € Z

Note que cada A,, es un conunto cerrado y, dado que todo A, esta
acotado supenormente, también es vaiida la igualdad Int (4,)} = @, de modo que

{A,, m € Z} es una coleccidbn numerable de cerrados con interior vacio enZ

Dado que Z = Umpez Am . S€ Sigue que el teorema 18 nos indica que

(Z,t) noes un espacio de Baire =

EJEMPLO 1.7: Sea @ el conjunto de los numeros racionales con la topologia
heredada de R Como @ = U, ¢qfq} . se sigue que Q@ es una unién numerabie
de conjuntos cerrados con intenor vacio En wirtud al teorema 1 8 (4) se concluye

que Q no es un espacio de Baire

Recuerde que un espacto métnco (X, d) es completo si toda sucesion de
Cauchy en X es convergente Ademas, el didmetro de un subconjunto 4 c X,
denotado por diam(A), es definido por diam(A) = sup{d(x,y) x,y € A}, siempre

y cuando el supremo exista, en caso contrario hacemos diam(4) = «

TEOREMA 1.9 (Teorema de Cantor) un espacio métrico (X, d) es completo, s1y
solo sI, toda sucesion decreciente F;, o F, o de subconjuntos cerrados no

vacios de X , tal que dtam(F,) — 0, hene nterseccion no vacia

TEOREMA 1.10 (Teorema de Baire) Todo espacio métnco completo es un

espacio de Baire
Demostracion

Sea X un espacio métnco compieto y considere una coleccion

{A, n € N} numerable de subconjuntos cerrados de X, para Int(A,) = @
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De acuerdo al teorema 18, debemos probar que Im(UA,,): & Para

=]

ello tome un conjunto abierto U no vacio de X y se venficara que Ucz(UA,,)

el
Como Int(A,) = @, se tiene que el abierto U n (X \ 4,) es no vacio, ya que
(X \ A)) es ablerto y la interseccién de abierto es abierta

Seax, € Un (X\A4,) , dado que X es un espacio regular, podemos
encontrar un nimero positivo r; <1 tal queB[xy, nn] c U n (X\4,) ,o0
bien,B[x,, ] cU y Blx3, nJnA =9

Ahora bien, debido a que Int(4,) = ¢, el abierto B[x;,, r;} \ 4; €s no

vacio, y por lo tanto se puede tomar un elemento x, € B[x,, 1] \ 4,

Nuevamente en virtud de la regulandad de X , se obtiene que
B(x,, ;] € B[x;, ;] \A, ,paraalgun0 < r, < %
O de forma equivalente
Blx;, n}cBlxy;, 1] y Blxz, ]l N A, =0

Asi de forma inductiva se obtiene paracadan € N, unpuntox,, € Xy un

v 1
nimeror, < — para los cuales se tiene que

B[xnr Tn] c B[xn—l 4 rn—l] Y B[xn 4 rn] n An = Q

Como la famiia numerable {B[x,, n,] n € N} consiste de conjuntos

cerrados no vacios, para la cual B[x, ,7,] D B[Xp41, The1] Y diam(B[x,, 1,]) = 0,

el teorema 1 9 garantiza que ﬁ B[xn, r,,] + O
=]



40

Seleccione ahoraun p € B[x, ,r,], dado que

B(x,, m]c€B[x,, 1] cU y Blx,,m} n A, = @, se desprende que

p € U\A, paratodon € N

Por consiguiente, U | } 4, que eralo deseado m

n=1

EJEMPLO 1.8: Se sabe que R con la métnca usual es un espacio métnco
completo, entonces del teorema anterior se desprende que R es un espacio de

Baire

1.4 RELACION ENTRE CONTINUIDAD Y DIFERENCIACION.

Tradicionalmente la definicion de derivada de una funcidn se introduce a
través del limite como la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto

X==c

Sin embargo, en este trabajo tal definicién no llenarfa ciertas condiciones
para probar la no existencia de la derivada de una funci6n en un punto, se

requiere de una definicibn mas aproplada, como la siguiente

DEFINICION 1.21- Sea/ < Run intervaio, f I - R y ¢ €I Se dice que el
numero real L es la denvada de f en ¢ $1 para cualquier numero dadoe > 0

existe un numero §(¢) > 0talquesix €I y0 < |x—c| < 6(¢) , entonces

If(x)—f(c) 1l <.

x—cC

En este caso se dice que f es denvable en cy se escnbe f'(c) = L
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DEFINICION 1.22: Una funcién f se llama periddica de periodo p si satisface
que f(x + p) = f(x) para todo x donde la funcidbn quede bien definida

OBSERVACION 1.2: Suponga que la funcién penédica f de periodo 2a es
continua paratodox € [—a,a] Yy, ademas, que existe unc¢ € ( ~ a,a) donde f
no es diferenciable Entonces, por la periodicidad de f en cada otro intervalo real
donde la funcion muestre una grafica equivalente, existira un punto ¢, donde la

funcidn también es no diferenciable

TEOREMA 1 11. Si una funciébn es denvable en un punto a , entonces es

continuaen a
Demostracion

Sea la funcibn f R — R denvable en el punto a Entonces existe el

siguente mite

fla+ h)— f(a)
h

f(a) =hm

Como Iimh=0 , aphcando el cociente de limites y multiplicando, se

h =0

obtiene

hm(f(a + h) - f(@)] = f(a)(0)
im(f(a + b= f@] =0,
de donde se obtiene que

,l’l_rgf(a+ h)= f(a)
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Haciendo a + h = x y tomando en cuenta la definicion de limite, es facil

ver que equivale a Iim /' (x)= f(a) , esto significa que f es continuaena =

OBSERVACION 1.3' En particular las funciones denvables son continuas, pero

no toda funcién continua es dernivable

Esto quiere decrr que el reciproco del teorema antenor no es cierto

Precisamente éste es el tema central de esta investigacion

TEOREMA 1.12 (Teorema de Rolle) Sea f una funcion continua en el intervalo
cerrado [ = [a,b], y denvable en (a, b), suponga que existe la denvada f “ en
cualquier punto del intervalo abserto (a,b) y que f(a) = f(b) Entonces existe

por lo menos un punto ¢ € (a,b) talque f'(c)= 0
Demostracion

Si se supone que f(x) = 0 paratodox €1/, entonces cualquer ce(a,b)

satisface el teorema, y no hay nada mas que probar

Ahora, si se supone que f(x) # 0 para algun valor de x, en el intervalo
aberto (a,b) Ya que f es continua en el intervalo cerrado [a, b] se sabe, por el
teorema de! valor extremo, que f tiene un valor maximo absoluto en [a, b] y un

valor mimimo absoluto en [a, b]

Ademas, como por hipétesis f(a) = 0y f(b) =0y ademas, f(x) es
distinto de cero para alguna x € (a,b), se concluye que f tendra un valor
maximo absoluto positivo en algln ¢; € (a,b) 0 un valor minimo absoluto

negativo en ¢, € (a,b)
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De este modo, parac=¢, 0 c=c¢, , segun sea el caso, existe un
extremo absoiuto en un punto intertor del intervalo [a, b] Por lo tanto, el extremo
absoluto f(c) también es un extremo relativo y como por hipétesis f'(c), se

concluyeque f'(c})=0 =

El siguiente teorema denominado Teorema del Valor Medio, expresa la
idea geométrica de que hay algun punto de la curva y = f(x) en la cual la recta

tangente es paralela al segmento de recta que pasa por los puntos (a,f(a)}y

(b, f (b))

TEOREMA 1.13 (Teorema del valor medio): Supéngase que la funcién f es
continua en el intervalo cerrado I = [a,b] ¥y que f tiene una denvada en el
intervalo abierto (a,b) Entonces existe por lo menos un punto ¢ en el intervalo

abierto (q, b) tal que
fb) — fla)= f ()b — a)
Demostracion

Se define la funcién h en el intervalo / = [a, b] de la siguiente manera

H(e)= 1) - £(a)- LT E
Notese que
h(a)= 1 (a)- f(a)- -L(%}i—@(a-a):o,

es decir, h(a) =0, ademas,



w(8)=1 ()1 (@)- LI )-0

es decir, h(b)=0

Por consiguiente, la funcién h satisface las hipotesis del teorema de Rolle,
ya que h es continua en [a,b], es denvable en (a,b) y h(a)= h(b) = 0,
entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que h'(c) = 0, pero observe que h'(x)

queda definida por

h(x)=f (x)- Lﬁbg_;‘{@ , de manera que
we)=r1e)- L=

De esta ultima relacion se obtiene que
() - f(a)= S ()b~ a) m

Como bten se ha indicado se necesita el teorema del Valor Medio para
estimar vanaciones de una funcion, por ejemplo, estimar el incremento de la
funcion f en el intervalo [a, b] cuando se disponga de una cota M del valor

absoluto de la derivada Esta idea se expresa en la siguiente propiedad

PROPIEDAD 1.2. Si |f "(¢)] < M, se verifica que
Afl = If ©I-a)<Mb- a)

Esta propiedad resulta haciendo g(x) = x en el siguiente teorema



45

TEOREMA 1.14 (Teorema de Lagrange) Sean f y g funciones reales
continuas en el intervalo cerrado [a, b] y diferenciables en el intervalo abierto

(a,b) Entonces existe un ¢ € (a, b) tal que
[F(6) — f(a)lg'(c) = [g(b) — g(a)]f(c)
Demostracion

Se define fa funcion h(x) = [f(b) — f(a)lg(x) — [gd) — g(a)] f(x), se
sigue que por la continuidad de fy g, la funcién h también es continua en [a, b],
de la misma forma por la diferenciabilidad de f y g, la funcion h tambien es

diferenciable en (a, b) Por otra parte, se tiene que
h(a) = h(b) = f(b)g(a) — f(a)g(b)

Aplicando el teorema de Rolle a la funcion h , se sigue la existencia de un

c € (a,b)tal que
h(c) = [f(b) — f(a)lg'(c)— [g(b)— g(a)]f '(c} =10,
de donde se obtiene que

Fe)— fla)lg'(e)= [g(b)— g@]f(c) m



CAPITULO 2: FUNCIONES CONTINUAS Y NO
DIFERENCIABLES EN PUNTO ALGUNO.
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21 EJEMPLOS DE FUNCIONES CONTINUAS Y NO DIFERENCIABLES EN
ALGUNOS PUNTOS.

Se presentan a continuacidn algunos ejemplos de funciones continuas y
no diferenciables en algunos puntos con lo cual se espera una mejor

comprension del tema

EJEMPLO 2.1. Pruebe que la funcién f(x) = ¥x es continua en x = 0, pero

no es derivable en dicho punto

Solucién
Nétese que f(0) = V0 = 0 y ademas,
- 3= _ U5
Jup. fG) = g Vi = V0 =0
Jm 1) = Jup Ve = Y0 = 0
de manera que lim f (x)= 0= f(0) Por consiguiente, f(x) = ¥x es continua
enx =10

Por otro lado, f(x) = ¥x no es dervable en x = 0, ya que su denvada

en el punto cero esta dada por

VR - 0
f@= Im——— = lme= =+

La razén por la cual no existe la derivada de la funcidn f(x) = ¥x es
que la recta tangente en x = 0 es vertical, por lo tanto su pendiente es infinita La

siguiente grafica llustra esta situacion
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3

Figura2 1 Funcién f(x)= Ux

EJEMPLO 2.2° Pruebe que la funcién f(x) = |x| es continua en x = 0, pero no
es denivable en dicho punto

Solucion

x, Six>0
Lafuncion f(x) = |x| se definepor f(x)=J 0, Six=0

-X, S1x<0

Notese que f(0) = 0 y, ademas, Im f{(x)=lm(-x}=-0=0 Y
hm f(x)=hm(x) =0, de manera que Im f(x)= 0= f(0) Por consiguente, la

funcién f(x) = |x| es continuaen x =0
Por otro lado, la dervada de la funcion f(x) = |x| seria

lim lhl - 0 _ llmM = hm sng(h)
Roo h ho kR AnS™d

1, st h>0

La funcion sng (k) se define por Sgn(h)={ 1. s1 h<0
—_— s l
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Por consiguiente es claro que el limite por la 1zquierda es - 1y el limite

por la derecha es + 1, luego, no existe tal imite Por lo tanto, la funcién no es
diferenciable en x = 0

La sigwente figura ilustra la grafica de la funcion f(x) = |x|, en cuyo caso
se identifica que la pendiente de la recta tangente por la 1zquierda de x = 0 es

- 1, mientras que por la derechaes +1

-4 -2 2 4

Figura 2.2 Funcién f(x) = x|

EJEMPLO 23: Seana € R,a >0y f [—a,a] - R la funcion definida por
f(&x) = sng(x)

a) Calcule la integral definida F de f en [- q, q]

b} Pruebe que f no posee antidenvada en [- a, a]
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Prueba

a) Lafunciéon Sng(x) se define de la siguiente manera

-1, si—ag x <0
f(x)=5 0, ssx=0
1, si0<x<a

La figura a continuacién ilustra la funcién Sng(x)

-2

Figura 2.3: Funcion Sng(x)

La integral indefinida de / en [-a,a] esta definida por

F(x)= jf(z)dz
Se tienen los siguientes casos
> 81 x<0,entonces F(x)= If(r)dz =-jdz =—t [}, =—(x+a)

x 0
» 81 x=0, entonces F(x)= jf(z)dt= —jdt =—1f,=-a



> 81 x>0, entonces F(x)= j[f(r)dr = _Tf(t)dt+j'f(1)dr
=—a+jd£

=-a+t|,

=-a+x

Asf pues,

b) Note que

—h-a+a _

hm F(h _ 0)_ FO) = lim Mﬂ: Irm

h0” h a0 h h=s0"

Ademas, se tiene que

o FO+W=FO | F(h)+a_  h-ara_
s h - h 0" h

»  SI-a<x<0,entonces F(x}=-1

» S1 0<x<a,entonces F'(x)=1

Por lo tanto, £ no es diferenciableen 0e[~a,a] ®

-1

51
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2.2 FUNCIONES CONTINUAS Y NO DIFERENCIABLES EN UN
CONJUNTO ENUMERABLE DE PUNTOS.

El propésito de esta seccion es mostrar algunos ejemplos de funciones
continuas que poseen una cantidad de puntos enumerable donde ellas no tienen

derivadas

Adicionalmente, en la siguiente seccién se amplia con mas detalles, la
idea antes mencionada, para construr funciones continuas no derivables en

punto alguno

DEFINICION 2.1: Sea / un intervalo abierto real Un puntoa € / se llama punto
cuspide de la grafica de una funcién f en dicho intervalo si satisface las

sigutentes condiciones

1 Para todo x €] tal que, x < a, la grafica de f es una recta de pendiente

estrictamente positiva

2 Para todo x €/ tal que, x > a, la grafica de f es una recta de pendiente

estrictamente negativa

3 |1mf(x)= f(a), existe
Si1 (1) vy (2) ntercambian el signo de las pendientes, entonces el punto se
llama punto de abismo Si la funcion satisface esta definicién en una vecindad

del punto, entonces el punto es de cuspide (0 abismo) en dicha vecindad

La situacion antes mencionada, permite la posibiidad de que una funcion
tenga un numero enumerable de puntos de cuspides y de abismos en un

intervalo de diametro finto
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TEOREMA 21 Sea a € R un punto de cuspide (o abismo) de una funcién f La

funcion f es continua y no diferenciable en a
Demostracion

Sea f la funcién definida por

donde m, > 0, m, < 0 Entonces la funcién f tiene en a un punto cuspide Por la

parte (3) de la definicion de punto cuspide se tiene quelim f(x) = f(a), lo cual

significa que la funcion es continuaenx =a

Probemos la no existencia de hmJM
x—ba x—a
En efecto,
f&x) - f(a) myx + by — (mya + by)
Im —————— " = Iim
x—a~ X—a xX—a~ x—-a

mx+bd —ma-b

=lm
x-a x—-a
m,x —mya
=lm——

x—=a xX—a

myfe—a)
=lm—-

x—a ¥—a

= lim(m,)
X=a

L)~ @) _
m—-——=m

x—a- xX—a t



Por otro lado, se tiene

] f&)—f(a) _ myx + b, — (mpa + by)
m ———— = lim

x-at xX—a x-at xX—4a

myx + b, —mua—b,

= hm
x-=a x—a
Myx —Mya
=lm—

x-a X—a

| m,Ex—a)
= hm —
xoa  X—g
= lim(m,)
X=a
| f(x) —f(a)
m ————=m,
x-+* x—a
Como m, # m,, se sigue que
i fx) - fla) % lm f(x)—f(a)'
x=a~ x—a x—at x—a

Esto mplica que

hmfma—) , NO existe
X=50 x -a

En consecuencia se concluye que
f(a) no existe

Por lo tanto, la funcién f es continua y no diferenciable en el punto
cuspide x = a (Andlogamente se prueba el teorema cuando x = a es un punto

de abismo) =
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EJEMPLO 2.4: Constrilyase a partir de la funcion f(x) = |x| una funcion que
tenga un nUmero enumerable de puntos donde ella sea contnua y no

diferenciable
Solucion

En el elemplo 2 2 se determind que la funcién f(x) = |x| es continua en
x = 0, pero no posee dervada en dicho punto Utilizando esta idea se va a definir
una funcién penoddica que sea continua en todos los numeros reales R, pero que

no tenga denvada en ningtn entero Z

En efecto se define la funciéon g de la siguiente manera

X, Sl xe[O,l]
-x, st xe[-1,0]

g(x)={

donde g(x +2) = g(x)paratodox € R

La funcidén g definida de esta manera es penodica de periodo dos y en el

intervalo [—1, 1], tiene la misma gréfica que la funcién f(x) = |x|

La grafica de la funcibn g se va a repetir a lo largo de toda la recta real
cada dos unidades, sin embargo, a simple vista se podria pensar que el dominto
de la funcién g solamente es el intervalo [-1,1] , pero, por la penodicidad de la

funcién esto no es cierto, como vemos seguidamente

Nétese que los valores bdasicos de definicibn de la funcién son los

siguientes

R I SN IS S
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Utilizando la periodicidad g(x + 2) = g(x), se tiene
Para x = =3, se tiene

g(-3+2) = g(—3), de donde g(—1) = g(-3) , es decrr, se obtiene g(-3) =1

5
Para x = = se tiene

L

g (—; + 2) =g (-— g) de donde g (— %) =g (— g) es decrr, se obtiene g (— g) =
Para x = -2, se tiene

g(—2+2) = g(-2), de donde g(0) = g(—2) , es decir, se obtiene g(-2) =0

Para x = -2, se tiene

g(-2+2) = g(-3). de donde g (3) = g(-3) , es decrr, se obtiene g (-3) = ;
Para x = — -, se tiene

g(-3+2) = g(-3). dedonde g (3) = g(-3) . es decr, se obtiene g (%) =

Para x = 0, se tiene

g(0 + 2) = g(0), de donde g(2) = g(0) , es decir, se obtiene g(2) =0

1
Para x = 5S¢ tiene

g (l + 2) =g G) de donde g G) =g G) , s decir, se obtiene g (Z) = %
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Se puede continuar evaluando esta funcion en todos los nimeros reales,

a continuacion, la gréafica de la funcién no diferenciable en todo niumero entero.

m’£

-02

Figura 2.4: Funcién continua en todo R y no diferenciable en todo Z.

EJEMPLO 2.5: Madifique la funcidon del ejemplo anterior, utilizando una serie

divergente,

Solucion

Considere la serie divergente Uu=22“, la cual es una serie divergente;

ya gue lim U _—« , entonces por el criterio del n-esimo término, la serie es

a—x

divergente.

Usando el n-ésimo término de esta serie se modifica la funcion g del

ejemplo anterior, de la siguiente manera:
Se define la funcidon f como sigue:

fr(x) = g(2"x), donden =1,2,3, ...
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y la funcion g es:

( ) x, si -1<x<0
x)l=
& -x, si 0<x<I

donde g(x +2) = g(x) paratodox € R.

Notese que cuando n = 0, se obtiene f,(x) = g(x) , la grafica de esta funcién es

siguiente figura:

———

— x
-4 -2 g 2 4

Figura 2.5: Funcién continta de periodicidad dos (2).

Por otro lado, cuando n =1, se tiene que:

_ _[~2x ,si -1 < 2x <0
Jflc")‘g(z")‘{zx, si 0< 2x <1

—2x , si —

IA
=
(A

0
il +1) = fi(x)

N

hix) = g2x) = 2x ,si 0

IA

=

IA
N =
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La grafica de esta funcion se muestra en la siguiente figura:

x
~4 -2 0 2 4

Figura 2.6: Funcion continua de periodicidad uno (1).

De manera similar paran = 2, se tiene:

—4x ,s5i—1<4x <0
fz(x)—9(4x)={4x' si 0 < 4x <1

y

- x

2 4

-4 -2

Figura 2.7: Funcién continua de periodicidad un medio (}) .
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Se observa que a medida que n aumenta, se tiene que la cantidad de

cuspides tambien aumenta

Ahora, la pregunta es ¢se podria construir una funcién periddica tal que en
su periodo basico todos sus puntos presenten una cuspide tal que en este
intervalo ella no sea diferenciable en ningun punto?, la respuesta a esta

Interrogante es la que se desea despejar en mi tesis

EJEMPLO 2.6 Sea D = {d,,d,,d;, } un subconunto enumerable de R

Construyase una funcion continua sobre R y no diferenciable sobre D

Solucion

Consideremos una sucesion de numeros reales {x }" tales que la sere

que se forma con estos nimeros sea convergente, es decir

o0
D x, <o

na]

Para cada x € R, consideremos la funcion A, R — R defimda de la

sigutente manera

h(t)— 1, Sl I<x
M7 o, en otro caso

Ahora, lafunciobn g R —» R definida por

g(x)= Y5k (d)
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La funcion g es continua excepto en los puntos de D y entonces la

funcion f dada por

Es continua, acotada y gracias al Teorema Fundamental del Calculo, deja

de ser diferenciable exactamente en los puntos de D

En efecto,

d d|[fr*
—(fw) = E[f[) g(t)dt] =g(x),

pero precisamente, la funcion g , que es la derivada de f , es discontinua en D,

y, por ende, no tiene derivada en estos puntos

En particular, en este ejlemplo se podria considerar el conjunto de los

ndmeros naturales pares D = {2,4,6, }que es un subconunto numerable de

=1 1 1 i .
Rylasene U - Z_"=_+_+E+ , la cual es una serie geométrica convergente

2 2 4

nal

¥ su suma esta dada por

Bajo estas hipotesis se observe cémo es la continuidad de la funcion g,
al examinar su trazado grafico, como sigue la funciong R - R fue definida

por

g(x)= Sh(d,)
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Escnbiendo g(x) = x;h,(d,) + x;h,(d;) + x3h3(ds) +

Notese que sit <2, entonces h,(t) = 1 Por consiguiente, en este

rango se tiene que
9(1’)=I1+x2+x3+ = —4 — 4+ —+ =1

para todo x < 2 Mientras que cuando x = 2, se tiene g(2) = 0

Esto significa que la grafica de la funciéon g para las x <2 es la recta

honzontal y = 1

Por otro lado, tomando 2 <t <4, se tiene que

g(x)= —l~+ l+ L+ = % para todo 2 < x <4 , esto significa que la grafica

4 8 16
es la recta honzontal y = % Si se continua con este proceso se obtiene la

siguiente grafica de la funcién g , la cual se muestra en la siguiente figura

-85

Figura 2.8: Grafica de la funcién g
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Es claro que la grafica de la funcibn g muestra su discontinuidad en los
puntos del conunto numerable D = {2,4,6, } , en cuyo caso se tienen

discontinuidades de salto

Este ejemplo, permite la construccién de un numero infinito de funciones

continuas no diferenciables en un conjunto enumerable de puntos =

2.3 FUNCIONES CONTINUAS Y NO DIFERENCIABLES EN ESPACIO DE
BAIRE.

Haciendo uso del concepto de espacio de Bare se prueba la existencia de

funciones continuas y no diferenciables en punto alguno

Prnmero, considérese el espacio métnco (F,d) de funciones continuas de

valores reales y definidos en el intervalo I = [0,1]

DEFINICION 2.2: Sobre el conjunto F se define la métnca d de la siguiente
manera d(f,g) = maxylf(x) — g(x)| conf,g € F

Nétese que se esta tomando la diferencia de las imagenes de las dos
funciones continuas en! = [0,1] Se sabe que el espacio (F,d), o simplemente
F ., es un espacio metrico completo Por consiguente, el teorema 110

proporciona el resultado del teorema siguiente
TEOREMA 2.2' El espacio meétnco (F ,d) es de Baire

Se define una familia numerable {U,},, x5 de conjuntos ablertos y densos

deF ,y, tomandox €/ ¥y he[O,ﬂ , e consideran los cocientes

f(x+h:—f(x) ' (1)

y ff(x,h) =

ST iR Oy (C))
fr(x.h) = .




Como hs% y 0 <x<l,esclaroque{x—hx+h} n! = @, lo

cual significa que al menos una de las expresiones en (1) esta definida

Considere Af(x,h) = max{f (x,h), f*(x,h)} st ambos cocientes existen,

de lo contrario Af(x,h) seraiguai a la expresién existente

Dado que Af(x,h) = 0, se toma para cada he(o,l], n=2,
n

Anf(x, h) = inf{Af(x,h) x €}

Se define la familia {UpJhen © F de la sigutente manera
feU, siysolosi, A,f >n para algin he(o,l} ytodon =2
n

EJEMPLO 2.7: Considérese lafuncién f [0,1] —» R definida por
f(x)= a[1- 4(x- )] . cona >0

Solucién

Calculemos los cocientes f~(x,h) y f*(x,h) para el valor de h

especificado de la siguiente manera

Para h = %, se obtiene

1
4

x=4)-/@)|_ |a{l-4G -} et -4’}
|

| |

S (=)= if (
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=|4a{1- 4(x -2x+2)- 1+ 4(x° —-x+-})}[
=jpa{i- 4x* +6x-3- 1+ 427 —4x+1}|
“Joc(2x-3)

S (xd)=atx-9] , s xe[$,1]

Analogamente, se tiene que

1)/ |aft-a0-17}- aft-ac -
f+(x,-})=|f(x 3f(x)i= { }% -4 }i

e {1- 4(x x4 )= 1+ 42 -x+d))

=|4a{l— 4x? +2x—1- 1+ 4%° —4x+1}|

=|4a{—2x +-}}

=a’3—8x|
fH(x4)=ax-3| , st xe[0,2

Asi se tiene que

f(xd), s xeft UG

Af(x’-})-__{f*(x,%), st xef0, ) 1.2
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Si redefinimos los valores de f~ (x%) y f* (x, %) , se tendria que

f‘(x,l)-—-{ 8ax - 5a, 51x>§

5
—Bax + S5a, snx<§

f+(x'1)={8ax- 3a, 31x>§

—8ax + 3a, S|x<§

Como Af (x%) = max{ f~(x, k), f*(x, h)} se sigue
Af (x%) = |m|= |8af = a paratodo x € [0,1], donde m es la pendiente

de la recta, es decrr, Af (x,%) > « paratodo x € [0,1]

que

Suponga ahora que x € GE) se sigue que es evidente que x + i— <ly

que x — % > % Ademas, analizando la funcién definida como

f(x)=af1-4(x-1)'].
se tiene
fB)= a[1- 4G -1 ]=ay
f@=0, f)=o0

La grafica de esta funcion y de las rectas cormrespondientes para un

13
x € (5,;), se muestran en la siguiente figura
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25

Figura 29 Funcién Af (x,1)=|m|2a

Por otro lado, como la famila {U,},y € F se definib por f € U,, siysolo
st A,f >n, para algun he(O,ﬂ y todon =22, se tiene que sia >4,

entonces f € U,

Inspirados en este caso particular, se pueden exhibir elementos de U,

paratodan € N, mediante el siguiente procedimiento

Considere la funcidn g cuya grafica aparece en la siguiente figura

y
a7 [
a6
05
a4
a3
02
ol
09 I

2 as o8 10
-q1

Figura 2 10. Funcién genérica con una caspide

Observe que Ag(x,h) = a, para cualquier h < 2 En consecuencia, Si

-

a >n,entonces g € U,
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De forma similar, se obtiene una funciébn k € U, , sl a >n donde la

grafica de k es como la que se muestra en la siguiente figura

[}
00 x

=01
Figura 2 11* Funcién con dos claspide y un abismo

Noétese que la funcién k tiene la forma de la funcién valor absoluto en

forma penddica, especificamente la grafica anterior exhibe los puntos

’

1
"2

P
™

donde ella es continua y no derivable Esta idea se concretiza con la siguiente
proposicion

PROPOSICION 2.1° Dados n € N, e >0 y [a,b] c [0,1], existe la funcién

gE€EFymeNtalesqueld, g >n con0<h<?7 @

Prueba

Como [a,b] < [0,1], se sigue que 0 <a <b, de dondeb — a >0y
siendon € N, se sigue que n(b — a) >0 Pero como & >0 es un numero
arbitrano, suficientemente pequerio, se tiene que 0 < ¢ < n(b — a), entonces

por la propiedad arquimediana existe un numero parm € N tal que se satisface

me > n(b —a) de donde se obtiene b—f—a > n, de manera que Ayg >n

m
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b-a

con 0<h < , y la funcion g € F se denomina funcién diente de

{(b-an

serrucho, cuya grafica se muestra en la siguiente figura, donde x, = a + [

to=8a ty tz ta t4 thz  tor tn=D

Figura 2 12* Funcion con multiples cuspides y abismos
24 LA FUNCION DE WEIERSTRASS.

Antes de Karl Welerstrass se dieron algunos intentos por demostrar la
existencia de funciones continuas y no diferenciables en punto alguno, entre los
que podemos citar a Bolzano quien en 1834 fue el prmer matematico que logré
separar de manera clara los conceptos de continuidad y diferenciabilidad

El matematico en mencidn, logré construr de manera geométrica una
funcidn continua no diferenciable en algun punto, pero como tantas otras
contribuciones de este matematico, éste aporte también pasaria desapercibido
por sus contemporaneos

Ademas del intento de Bolzano se tiene en 1830 a Celléner, quien

presenta la funcién f(x)=> a”Sen(a’x) donde a es un numero natural par

suficientemente grande Este ejemplo no seria publicado hasta 1890, cuando se
esclarece que esta funcién no tiene dernivada finita en algun punto, mientras que
posee denvada igual a mas Iinfinito en un conjunto numerable denso, en cuyo
caso dice Grabinsky (1997), se puede pensar que cada singulandad representa

un punto de inflexidn vertical
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En 1861 Welerstrass se plantea la posibilidad de construir una funcion
continua y no diferenciable en punto alguno, en cuyo caso trabajo arduamente, y

no es hasta 1872 cuando logra probar que la funcion
f(x)=>0" Cos(a" 7r x),

dondea € N es mpar,b € (0,1)y ab >1 + 3—275 es continua en toda la recta

real y no es diferenciable en punto alguno

Comenta Brto (2011), que es un hecho aceptado hoy en dia por la
comunidad matematica que la funcidon continua, pero no diferenciable, creada
por Weilerstrass, fue el pnmer ejemplo contundente de este tipo de funcién que
aparecié por pnmera vez publicada en una revista arbitrada de matematica, en el
ano de 1875

Muchos matematicos de la época de Weilerstrass ya conocian de la
existencia de esta funcidn, puesto que el propio autor la dio a conocer el 18 de
julio de 1872 en una conferencia impartida en la Academia Real de Ciencias de
Berlin Sin embargo, Allan Pinkus cuenta que Weierstrass dio a conocer su
funcién en un salén de clases en 1861

TEOREMA 23 (La Funcidn de Weierstrass) Sea b € (0,1) y a un numero

entero impar, tal que ab >1 + 3?" entonces la funcion f(x)=Y b"Cos(a" 7 x)
=l

es continua y no es diferenciable en punto alguno
Demostracién

(1) Prueba de la continuidad de la funcion de Weierstrass
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Primero observe, que la sene que define la funcibn de Welerstrass

converge uniformemente En efecto, como se tiene que

|b"Cos(a™nx)] < b™, paratodon € Nyx € R

Como la sene Z b" converge, ya que esuna p-sereconp=> <1, se
nu)

tiene, por el teorema 1 3, que la sene definida por la funcion de Weierstrass es

uniformemente convergente

Finalmente, como los términos de la funcibn de Weierstrass son

continuos, por el teorema 1 1, se tiene que la funcion f es continua

(n) Prueba de la no diferenciabiidad en punto alguno de la funcion de

Welerstrass
Se prueba que H(M) , no existe

En efecto, se tiene que

f(x+h) = f(x) _ mb" Cos(a"fr (x+h)) - Cos(a"nx)
h - ; h

Q. Cos(a":r (x+h)) - Cos(a'nx) = Cos(a':r (x+h)) - Cos(a'rrx)
=% - +Yb A

=0 n=m

f(x+h)h— fx) _ L0+ ..
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donde se ha llamado

= . Cos(a';r (x+ h)) - Cos(a';rx)
J (h)= ; b ]

y la expresion

i Cosl a"x (x+h}| - Cosla"nx
cun=, Aot

Si la dernivada de la funcidn f existiera en algun punto ¢, entonces por la
propiedad arquimediana se tendna que |f (c)| < o™ para algin n € N,

entonces por la propiedad 1 2 del Teorema del Valor Medio, se tiene que

|Cos(a"7r(x+h)) — Cos(a"x x)| < a'|A

|Car[a"rz{x+h)) - Cos(a"n x)

| 7 | <a"
" Co.\{a"/r(x-q»h]l - Cos(@"7 x) < o
4 Co:(a”rr(x+h)l - Cos(a"r x) < ra

m—1

SZ(zra"b")

|

2

=0

h

B {Ca:(a"rr{x-#h ) - Cm(a";rx)}

[V.(B)| < dma" b

n=0



Notese que Za"b" es una serie geometrica finita cuya suma es:

n=Q

-l
|Jm(h)1 < Zﬂ' a" bn =7 a:bbm..—ll < ;ra;bl:l_l
n=l)

Esto permite concluir parcialmente que:

.} < 2=t (1)

xa
ab -1 !

Ademas, se tiene que lim J, (k) existe, porque es menor que infinito («).
h—0
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Seguidamente se estima el valor de |C,,(h)| por abajo; en primer lugar,

1 . 1 1 :
—-—amﬁ = entonces, usando la relacion -~ - < fm < 5 Se obtiene:

1 1
—5—1513,,1—1 <5_1

Ny W

1

1 3
1 1-Ffm 3
2a™ am - 2a™
1 3
<
0 < Zam < h a7

considérese que a™x es un numero real que se puede escribir como la suma de

su parte entera a,, y su parte decimal 8,, , es decir, se puede escribir como

1 1 . "
a™x = a, + fm, donde a,, €s un entero, — > < Bm < 3y, ademas, definase
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Por otro lado, se tiene que
a®n(x + h)= a""™a™n(x+ h)= a" "n(a™x + a™h)

Pero como a"x-a,_ + 5, ¥ a"h=1-3,, entonces la expresion antenor se

transforma sustituyendo, las cantidades indicadas, se tiene
a®n(x + h)= a"™a™n(x+ h) = a" "n(@n+Bmn+ 1—Bn)
a®n(x + h)= a" ™a™n(x+ h)= a" "n(a,+ 1)

De donde se obtiene que Cos(a™r(x + h)) = Cos(a® ™n(ay, + 1)) = (-1)=*1,

es decrr, se tiene que
Cos(a™n(x + h)) = (—1)m*1, (2)
Como a es impar, se sigue que
Cos(a™r x) = Cos(a™ ™r a™x) = Cos(a" ™n(an, + Brm))
Aplicando la identidad a la suma de los cosenos de dos angulos, se tiene
Cos(a®™ ™nay, + a® ™ By) = Cos(a™ ™r a,,) Cos(a™ ™ Brm)
- Sen(a™" ™1 ay,) Sen(a™ " " B,,)

Como a es impar, se sigue gue cualguier potencia de él es impar, de

marera que la expresion antenor se reduce a
Cos(a®™ ™ma, + a* ™n B,,) = Cos(a™ ™n ay) Cos(a™ ™n f,) — (0)(0)

Cos(a™ ™ may, + a" ™ Bp) = Cos(a™ ™n a,) Cos(a™ ™n frr)
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Se ha encontrado que

Cos(a™r x) = Cos(a™ ™n a,,) Cos(a™ ™n Byy) = (—1)*mCos(a™ ™x B,,), €s decrr,

se tiene que

Cos(a"m x) = (-1)*mCos(@™ ™r B}, (3)

Sustituyendo (2) y (3), en la relaciéon siguiente

C. ()= ib" Car(a";r(x#ﬁ)-c a”n'x)

Obtenemos el siguiente resultado

2\, 0 (S0P = (1)mCos(a™ "
h

C,(= Db

C — (_1 o - n n-m
L) = 7 Zb {1+ Cos(a frﬂ,,)}

Como todos los términos de la sene son positivos y utihizando la siguiente
relacion

0 < h £ 3 se tiene

2qm !

m

b 2
— -gmpm

Finalmente, utilizando las relaciones (1) y (4), se tiene que

f(x+h] ~f(x)

e 2[C )= L (> 2am b - 2E
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De donde se tiene que

fz+h) - £@2)

? > (%— ab’r—l)am b7, (5)

2 Ld m
Pero ab >1+ _m, de donde ab > 1y hm(%——a[;’_l)a b" =  Por

consiguiente, cuandom — oo se tiene que h — 0, se sigue que el lado derecho
de la expresién (5) tiende a «, de manera que queda probado que f "(x) no

existe &

2.41 ALGUNOS CASOS PARTICULARES DE LA FUNCION DE
WEIERSTRASS Y RIEMANN

El uso de la tecnologia para poder interpretar el comportamiento grafico
de las funciones continuas y no diferenciables en punto alguno debe ser una
herramienta, que si bien no propicia una prueba contundente del asunto, permite
tener una wistdn mas holistica de lo que se tiene que demostrar

académicamente

Seguidamente, se utiliza el Software Mathematica para mostrar algunas

iteraciones de las funciones que nos ocupan en este apartado

La functén de Weierstrass es el ejemplo mas prototipico de una funcién

continua y no diferenciable en punto alguno, se define como sigue

W(x)= ib"Cos(a"rrx) :

=)

an

dondeaesmpar,0 < b < lyab > 1+ —
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Tomemos a = 9 y b = =, para mostrar algunas graficas de estas

win

1
funciones para la funcién W (x) = Z(%)"Cos((9)"rrx), se tiene la siguiente grafica:

n=]

¥

WWUW\I Wl

-10
Figura 2.13: Primer término de la funcién de Weierstrass.

2
Para la funcién W (x)= 2(%)"6‘03((9)"7:::), se tiene la siguiente grafica:

n-1

-2
Figura 2.14: Suma de los dos primeros términos de la funcién de Weierstrass.
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5
Para la funcion W (x)= Z(%)"Cos((9)”:rx), se tiene la siguiente grafica:
nl

-2

Figura 2.15: Suma de los cinco primeros términos de la funcion de Weierstrass.
Notese que a medida que n aumenta, se tiene que aumentan la cantidad

de cuspides de la grafica y en cada una de ellas no existe la derivada a pesar de

que la funcion sigue siendo continua.

Observe ahora algunas iteraciones para la funcion de Bernard Riemann,

quien en 1861 afirmé como una conjetura que la funcién R definida por:

x 2
R(x) :Z Sen(n’x)

"=l

) r
n

era continua, pero nunca diferenciable.

Se pueden hacer algunas iteraciones de las graficas de estas funciones

utilizando el Software Wolfram Matematica, como sigue:
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2, Sen(n’x)

Para la funcién R(x)=) ——,

se tiene la siguiente grafica

-2
Figura 2.16 Suma de los dos primeros términos de la funcién de Riemann

>, Sen(n’x)

Para la funcién R(x)=3"

nal

—, se tiene la siguiente grafica
n

-2
Figura 2 17 Suma de los cinco primeros términos de !a funcién de Riemann.
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2. Sen(n’x)

Para la funcién R(x)=>"

—— , se tiene la siguiente grafica
n

-2

Figura 2,18 Suma de los diez primeros términos de Riemann
Notese que a medida que n aumenta, se tiene que aumentan la cantidad
de cuspides de la grafica y en cada una de ellas no existe la derivada, a pesar de
que la funcidn sigue siendo continua La continuidad es, por supuesto, una
consecuencia facil del m-test de Weierstrass, pero la no diferenciabilidad, si tal

cosa es posible, no es trivial



CAPIiTULO 3: PROPUESTA DE ENSENANZA DE LAS
FUNCIONES CONTINUAS Y NO
DIFERENCIABLES EN PUNTO ALGUNO.
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3.1 INTRODUCCION

Esta seccién inicia con el caracter epistemolégico de las funciones
continuas y no diferenciables en punto alguno, continuando con la construccion
de una funcidon continua no diferenciable en un conjunto enumerable de puntos
para, posteriormente, llegar a la construccién de una funcidn continua y no
diferenciable en punto alguno Finalmente, esta propuesta representa un recurso
didactico y bibliografico con el cual tanto docentes como estudiantes pueden

interactuar en la ensefanza y aprendizaje del tema en cuestiéon

En este mismo orden de ideas, en la actualidad, la mayor parte de los
recurso bibliografico con el que se cuenta para el estudio de las funciones
continuas y no diferenciables en punto alguno, se caractenzan por una
perspectiva académica pura, de manera tal, que esta propuesta pretende
Incorporar una perspectiva Didactica —~ Educativa en el tratamiento de estos tipos
de funciones con la intencibn de que el estudio de este tema sea mas

significativo y que contemple el ngor académico y cientifico de esta disciplina

Adicionalmente, la propuesta pretende que se incorpore el estudio de las
funciones continuas y no diferenciables en punto alguno en los estudios de la
hcenciatura en Matematica de nuestro pais, especificamente, este tema puede

ser Incorporado en un pnmer curso de Analisis Matematico

Sin embargo, en los distintos cursos donde se estudian los conceptos de
continuidad y diferenciabilidad, los docentes deben ir abonando el terreno,
paulatinamente, hacia una visuahzaciébn mas clara del asunto que hoy nos
ocupa, es decir, se debe tratar de hacer mas énfasis en las relaciones existentes
entre la continuidad y la diferenciabilidad de manera que estas propiedades no
pasen desapercibidas por los estudiantes dedicados al estudio de la Matematica

en el pais
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3.2 ASPECTOS HISTORICOS QUE SUSTENTAN LA PROPUESTA

Antes de introducir los aspectos especificos de la propuesta se presenta
una breve revision histérica sobre algunos aspectos que favorecen a la misma,
tales como el advemimiento del concepto de continuidad, la epistemologia de las

funciones continuas y no diferenciables en punto alguno, entre otros

32.1 DEL RIGOR GEOMETRICO AL ALGEBRAICO Y ARITMETICO

La caracteristica predominante en la Matematica del siglo XVIII era la falta
de ngor en las demostraciones y la vaguedad con que se explicaban los
conceptos, las demostraciones eran una mezcla de pruebas formales con
consideraciones geomeétricas y fisicas de los problemas Los principales
argumentos de los matematicos se centraban en el uso de la geometria y las

comprobaciones expenmentales a la luz de la realidad fisica

El inicio del siglo XIX se caractenza por el logro de algunas metas que
habian quedado pendiente por el débil ngor del estudio de ia matematica en el
siglo pasado, como lo fueron imponer un cierto orden y crear nuevos meétodos
que sustenten mejor el trabajo Es asi que el ngor geométnco es sustituido por el
antmético, produciendo una antmetizacion de la matemafica, siendo la artmetica
la base en |la que se fundamenta el ongen de lo que hoy se conoce como

Analisis Matematico

Toda esta insatisfaccién, que se vivio antes del siglo XIX, unido a que las
explicaciones de Newton y Leibniz referentes a la fundamentacién del calcuio no
fueron consideradas satisfactonas para el pensamiento de su época, se ongino
toda una polémica que desembocd en los trabajos de matematicos como
Bolzano (1781 — 1848), Cauchy (1789-1857), Abel (1802 — 1828), Dinchlet (1805
—~ 1859), Weierstrass (1815-1897) y Riemann (1826 — 1866) , entre otros
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Por suerte estos matematicos, que fueron un pilar fundamental en la
creacion del analisis matematico, no abandonaron del todo las representaciones

geométricas, de manera que se distinguen dos aspectos en sus trabajos

1 Ei fundado sobre el principio de la posicion el todo equivale a la suma de las

partes

2 El fundado sobre el pnincipio de la continuidad base para estudiar la realidad

continua, aun en sus manifestaciones infintesimales

322 EPISTEMOLOGIA DE LAS FUNCIONES CONTINUAS Y NO
DIFERENCIABLES EN PUNTO ALGUNO.

Durante todo e! siglo XVIll se entendia como funcién continua toda
expresion analitica en la que ntervienen varnables, constantes y functones
elementales, es decir, continuidad significaba de tener ta misma expresion formal

en todo su dominio

Las discusiones sobre la interpretacton de esta defimciéon de continuidad
fueron motivadas por los problemas que se plantearon sobre ecuaciones
drferenciales en dervadas parciales y sus soluciones, cuando exishan

condiciones Iniciales o de contorno

Uno de estos problemas fue el problema de la cuerda vibrante, para el
cual una condicién imicial natural es estirar la cuerda en un punto, lo que da lugar
a una solucidn que se expresa por medio de una funcién no denvable en un

punto y con diferenciales diferentes a cada lado del mismo

El problema de la cuerda vibrante consiste en determinar las ecuaciones
que describen el movimiento de una cuerda fija en sus extremos, cuando ésta al

ser estirada por un punto se suelta y empieza a vibrar La estructura general del
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planteamiento y resolucién de este problema, considera que la cuerda flexible se
ha tensado sobre el gje x y esta sujeta de los extremos a los puntos, que sin
perdida de generalidad pueden serx =0y x = 7 (Ver la Figura 3 1)

05
04
03

02

01

Cuerda Flexible
ly=0 M ? Ix=1n

Figura 31 Cuerda flexible tensada sobre el eje X

St la cuerda de la Figura 3 1 se levanta por un punto intenor al intervalo
abierto (0, ), suponga, por el punto medic M, una representacibn que en su

época se realizo, se muestra en la sigurente figura

20

Cuerda flexible

Qs

Q0
ox =0 1 M 2 ix=n1 g

Figura 3 2: Cuerda flexible levantada en el punto medio M
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La cuerda representa una cierta curva y = f(x) en el plano XY, si se le

deja en libertad de producir vibraciones en el mimo plano

El problema consiste en determinar su posicion, velocidad y aceleracton

en cualquier instante

Para determinar la ecuacién de movimiento se hacen varnas suposiciones

tendientes a simplificar el problema, estas son las siguientes

1 Las vibraciones solo son en la direccion del eje Y, esto es, el punto (xg, f (%))

se movera en la vibracién dnicamente sobre la recta x = x,

2 La tension T en magnitud es constante y su direccion es la de la recta

tangente que claramente varia de punto a punto
3 Lacuerda es homogénea y su densidad lineal de masa es m = m(x)

Con esta suposiciones la coordenada y depende s6lo de x en el instante

t, de manera que el desplazamiento de la cuerda desde su posicton de equiiibro

es dado por alguna funcion y = y(x,t), ademas, las denvadas primera y
3y 2y

3
segunda respecto al tiempo % Y a2 representan, respectivamente, la velocidad

y aceleracion de la vibracion de la cuerda

Considerese el movimiento de un pedacito de cuerda que en su posicion
de equilibno tiene longitud Ax (Figura 3 3) Como la densidad lineal de masa es
m = m(x), se sigue que ia masa del pedacito de cuerda es mAx y por la
segunda ley de Newton, fuerza igual a masa por aceleracién, se tiene que la
fuerza transversal F que actua sobre el elemento de curda esta dada por la
ecuacion diferencial parcial

aty

F=m11\.7cat2 , (1)
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20

0s

)
1
1
1
|
'
1
'
]
1
r
v
'
'
1

X

Q2 aa X+ xaos 08 10"
Figura 33 Tensién de una curva en direccion de la recta tangente.

Debido a que la cuerda es flexible, la tensién T = T(x) en cualquier punto
es dingida a lo largo de la recta tangente y tiene por ordenada T Sen@, y como
la tensidn es la unica fuerza que actua sobre la cuerda, entonces la fuerza
transversal F es la diferencial de valores de T Sen8 en los extremos del elemento
Ax, luego se obtiene que la ecuacidn (1), se transforma en la siguiente ecuacidn

A(T Sen) = ax OV 2
enf)=m P (2)

Si fas vibraciones de la cuerda son relativamente pequeias, es decir, si 8

. 8
es pequeno, se sigue que Senf es aproximadamente igual a Tan8 = 3:?’ , esto es

por el hecho de que Cos® — 1 cuando & — 0, por lo cual la ecuacién (2), se
convierte en

ATE) _ oYy

Ax ™ a2 3)

Es claro que cuando 8x — 0, el miembro 1zquierdo de la ecuacién (3)

3
representa la denvada parcial de T a—i respecto a x, de manera que tal ecuacion

se convierte en
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a3/ dy 3%y
a@ﬁ-mw-(ﬂ
3’y _ d%y

T
De esta ecuacion se obtiene — y haciendo la constante * = L,

max2 Et—z
se obtiene finaimente la ecuacién denominada Ecuacién de Onda

unidimensional, fa cual esta dada por

oty  a%y

2 ———t— —
k dx? atz '’

(5)

Una solucidén de la ecuacidn diferencial parcial (5) que sea de la forma

y(x, t) debe satisfacer las condiciones de fronteras e iniciales dadas por

y(0,£) =0

Condiciones de frontera {y () =0

ay
a(t— 0)=0
y(x,0) = f(x)

Condiciones iniciales

Las condiciones de fronteras expresan la suposicion de que los extremos
de la cuerda permanecen fijos en los puntos x =0 y x = =, mientras que las
condiciones Iniciales aseguran que la cuerda no tiene movimiento cuando es

liberada y que y = f(x) es su forma inicial

Hasta aqui se ha logrado plantear el problema de la cuerda vibrante,
ahora resolverlo significa determinar la funcién y = f(x) que sea solucion de la
ecuacion diferencial {5) sujeta a las condictones dadas Para ello observe lo

sigurente

Utlizando el método de separacion de vanables y suponiendo la solucion

de laforma y(x,t) = u(x) v(t) , se tiene que
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2

Ex—}; = u"(x)v(t)

2

a
atf = u(x)v(t)

Sustituyendo estos resultados en la ecuacion diferencial (5), se obtiene
k2w (x)v(t) = u(x)v(t)
Separando las vanables, se tiene

u“(x) 1 v
u(x)  kZ v(t)

(6)

El lado 1zquierdo es una funcién de x y el lado derecho es una funcion de

t , ecuacidn que se cumple solamente si sus dos miembros son constantes, para

facilitar los calculos denotemos esta constante por - 4

De esta forma la ecuacién (6) da lugar a dos ecuaciones diferenciales,

tales como
Por un lado la ecuacién diferencial ordinana
u(x) + Au(x)=0, (7)
Por otro lado, la ecuacién diferencial ordinana

v(t) + 1k%v(t)= 0, (8)
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Resolviendo la ecuacidén diferencial (7), se tiene que la ecuacidn caracteristica

de ellaes
mi+ 1 =0

De dondem = +v— 1 , pero como la constante 1 representa cualquier

numero real, se tiene que

S1A=0, se tiene que m =0, es una raiz de multiphcidad dos (2), de
manera que en este caso la solucion es de la forma u(x) = C,x + ¢, Pero de
las condiciones de fronteras u(0) = 0 = u(m), se tiene que la unica solucion

que satisface tales condiciones es ta trivial, es decir, u(x) =0

Sl 1 <0, entonces las raices m = ++v—1 son reales y distintas, de
manera que en este caso la solucidén de la ecuacidon diferencial es de la forma

siguiente u(x) = C,e™* + (; e™2%

Pero noétese que u(0) = C, + C, =0, ademas, debe satisfacerse que
u(m) = Cie™™ + (C,e™™ =0, de manera que ambas ecuaciones se satisfacen
solamente en el caso de que C; = 0 = C, , de modo que también la solucién es

latnvial u(x) = 0

St 1 >0, entonces las raices imaginanas conjugadas de la forma

m = +1v1 ,de manera que la solucién general de Ia ecuacion (7) es

u(x) = C,Senvadx + C,CosVax

Utilizando las condiciones iniciales, se tiene que u(0)= C, =0, la

s olucidn se reduce a

u(x) = C,Sen Vix



91

De la segunda condiciébn de frontera, se tiene que u(m) = 0 , se debe

tener que VAr = nm para algtn entero positvo n , es decir, 1 = n2 En otras
palabras, 1 debe ser igual a algunos de los numeros 1,4,9, A estos valores de
A se les llama valores propios del problema y a las soluciones correspondientes

dadas por Senx,Sen2x,Sen 3x, se les conoce como funciones propias

Pero, cualquier multtplo de ellas también es solucion, es decrr, las
soluciones pueden ser escntas como C;Senx, C,Sen2x, C35en 3x, |, por lo tanto,

las correspondientes soluciones de (7) se pueden escribir senciliamente como
u,(x) = Sennx , n=1,23,

De manera similar se puede resolver la ecuacién diferencial (8), en cuyo

caso la ecuacion caracteristica es
m2+ Ak? =0

Resolviendo la ecuacion caracteristica y realizando el mismo analisis

para los valores de 1, se tiene que la solucidén general de la ecuacidn (8) es
v(t) = C,Sennkt + C,Cos nkt

Luego, utihzando las condiciones de contorno v'(0) = 0, se obtienen las

soluciones sencillas de la ecuacion diferencial (8) dadas por
v,(t) = Cos nkt

Recuerde que la solucidn de fa ecuacidén que describe el movimiento de la

cuerda es de la forma

y(x, t) = u(x)v(t)
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Por lo que las soluciones de la ecuacién de onda son de la forma
siguiente
yn{x,t) = Sennx Cos nkt , n=1,2,3,
También es valido escribir estas soluciones en la forma siguiente
y(x,t} = C,Senx Cos kt + C,Sen2x Cos 2kt+ + (C,Sennx Cosnkt,

ya que cualquier combinacion lineal de multiplos de ellas también es solucién

Mas generalmente, cualquier serie infinita de la forma
y(x, t) = Z C,Sen nx Cos nkt ,
n=1

o de la forma
y(x,t) = C;Senx Coskt + C,Sen2x Cos2kt+ <+ C,Sennx Cosnkt+ ,
Es también una solucién de la ecuacién de onda

Finalmente, en el instante ¢ = 0, nuestra solucion es la forma inicial de la

cuerda, la cual viene dada por
f(x) = C,Senx + C,Sen2x + + C,Sennx +

Ahora, surge una pregunta inevitable, ,donde esta la funcidn continua no
diferenciable en este problema de la cuerda vibrante?, precisamente, la

respuesta a esta interrogante esta en la funcién f(x), la cual en su posicion



93

Inician cuando t = 0, no muestra especificamente la forma de la figura 3 2, sino

la forma de la siguiente figura

¥y
Q7

13
151
04
03
(11}
al

a0 x

g O M =

Figura 3 4: Representacion real de la cuerda tensada por el punto medio.

Se sabe que la funcibn que se muestra en la figura antenor no es
diferenciable en el punto cuspide de la misma, por lo tanto, se esta ante la

presencia de una funcion continua no dferenciable

Para reforzar esta 1dea de la no drferenciabiidad de la funcién en el
problema de la cuerda vibrante, cabe sefalar los trabajos de Euler, quien en un
artrculo “Sobre la oscilacion de cuerdas”, siguiendo a D’Alambert, utilizé una idea
completamente distinta en cuanto a que funciones se podian admitir como
curvas Iniciales y, en consecuencia, como soluciones de una ecuacibén en

derivadas parciales

Incluso, antes del debate sobre el problema que nos ocupa, en un trabajo
de 1734, Euler aceptaba funciones formadas a partir de trozos de curvas
conocidas e Incluso las obtenidas dibujando curvas a pulso, de esta manera la
curva (Figura 3 5) formada por un arco de parabola en el intervalo (a, c) y por un

segmento de recta en el intervalo (c, b), constituia una funcion en su concepto
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O eemus=

a c

-1
Figura 3.5 Funcién genérica en dos partes

Euler denominaba discontinuas a las curvas de la Figura 3 5, aunque en
terminos modernos son continuas con denvadas discontinuas, es decir, son

funciones continuas y no drferenciables, precisamente en el punto x = ¢

Se sabe que en el siglo XVIII se manejaba la idea de que una funcion ha
de estar dada por una unica expresion analitica, sin embargo, con la nueva idea
que surge en la solucién del problema de la cuerda vibrante se antepone un
nuevo concepto de funcién, aceptando cualquier funcién definida por una férmula

f(x) enelintervalo- 1 < x < mytomando

fx + 2m) = f(x),

Como definicion de la curva fuera del intervalo (—m,m), o bién,

sustituyendo = por ! donde 2! es el perodo de repeticion de la grafica de la
funcion

En 1748, Euler elaboré un método segun el cual pueden admitirse como
forma nicial de la cuerda wvibrante, curvas descritas por una infindad de
expresiones analiticas no idénticas entre si, a pesar de que en esta época tales
curvas se les llamaba discontinuas por no obedecer a una unica ley o férmula
analitica (Cantoral Unza & Farfan Marquez, 2003)
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Claramente Euler consideraba que las formas iniciales f(x) de la curva
podian ser funciones no dernvables en punto alguno, es decir, funciones con

cuspides

La razon de su interpretacion es clara por la situacion fisica real, ya que al
levantar la cuerda por un punto se formana, en efecto, una grafica como la que

se muestra en Figura 3 4

Noétese que al considerar Euler una funcién formada por una infiniddad de
expresiones analiticas no identicas entre si, estd dando origen a la construccion
de funciones continuas con una infinildad de puntos donde no tenen derivadas

Al respecto, Euler escribié a D"Alambert “ considerando tales funciones
que no se sujetan a la ley de continuidad se abre ante nosotros una nueva ruta
del andlisis " (Cantoral Uriza &Farfan Marquez, 2003, p 131)

3.3 DISENO DE LA PROPUESTA DE ENSENANZA DE LAS FUNCIONES
CONTINUAS Y NO DIFERENCIABLES EN PUNTO ALGUNO.

Como resultado de esta investigacién se presenta una Propuesta de
Ensefianza de las Funciones Continuas y no Diferenciables en punto alguno, con
un aspecto innovador, como lo es la construccidn de este tipo de funcibn

apoyado en el software Mathematica

3.3.1 DESCRIPCION DE LA PROPUESTA

El propésito fundamental de esta propuesta es incorporar la ensefianza de
las funciones continuas y no diferenciables en punte alguno en el estudio de la

hcenciatura en Matematica de la Universidad de Panama
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Esta aplicacidbn se recomienda hacer en un primer curso de Analisis
Matematico, ya que en este momento los estudiantes manejen los conceptos de

continuidad y diferenciabilidad

Lo que se propone es una estrategia para construir funciones continuas y
no diferenciables en un numero enumerable de puntos, a partir de dos curvas
definidas en intervalos distintos que tienen en comun, precisamente, el punto

donde no sean diferenciables

A partir de ellas se efectuara la traslacion de estas curvas a intervalos
subyacentes que muestren otras curvas no diferenciables en otros puntos de
este nuevo Intervalo, se continua de esta forma para generar una sucesion de
puntos donde la funcidn no sea diferenciable a pesar de que ella sea continua en

todos ellos

Ademas, se propone el uso del Software Mathemafica 08 como un apoyo
tecnolégico, que se puede utihzar para interpretar el comportamiento grafico de

las funciones continuas y no diferenciables en punto alguno

En esta tesis se proporciona un recurso didactico y tecnoldgico que puede
ser utiizado por los docentes de matematica para mejorar su trabajo en el aula

de clases

3.32 CONSTRUCCION DE UNA FUNCION CONTINUA EN TODO R
PERO NO DIFERENCIABLES EN TODO Z

Se construird primero una funcion continua en todos los nimeros reales,
pero que no sea diferenciable en Ios enteros pares, considerando, en primer

lugar, la funcién definida por
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x+3, st 0<x<2
f(x)—{—x+7, s1 2<xx54

Se estudiard la continuidad de esta funcidn en el punto x =2, como

sigue
Primero tenemos que f(2) = 2+3 =5
Calculando los limites laterales, se tiene
xllgl_f(x) = Ll_tg(x-i- 3)=2+4+3=5

xllg;rf(x) = k_rg(—x+ 7)=-2+4+7=5

Como los mites laterales coinciden, se tiene que
lm f(x) =5 = f(2)

Lo cual permite afirmar que fa funcidn es continua en x = 2, la siguiente

figura muestra la grafica de esta funcibn

-—lz 2 4 6
Figura 3.6: Funcién con cuspide sin derivada
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Se prueba que la funcion no es diferenciable en x = 2, como stgue

flx+h)— f(x) x+h+3-x-3
m = hm =

nlloo- h h—0 h 1=7@)
f(x+h)— f(x) _ —x—h+74+x=-7 s
L R By S A

Como f(27) # f'(2%) , se concluye que fa funcién f(x) no es

diferenciable en x = 2

Si se desea mover la grafica de esta funcién hacia la derecha y hacia la
izquierda, se debe buscar, respectivamente, las funciones fi(x) = f(x—4)y

f-1(x) = f(x + 4), esto se hace seguidamente
Para la funcion que se desplaza hacia a derecha, se tiene

x-4+3 , s1 0<x-452

fl(x)=f(x—4)={_(x_4)+7 , s1 2<x-4<4

x-1, s1 4<x<6
-x+11, s1 6<x<8

()|

Para la funcidn que se desplaza hacia la izquierda, se tiene

x+4+3, st 0€x+4<L2

fa(x)=f(x+4) ={—(x+4)+7 , 81 2<x+4<4

x+7 , s1 —4<x<-2
7,69

-x+3 ,81 -2<x<0
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Si a la grafica de la figura 3 6, se le agregan las graficas de estas dos
ultimas funciones, se tiene una grafica como la que sigue

—_ L

5 L

X
5 10
Figura 37 Funcién de mas cuspides y abismos sin derivadas

333 CONSTRUCCION DE UNA FUNCION CONTINUA EN TODO R
PERO NO DIFERENCIABLE EN PUNTO ALGUNO.

Se define la funcién periddica g(x) de la siguiente manera

X, S
glx) = {
1-x, sl

Observe el comportamrento de la grafica de esta funcidn, como sigue

=x <

LS A ]

,9(x +1) = g(x) para todo x
<x £1

NIr ©

Para x = 0, se tiene

=g(-3)=g(-2)= g(-1)=g(0) =0=g(1) = g(2) = g(3).=
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1
Parax = . se tiene

Parax =1, se tiene

=9(=-3)=9(-2)= g(-1)=g(0) =0 =g(1) = g(2) = g(3)

06

04

=02 L
Figura 3 8 Funcidn penddica g(x)

Nétese que la funcidn g(x) repite su comportamiento penédicamente en

cada intervalo de enteros Considére ahora la sene geométrica convergente
w
Z LI 1+ + ! + 1+
2n 4 8

esta serie ttene comosuma § =

i1
2

El proposito ahora es construir, utiizando esta sere y la funcién g(x), una

sene de funciones convergente a una funcidn f(x) tal que esta funcidn se:z
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continua en todo R, pero que no diferenciable en ningun punto Para ello observe
lo siguiente

Sea u;(x) = g(x), este es nuestro pnmer término de la sene de funciones
Se sabe que g(x) es continua en (0, 1), pero no es diferenciable en % ademas,

todo lo que suceda con esta funcibn en el intervalo (0, 1) también estaria
pasando en todos los intervalos de entero a entero La grafica de g(x) se
muestra en |a siguiente figura

04

-0l

-02
Figura 3 9: Primer término de la funcién construida

Considere las sumas parciales s, (x) = u,(x) = g(x), de manera que
Tomando s(x) = u1(x) + u,(x) con u,(x) = ; g(2x), se tiene

52(x) = uy (%) + u,(x)

S,(x)=g(x)+ -15 g(2x)
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1 1
X, $1 0 sti 2x, $10 SZxSE
1
Sz(X)': + E
1 1
1- x, snESxSI 1 — 2x 51552x$1
s 0 < <1 ( sI0 < <1
x: - = 7 ] — -
X 5 X X 2
Sz(X)= + <
1 sl< <1 ! 1< <1
X, lz_x_ B X, S|4_x_2

Por la penodicidad de la funcién g(x), esta expresion se transforma des la

siguiente manera

( s10 £ <1
x, &~ s -
*=3
sl 0 < <1 1 |1< <1
x, _x_z > X, s4_x_2
S2(x) = + 9

1 snl< <1 - sxl< <3
_x’ - < < - =, -< < -
2 =7 *7 32 2 S* =1

3
Ll—x, SIZSxSI
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'S 1
2x, siI0 =x £ -
4
1 ]1< <1
2’ Sl3 S*¥ =3
S(x) = <

SI1< <3
' 2 =% =73

3
k2—2x, SIZSxSI

En la siguiente figura se lustra este resultado

06

04

02

—02 ' 02 04 06 08 10 12

=02
Figura 3 10 Suma de los dos primeros términos de la funcién construida

Continuando con el proceso de sumas parciales, se tiene

S3(x) = s2(x) + uz(x)

1
5500 = 5(0) + ; 9(4%)
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[ 1
3x, S|OSx$§
1+ Sl1< <1
g T ® g =% =%
1+ Sl< <3
g Tr '25S% =3
1 SI3< <1
_x' _— X < -

_ 8 2
SS(X)_ < I1< <5

X, Sz x_8
5 I5< 3
g % S'gs*¥s3
5 3< <7
T siySx<g

7

L3—3)6’, Slgsx <1

La siguiente figura ilustra este resultado

08

06

04

02

-02
Figura 3 11 Suma de los tres primeros términos de la funcion construida
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Continuando con este proceso de sumas parciales, se tiene:

S5a(x) = S3(x) + uy(x)

540 = () + 5 g(80)

1
8x, si 0 SBxSE
S0 = 500+ 3 .

1 - 8x, SiESBXSI

1

X, si 0 st—lg

S4(X) = SS(x) + 1 1 1

_ j — < < —

g S1g=*¥=3

Por la periodicidad de la funcion, se tiene:



s4(x) = s3(x) +

1
0 <x < —
Sl x 16
11< <1
T3
Sl1< <3
g8 =X =16
Sl3< <1
16 -3
1___5
Sl4_x_16
Sl5< <3
16 -%=3
SI3< <7
8 =% =16
S 7< <1
' 16 =% =3
Sl1< <9
2 =% =76
S|9< <5
16 -"=38
SIS< <11
8 =% =18
S 3
16 =% =4
S|3< <13
T
S B 7
16 -*>%
A
g8 =* =716
15
si —<x1

Juny
o}

107
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Sumando s;(x) + u,(x), se obtiene

(4 80 <x <
X, < s —_—
*=716

1+2 SI1< <1

g <% 16 -3
1+2 SI1< <3
g T X g8 =% = 16

1 3 . .1

% S 16 =%S7

, 1__5

X, S|4_x_16

5 5 __ 3

8’ S 16=*%3

5 37

g x S 8S* =716

3 _, A

I B A T
Sq.(X)— 1 1 9
_ = R P
2+2x, Slz_x__16

5 I

g8’ 16 =% =3
5 L 5. 1
g8’ 8 =*=71¢
)y 11 _ 3

X, S|16_x_4

1 G 3., .1
2 T
17 LB _7

g “® 'T6 =% =3

17 2 s7< <15

g “© '8 =¥ =716

15
4 — 4x, sl — <x1

r
P
(o)
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La grafica de esta funcidn se muestra en la siguiente figura:

07

Qa6

04
a3
az

mt

00 - e e

a2 04 06 0g 10

—_ X

-01
Figura 3.12: Suma de los cuatro primeros términos de la funcién construida.

Se pueden mostrar las graficas de los primeros cuatro términos de sumas

parciales, como se observa seguidamente.

0

—
e

00 : ——
02 04 06 08 10

al
Figura 3.13: Primeros cuatro términos de sumas parciales de la funciéon construida.

Si se continia obteniendo los términos de la sucesion de sumas parciales,
se pueden mostrar las graficas de los siguientes términos, como se ve

seguidamente:;
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y
07 -

06

04

01

0o : : — — x

02 04 a6 a8 10
-0l
Figura 3.14: Suma de los cinco primeros términos de la funcién construida.

Ademas,

Y
07 -
06
os f
04}
03

ol

o1’

0.0 1 a 1 — x
02 04 06 08 10

-0l
Figura 3.15: Suma de los seis primeros términos de la funcién construida.
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»
07

06 -
}
05
04
03
02
01
00 -~ X

02 04 06 D8 10
-01

Figura 3.16: Suma de los siete primeros términos de la funcion construida.

Se pueden construir todas estas graficas en un mismo plano cartesiano,

sus graficas se muestran en |a siguiente figura.

y
o7

06
05
04
03
02
01
a0 x

-01

Figura 3.17: Primeros siete términos de sumas parciales de la funcién construida.

Continuando con este proceso se llega a construir la funcién definida de la
siguiente manera:

fx)= gx)+ -;-g(Zx)+ %g(4x)+ %g(Bx)-{-

-2}

1
f@= ) = g@2"x)

n=0
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-

sI0<x €=

N

Donde g(x) = {; y glx+1)= glx)
- x,

Sl

|

<x <1

Esta funcidn se conoce con el nombre de “blancmange function” o curva
Fractal de Takagi (1803)

Notese que los términos del miembro derecho de la funcién f(x) son

funciones penédicas, las graficas de estas funciones se muestran seguidamente

¥y
a7

06
05
04
03
02
ol
00 02 04 06 08 10 g

-0l
Figura 3 18: Pnmeros cuatro términos de {a funcién construida

3 3.4 FUNCIONES CONTINUAS Y NO DIFERENCIABLES EN PUNTO
ALGUNO CON MATHEMATICA.

Esta seccion presenta inicialmente los comandos basicos de Mathemalica
para graficar funciones, seguido de la visualizaci6n grafica de la continuidad y no
diferenciabilidad de funciones en un punto, asi como las funciones de
Weierstrass, Riemann y Van Der Waerden, todos apoyados con Mathematica,

para una mejor comprension del tema de estudio, en esta oportunidad
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3.341 COMANDOS BASICOS DE MATHEMATICA PARA GRAFICAR
FUNCIONES

Para graficar las funciones continuas y no diferenciables en punto alguno
con el Software Mathematica se requieren fundamentalmente los siguientes

comandos

Tabla 1 Comandos basicos de Mathematica para graficar funciones.

COMANDO FUNCIONES QUE REALIZA

Muestra la grafica de la funcion f(x) en el intervalo
Plot [f(x),{x.q,b]]

desde a hasta b enel gje x

AxesLabel - {"X","y"} Marca los g)es coordenados

Muestra la grafica en los rangos de x desde ¢ hasta b y

PlotRange ~ {{a. b}, {c.d}) los de y desde ¢ hasta d

Muestra la grafica de la funcién f(x) ¥y g(x) ambas en el
Plot [{f(x). g(x}). {x,a, b}] intervalo desde a hasta b en el eje x, pueden ampiiarse

de Ja misma forma la cantidad de funciones a graficar

AspectRatio — Automatic Grafica usando las mismas escalas en los ejes
fIx} = I1fx = ¢, g(x}, h(x)] Muestra la grafica de una funcion definida en dos
tramos, la funcion g(x) se grafica para las x = c,
Plot[f{x].{x.a,b}] mientras que la otra en el resto de la recta
f[x.] = Wich[a < x < b, g(x), Muestra la grafica de una funcién g(x) en el intervalo
c<x<dh(x)] a < x < by lagrafica de la funcion k{(x) en el intervalo

¢ < x £d Esta sintaxis se puede ampliar para una

Plot[f[x], {x, a,b}] funcion definida en una infinidad de intervalos
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EJEMPLO 3.1. Construya la grafica de la funcion f(x) = x* — 3x de manera que
la grafica se muestre en el eje x en el intervalo [—3, 3] y los rangos tanto en el
eje honzontal como vertical en el intervalo de [-5, 5]

Desarrolio
La sintaxis requerida es la siguiente

Plot[{x3 — 3x}, {x, —3,3}, AxesLabel - {x,y}, PlotRange
- {{—3,3}, {—3,3}],AspectRatw - Automatic]

La grafica se muestra en la siguiente figura

- ¢

-2

-3k

Figura 3 19 Funcién X’ —3x



115

EJEMPLO 3 2: Construrr las graficas de las ecuaciones

}’z—x—1=0.2y2—x—5=0

Desarrollo

La sintaxis es la siguiente

Plot[{vx + 1,—Vx + 1, /? - f—;-‘rl}, {x,-6,6}, AxesLabel — {"x","y"}, PlotRange

~ {{-6.,6}.{~44}}]

La siguiente figura muestra las graficas de las ecuaciones

-4
Figura 3 20 Parabolas * —x—1=0, 2)* -x-5=0
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EJEMPLO 3.3: Construir la grafica de la funcion definida por

1
x—n, S||x—n|<§
f(x)= 1~ paratodo n € Z

0, Sl x=n + —
xX=n 2

Solucién

Esta funcién es llamada funcién diente de serrucho, la sintaxis para su
construccion es la siguiente

Plot[x — Round[x], {x, —3,3}, AxesLabel —» {"x","y"}, PlotRange
- {{—3.3},{—2,2}}, AspectRatio — Automatic)

Su grafica se muestra en la siguiente figura

P

'}

¢
>
>

2L
Figura 3 21. Funcion Diente de Serrucho
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3.3.4.2 VISUALIZACION GRAFICA DE LA CONTINUIDAD Y LA NO
DIFERENCIABILIDAD DE FUNCIONES EN UN PUNTO

En el capitulo 2 se examinaron algunos ejemplos de funciones donde se
probo analiticamente su continuidad en un punto y su no diferenciabilidad en el
mismo, en esta seccion se desea utihzar el Software Mathematica para construir
la grafica de éstas funciones y las graficas de sus funciones derivadas, a fin de

poder visuahzar la continuidad y la no diferenciabilidad de tales funciones en los
puntos particulares

EJEMPLO 3 4: Visualice graficamente la continuidad de la funcién f(x) = |x| en
el origen y la no diferenciabilidad de la misma en dicho punto

Solucion
Construyase la grafica de la funcion dada con la siguiente sintaxis

Plot[y/x2, {x, —4,4}, AxesLabel — {"x","y"}, PlotRange — {{—4,4}, {—1,4}}]

La grafica es la siguiente

-4

Figura 3 22 Funcién |x|.
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La funcion dada se puede definir de la siguiente manera

_ ix, stx =20
f(x)_[—x, six <0

Entonces la funcion dernvada de esta funcion se define por

_ (1, six =20
fl) = [—1, silx <0

Para construir la grafica de la funcién denvada se utifiza la siguiente
sintaxis

Plot[If[x = 0,1, ~1], {x, —3,3}, AxesLabel — {"x","y"}, PlotRange
- {{—3,3},{—2,2}}, AspectRatio - Automatic]

La gréafica de la dervada se muestra en la siguiente figura

—2L
Figura 3.23: Denvada de la funcién |x|

Notese que la grafica de la funcion f(x) = |x| es continua en x =0,
mientras que la figura antenor muestra claramente la discontinuidad de la funcién
denvada en el refendo punto, es obvio que la misma muestra una discontinuidad

de salto
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EJEMPLO 3.5: Visualice graficamente la continuidad de la funcién f(x) = Yxen

el origen y la no diferenciabilidad de la misma en dicho punto.

Solucion
Constriyase la grafica de la funcién dada con la siguiente sintaxis:

Plot[If[x < 0, —(x?)*/8,x/3], {x, —3,3}, AxesLabel - {x,y}, PlotRange
- {{—3.3}, {—3.3}}, AspectRatio -» Automatic]

La grafica de esta funcion se ilustra en la siguiente figura:

Figura 3.24: Funcion %—c

Es claro que esta funcién es continua en el origen, ya que los limites
laterales en el punto x = 0 coinciden con la imagen de la funcion.

La derivada de la funcién dada se define como f'(x) = , 12/ , con la
X

siguiente sintaxis se construye la grafica de la funcion derivada:
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Plot[%( Vx?)2, {x, —3,3), AxesLabel - {"x","y"}, PlotRange
- {{—3,3}, {—1,3}}, AspectRatio - Automatic]

La grafica de la funcién derivada se muestra en la siguiente figura, en
cuyo caso se presenta una discontinuidad esencial en x = 0

Figura 3 25: Denvada de la funcién 3/;

EJEMPLO 3.6: Visuahce la continuidad de la funcion dadaenelpuntox =1y la
no diferenciabilidad de la funcibn denvada en este punto

_ (x% — 4, st x <1
f@x) = {Sx—& st x 21

Soluciéon
La sintaxis requernda es la siguiente
fIx] =1If[x > 1,5x — 8,x% — 4]

Plot{f[x], {x, —5,5}, AxesLabel - {"x","y"}, PlotRange ~ {{-5,5},{—5.,5}}]
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La grafica de esta funcion se muestra en la siguiente figura

x'-4,  six<l
Figura 3 26: Funcién
S5x-8, s1x>1

La sintaxis para la grafica de estos tipos de funciones puede ser dada sin
definir previamente la funcidn, en su lugar, se coloca tal definicion en 1a sintaxis

donde se va a graficar

En la siguiente grafica se ilustra esta situacion, la cual es necesana para

graficar ciertas funciones que no permiten ser definidas en un solo tramo

La funcion denvada de la funcion dada es la siguiente

_ (2%, slx <1
f(")‘{s, six >1

La grafica de la funcién derivada se construye con la siguiente sintaxis

Plot[If[x = 1,5,2x], {x, —3,3}, AxesLabel — {"x","y"}, PlotRange
- {{—3,3}, {—4.6}}. AspectRatio — Automatic]
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La siguiente figura muestra la grafica de la funcion derivada

-4k
x* -4, s1x <]

Figura 3.27: Denvada de la funcién
S5x-8, s1x2>1

Noétese que la grafica de la funcidn derivada muestra una discontinuidad
de saltoenelpuntox=1

3.34.3 LA FUNCION DE WEIERSTRASS CON MATHEMATICA.

La funcién de Weierstrass f R — R se define de la siguiente manera

© !

flx)= Z (2) Cos[15'nx]

=0

Las graficas de los primeros términos de la serie que define la funcién de
Weierstrass se muestran en las siguientes figuras
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Por efectos de simplificacion y notacién se le llama £, (x) a los términos de

la serie anterior, de manera que
Para k = 0 el primer término de la funcidn de Welerstrass esta dado por
fo(x) = Cos[15nx]
La sintaxis para graficar esta funcion es la siguiente
Plot[Cos[m * x], {x, —2,2}, AxesLabel — {"x","y"}, PlotRange - {{—2,2},{-2,2}}]

Su grafica se muestra en la siguiente figura

-2 2

-10
Figura 3.28 Primer término de la funcién de Weierstrass.

Para k = 1, el segundo término de la funcidn de Weierstrass esta dado
por

f1(x) = 3Cos[15mx]
La sintaxis para graficar esta funcién es la siguiente

Plot[§C05[15 * 7 = x], {x, — 2,2}, AxesLabel - {"x","y"}, PlotRange - {{-2,2},{—1,1}}]
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Su grafica se muestra en la siguiente figura:

1.0

10

Figura 3.29: Segundo término de la funcion de Weierstrass.

Para k = 2 , el tercer término de la funcion de Weierstrass esta dado por:
fo(x) = gCos[ZZSHx]
La sintaxis para graficar esta funcion es la siguiente:

Plot[gCos[ZZS « 1+ x],{x,—2,2}, AxesLabel — {"x","y"}, PlotRange
- {{-2.2}.{-1,1}}]

Su grafica se muestra en la siguiente figura:

N
1.0

= 1.0
Figura 3.30: Tercer término de la funcion de Weijerstrass.
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Cabe senialar que las graficas anteriores corresponde a los primeros tres
(3) terminos de la serie que define ta funcién de Weierstrass; Sin embargo, las
graficas de las sumas parciales de cada uno de ellos es la de interés en la
presente tesis. De manera que las graficas que se construyen seguidamente,
muestran algunos términos de la sucesién de sumas parciales.

La suma de los dos (2) primeros términos es la funcion definida por:
1 2 i
flx)= Z (5) Cos[(15) nx]

i=0

La sintaxis para graficar es la siguiente:

1
Plot [Z Cos[(15)! » m + x], {x, —2,2}, AxesLabel - {"x", "y"}, PlotRange
=0

= {{-2.2},{-2,2}}

Su grafica se muestra en la siguiente figura:

Wy % Iy
My

=2L
Figura 3.31: Suma de los dos primeros términos de la funcidon de Weierstrass.
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La suma de los tres (3) primeros términos es la funcion definida por:

Flx) = Z @ Cos[(15)imx]

1=}
La sintaxis para graficar es la siguiente:
2

Plot :_}_‘ (;)[Cos[(15)i X x]] ,{x,—2,2}, AxesLabel - {"x","y"}, PlotRange

i=0

= {{=2.2}{=2.2}}]

Su grafica se muestra en la siguiente figura:

o

|

2,
[S¥]

ra=

Figura 3.32: Suma de los tres primeros términos de la funcién de Weierstrass.

La suma de los ocho (8) primeros términos es la funcion definida por:

Fl

fl) = Z (g)l Cos[(15)'mx]

(=0
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La sintaxis para graficar es la siguiente:

8
Plot lz G)lCos[(ls)i « 1 * x|, {x,—2,2}, AxesLabel - {"x","y"}, PlotRange

i=0

-~ {{-2.2}{-22}

Su grafica se muestra en la siguiente figura:

~

Figura 3.33: Suma de los ocho primer;)s términos de la funcion de Weierstrass.

Nétese que a medida que se incrementan los términos de la funcién de
Weierstrass se incrementan las cuspides de la grafica, de manera que cuando se
hace crecer indefinidamente las sumas se tienen una grafica que no posee
derivada en punto alguno.

3.3.4.4 LA FUNCION DE RIEMANN CON MATHEMATICA.

La funciéon de Bernard Riemann, se define por:

o2

0 = Z Sen(nzx)l

n2
n=1
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Se construrran las graficas de los tres pnmeros términos que define la

sene anterior, como sigue

Para n=1 , se tiene la funcién definida por

f(x) = Sin[x]

La sintaxis para hacer la gréafica es la siguiente

Plot[Sin[x], {x, —4m, 47}, AxesLabel — {"x","y"}, PlotRange — {{—4m,4n},{-2,2}}]

Su grafica se muestra en la siguiente figura

L

Figura 3.34° Pnmer término de la funcién de Riemann

Para n =2 , se tiene la funcién definida por

Stn[4x]

flx)= 3
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La sintaxis para hacer la grafica es la siguiente:

Sin|4x
Plot [4x]

,{x,—4m, 4}, AxesLabel = {"x","y"}, PlotRange

- {{—4n,4n},{-0.5,0.5)}

Su grafica se muestra en la siguiente figura:

04 |

Lt Y
\t; \”)’ \

-04

Figura 3.35: Segundo término de la funcion de Riemann,

Para n =3 , se tiene la funcién definida por:

Sin[9x]
9

f(x) =
La sintaxis para hacer la grafica es la siguiente:

Plot SmT[gx]],{x, —4m, 4}, AxesLabel - {"x","y"}, PlotRange

= {{—4n, 4n},{-0.2,0.2}}]
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Su gréfica se muestra en la siguiente figura:

it

| (HM\ |
HW\H!H

Figura 3.36: Tercer término de la funcién de Riemann.

¥
02

Ahora, véanse las gréaficas de las sucesiones de sumas parciales de la

funcion de Riemann.

Para la funcion f(x)= Z Sen(" %)

n=l

, la sintaxis utilizada en el programa es:

Sen(n“x
Plotf (x) [2 —T(l—) {x, —2m, 21}, AxesLabel — {x,y}, PlotRange

n=1

= {{—2m,2n}, {-2,2}}

La gréfica es la siguiente:

2
Figura 3.37: Suma de los dos primeros términos de la funcion de Riemann.
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Para la funcién

7=y S0,

nu| n

Se tiene que la sintaxis utilizada en el programa es:

5
Sen(n’x
Plot[ £ {x, —2m, 2}, AxesLabel - {"x","y"}, PlotRange
nZ
n=1

- {{-2m,2n},{~2,2})]

La gréafica es la siguiente:

-2
Figura 3.38: Suma de los cinco primeros términos de la funcion de Riemann.



Para la funcion

flx)=y S

m=l n
Se tiene la siguiente gréfica:

La sintaxis utilizada en el programa es:

e Sen(n? * x) e
Plot z —nz—-—,{x,—Zn, 2m}, AxesLabel - {"x","y"}, PlotRange
n=1

- {{—2r, 2n},{-2,2}}

La grafica es la siguiente:

-2L

Figura 3.39: Suma de los diez primeros términos de la funcién de Riemann.

132
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3.34.5 LA FUNCION DE VAN DER WAERDEN CON MATHEMATICA.

En 1930 el matematico Holandés Van Der Waerden presenta una funcién
continua en todo R y no diferenciable en punto alguno (Balaguer, 2009), la cual
defini6 de la siguiente manera

> 1
Flx) = Z)w" dist(10™x, Z)
n=

donde dist(10™x, Z) es la distancia de 10™x al entero mas cercano

Se Interpreta, a continuacién, como se define esta funcién, para ello se
requiere explcitar la funcion distancia dist(10"x,Z) para cualquier entero k,
como sigue

Sin pérdida de generalidad se supone que k >0 y 10"x € [k—1, k],
vease la siguiente figura

00¢

0@

]
6 g 7 10
k-1 (2k - 1)
2

. [
a0 t

Figura 3 40 Intervalo real [k — 1, k]

El punto medio del intervalo [k—1, k] es —* : — = Zkz_l ;

enseguida se anahza el valor de la funcion dist(10"x,Z) cuando 10" x se ubica

en algun punto de este intervalo
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Sy 10"x = k — 1, se tiene que
dist(10" x,Z) = 0
Si 10™"x = k, se tiene que

dist(10" x,Z) = 0

2k

SI 10"x = 2_ !, se tiene que

2k — 1

dist(10™ x,Z) = 3

- (k=1)

2k — 1 — 2k + 2
2

dist(10™ x,Z) =

dist(10™ x,Z) = %, o lo mismo que

2k — 1

dist(10" x,Z) = k >

dist(10™ x,Z) = w = %,

Si 10™x € (k -1, Zkz_ 1), se tiene que

dist(10" x ,Z) = 10" x—(k — 1)

2k -1

S 10"x € ( ,k), se tiene que

dist(10"x ,Z) = k— 10" x
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Claramente la funcion dist(10™x, Z) se puede definir como sigue:

2k -1

10"x—(k—1), si k—1<10"x <
2k — 1
2

dist(10" x,Z) =

k — 10" x, si < 10"x <k

Paratodoenterok, n=0,1,2,3,..y x € R.

Por otro lado, todo numero real se puede escribir como el numero
10"a + zdondez€eZy 0 <a <1, con esta consideracion es claro que:

dist(10™ x,Z) = dist(10™[a + z])
= dist(10"a) + dist(10" z)
= dist(10"a)+ 0

dist(10" x,Z) = dist(10"a) , para todo 0 <a <1, esto quiere decir que el

L

comportamiento grafico de la funcion f(x)=) -Ldist(10"x, Z) en cualquier
Lo

intervalo entre dos enteros consecutivos [k — 1,k] es el mismo que en el
intervalo [0, 1], de esta forma la funcién de Van Der Waerden es una funcién

periédica de periodo uno (1).

Notese que en el intervalo [0,1] es k = 1, de manera que en tal caso se

tiene;
10™ x, si 0<10"x <3
dist(10" x,7) = 1
1 — 10"x, Si > < 10"x <1

Paratodo n=0,1,2,3,..y x € R.
s'sTEMA  DE BISLIOTECAS UE TR
UNIVERSIDAD DE PANAMA
(SIBIUP)
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Sea u,(x) = Iﬁ-; dist(10™x, Z), entonces

IA

X, Sl x <

u(x) =

= M=

0
1 sl 1<Jc<

_x' - < <
2

Este es el primer término de la funcibn de Van Der Waerden, su grafica
es

[+13
Qé

[ L)

00 I 4
0o a2 a4 06 os 10

Figura 3 41 Pnmer término de la funcién de Van Der Waerden

El siguiente término de la funcién de Van Der Waerden, se obtiene

1
10x, st 0 £10x £ >
1- 10x, S ESIOx <1
x sl 0 €x < L
u® =1, 1 )
- —_ <y < —
10 * S psSrEq

Es claro que la funcién u;(x) es una funcién penédica de periodo% , de

manera que para poderla sumar con u,(x) se tiene que ampliar penddicamente

para que cubra todo el intervalo [0,1], de modo que se obtiene el siguiente
resuitado



ul(x) = 9 1

0 < <1
Sl _.x._._zo
L
'20 S*¥S 70

13
T T,

3. .1
Sl 205553
N S
l—— s —

5=*=1%

1 3
T

3 .. 7
S 105* =720

7 .2
20 SF =3

2_ _9
Sl gsX¥=%
|9< <1
Sl 305% =3

1_ . _u
St 25%¥%3

1n___3
Slz_x_.5
L3 13

5=%=7%0

1B _ 7
S 205710

7 .3
SIE_x_4

3_. 4
SI4_x_5
RN
T
U 9

20 =% =70
S8 1
S0 =%0

19
si —<x <1
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La grafica del segundo término u, (x) se muestra en la siguiente figura

08
a6
04
02

Q0 X
a0 Q2 04 01,1 08 10

Figura 3 42' Segundo término de ia funcién de Van Der Waerden

Si las graficas de las figuras 3 41 y 3 42 se realizan en el mismo plano, se

obtiene la siguiente grafica

08 |
06 +
04 }

02

00
00 Q2 04 [+13 038 10

Figura3 43: Pnmer y segundo término de la funcién de Van Der Waerden

Las sumas parciales son s;(x) = uy(x) y s(x) = uy(x) + u,(x) , de

manera que



Sz(X) = A« 1

]|

Si
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sl
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sl
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|
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IA
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La grafica de s,(x) se muestra en la siguiente figura.

00 02 04 06 [} 10

Figura 3.44: Suma de los dos primeros términos de Van Der Waerden.

La siguiente figura ilustra las graficas de s, (x) y s.(x).

08
06
04

02

00 - x
00 02 04 06 08 10

Figura 3.45: Primer término y Suma de los dos primeros términos de Van Der

Waerden
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Si se continia obteniendo los términos de la sucesion de sumas parciales

se obtendran funciones con mas cuspides las cuales convergen uniformemente

Ahora se puede redefinir la funcion de Van Der Waerden en la siguiente

manera

=Y = p(0m)
n=0

donde

X, st 0

IA
=
A
= N

o(x) = yo(x)= ¢(x+1),

IA
=
IA

1
1-—1x, Sl 2

es una funcion periddica

La funcién de Van Der Waerden es central en el estudio de las funciones
continuas y no diferenciables en punto alguno, ya que, por ejemplo, si se
sustituye el diez (10) por dos (2) se obtiene la funcion de Takag! (1903), la cual

fue analzada en la seccion 33 3

Se reitera que fa funcidn de Van Der Waerden de 1930 se defini6 como

i L dzsr(IO"x,Z),

1(9)=35

donde dist(10"x,Z) es la distancia de 10™x al entero mas cercano

Se ha visto que si x € R, entonces este numero puede ser escnto en la

fomax=N+adondene€eZy0 <a <1, demaneraque
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dist(10™ x, Z) = dist[10"(N + a)Z]
= dist[(10"N + 10™a)Z]
= dist(10"N,Z) + dist(10™a, Z)
=0 + dist(10™a, Z)

dist(10™ x, Z) = dist(10™a, Z)

Esto quiere decir que la distancia dist(10™ x,Z), para cualquier x € R

puede ser interpretada como la distancia dist(10" a,Z) paraa € Ry 0 <a <1

Noétese que 10™ es un entero positivo y al ser0 <a <1, se tiene que
10" a tendra una parte entera y otra parte decimal, la parte entera de este
nimero se llamarA M y su nueva parte decimal serd denotada por
@,0ns1 Qnez Gnes  Am  donde el desarrollo decimal de a es a = 0,a,a,a3 ¥
m, n son enteros positivos, con estas consideraciones 10™a puede ser escnto

como

10"a =M +0,4,41 Gnyz2 Qnez O

Por ejlemplo, seaa = 0,4527123 , se tiene que 10%a = 45+ 0,27123
esto significa qQue n=2, M =45, a,,1 =2, Qp42 =7, AQpy3a =1, Qpye =2,
Qnss = 3 = a,, de donde tenemos que

m=n+5
m=2+5

m=7
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Tomemos 10~™ = 10~7 = 0 0000001, de modo que
10%(a + 1077) = 10%a + 1075
=45+4+0,27123 + 0,00001
=45+ 0,27124
¢
10%(a + 1077) = 45+ 0,2712(3+ 1) , significa que
10"(a+10"™) = M + 0,@p+1 Gz pez  (@m + 1)
Aqui, cabe sefialar que
10%(a + 1077) — 10%a = 45 + 0,27123  + 0,00001
= —(45 + 0,27123)
=45+ 627423 + 0,00001 — 45 - 6274323
= 0,00001
=107
Nétese que

10%(a + 1077) — 10%a = 10%77

Por otro lado, supongase que a, =9 y que el nimero dado es

0,4527129 , entonces se tiene que
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10%(a — 1077) = 10%a@ - 1075
=45+0,27123 - 0,00001
= 45+ 0,27128
10%2(a —1077) = 45+ 0,2712(9 - 1) , es decrr,

10Ma—10"™) =M +0,ap41 Qni2 Ans3  (An— 1)

Se puede concluir parcialmente que,

10M(@a+£107™) =M +0.,ap41 Qnyz2 Antz  (@mt 1)

[+

TEOREMA 3.1. La funcion de Van Der Waerden f(x)=zl—(1)7dzsr(10"x,2),

n=0

donde dist(10"x, Z) es la distancia de 10"x al entero mas cercano, es continua
y no diferenciable en punto alguno

Demostracion

Se prueba primero que la funcion de Van Der Waerden es continua, para

ello sea f,(x) =%d:st(]0"x,2), para cada numero entero positivo n € Z*, como

|dist(10™x,Z)| < 1, se tiene que

1
—— dist(10"x, Z)

If(0l = 107

1 1
=— n < —
Il = 75n | 1st(10™x, D) < 707
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Es decrr,

1

ia;, VxER

/(0 <

o

@ 1 .
Y como ia sene Zl_ converge Asi pues, , converge uniformemente, al

n-Q =0

ser cada f,, continua, se asegura que la funcion

(=] <) 1
f(x) = Z fn= z Ton dist(10™x, Z),
n=0 n=0

es también continua

Ahora se prueba gue para todo a, la funcidn f no es denvable, es decir,

p et

h—0

no existe

Para ello, se toma una sucesion particular {h,,} que tiende a cero cuando

m - oo, tal sucesion se define por

m

1077, sth,+ 469
-10™", sth,= 469

Por consiguiente, la demostracibn es equivalente a probar que

m f(a-f—hm)—f(a)

m—o hm

, o existe

Se analizara el comportamiento de Ila sucesidbn de cocientes

f(a+hm)—f(a)
h

m
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En efecto,

1 . =1 ,
fla+h,)-f(@ ;de[lo (a+hm),Z]—ZWdzst(10 a,Z)

n=0

h 107"

=§4Eﬂﬁﬁzﬂ@uﬁm@+m)zydm0w@zﬂ}

_Z{ o [dtst (10" (a +hm),Z)—dzst(10”a,Z)]}

ne(

f(a+h — /(@) i £10™" dhst[ 10" (a+h,), Z | - dist (10°a, Z)

m n=0

Observe que el valor que toma la expresion

dist[10” (a+h,),Z]-dist(107a,2) al comparar los numeros enteros m y n, asi
S1 n2m, se tiene que
10"k, =10"(£10™")

10"k, =10, de donde, al ser n—m un entero positivo, se sigue que

10"h_ es entero, por lo tanto
dzst[lO" (a + h,,),Z] - dist (IO"G,Z) = dist (10" a,Z)+dzs! (IO"h,,,Z)-dxst (lO"a,Z)

=0+0~0

dist[10"(a+h,),Z]-dist(10"a,Z) =0
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De manera que cuando n2m, se tiene

dist[10" (a+h,), 2] -dist(10"a,2) =
S1 n<m, se tiene que

Supoéngase que 0,a,, 4, ,4,; 4, <3, entonces también se tiene que

0,a,, a (a,t1) <1, aqu se toma h,=-10" en el caso especal

A+l %nad n+3
n+l=my a,=4, esto signfica que dist[10"(a+h,),Z]-dwst(10"a,Z)=£10"",

yaque n-m<0 y 10" <1l

Con este resultado, se tiene

f(‘”h )=/ (a) i +107" [ £10"™]

m n=0

S(a+h,)-f(a) —i(i'l).

fla+h,)-f(a)
h

m

Por consigutente, es la suma de m-1! numeros, cada

uno de los cuales es 1 Al sumar ahora +1 6 —1 a un nimero se cambia la
paridad del mismo La suma de m—1 numeros cada uno de ellos igual a +1 é -1}
es un entero par si m es impar, e impar s m es par En consecuencia, la
sucesion de coctentes no converge, puesto que es una sucesion de enteros

pares e impares altermados

, o existe m

f(a+hm)—f(a)
h

m

En conclusion lim
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En lo que sigue se analiza otro tipo de funcién de Van Der Waerden, tal
funcién se define como sigue

f)=Ix| , fx+2)=f(x) -1 < x

IA
ury

Esta funcibn se obtiene pentdicamente a partir de la funcién valor
absoluto e implementandole a esta funcion una periodicidad de dos (2)

Ahora, con el Software Mathematica se debe utihzar la siguiente sintaxis
para la construccién de su gréfico, definilendo inicialmente la funcion condicional
como sigue

flx] =Which[-2<x<-1,x+2,-1<x<0,-x,0<x<1x1<x<22-x]

Luego, se utiliza la siguiente sintaxis para ver su gréfica

Plot[f [x], {x, —2,2}, AxesLabel — {x, y}, PlotRange — {{~2,2},{0,2}), PlotStyle
- Thickness[0 005]]

La siguiente figura muestra la grafica de esta funcidon

20

x
=2 -1 [ 1 2

Figura 3 46. La funcién de Van Der Waerden de perniodicidad dos.
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La serie que define la funcién de Van Der Waerden es la siguiente:

Realmente, la funcién V define la funcién continua y no diferenciable en

punto alguno de Van Der Waerden, esta funcion se define por medio de la serie

@<

convergente Y (2)" y la funcién valor absoluto periddica f(4"x).
n=0

Las siguientes figuras muestran algunos términos de esta funcion.

I n
Para construir la grafica de la funcién V(x)zZ(%) f(47x) , se utiliza Iz

n=0

siguiente sintaxis:

1
Plot [Z(%)"f[dfnx] ,{x,—3.3}, AxesLabel - {x, y}, PlotRange — {{—4,4},{—0.2,1.5}}
n=0

La grafica se muestra en la siguiente figura.

20

-

— x
-2 -1 o 1 2

Figura 3.47: Suma de los dos primeros términos de la funcién de Van Der Waerden

de periodicidad dos.
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Para construir la grafica de la funcion

Se utiliza la siguiente sintaxis:

2
L

Plot [2 (%)nf[étnx] ,{x, —2,2}, AxesLabel - {x, y}, PlotRange

n=0

~ {{—2,2},{0,2.2}}, PlotStyle —» Thickness[0.005]

La grafica se muestra en la siguiente figura.

0

e F— i

2 1 0 1 2
Figura 3.48: Suma de los tres primeros términos de la funcién de Van Der

Waerden de periodicidad dos.
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Para construir la grafica de la funcidn

E

V(x)=2(3) /@)

n=0

Se utihza la siguiente sintaxis

3
n
Plot lz G) f[4"x],{x,—3,3}, AxesLabel — {x,y}, PlotRange
n=0

- {{—4.4},{-02,15}}

Nétese que a medida que se aumenta la cantidad de términos de la
funcidn de Van Der Waerden van aumentando la cantidad de cuspides en la

grafica

Este movimento se debe a que la grafica se estd reptiendo
penddicamente, pero en intervalos de menor diametro Si se desean ver todas
las clspides hasta el intervalo desde (—2,2) entonces se tendrian que

aumentar ia penodicidad de la funcion f(x) que se ha definido condictonalmente



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
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Se presentan, a continuacion, los aspectos mas relevantes dernvados del

presente trabajo investigativo

v Los pnmeros rasgos del concepto de continuidad fueron de tipo intuitivo hasta
legar a adquinr un caracter topolégico Sin embargo, paso por
caracterizaciones del tipo geométrica y numérica en el intermedio de su
desarrollo y evolucion, esta ruta de nacimiento de este concepto tuvo
significativas consecuencias en la comprension de las funlc:ones continuas y

no diferenciables en punto alguno

v El desarrollo y evolucion del concepto de funcién afectd significativamente la
apancion de la continuidad de una funcion, en primer lugar por el lento
proceso de formalizacién de una definictén de funcién, en segundo lugar
porque las funciones fueron consideradas por mucho tiempo como relaciones
continuas, quedando inmerso la diferenciacion de expresiones puramente
continuas y, de hecho, para algunos historiadores la existencia de la denvada

era indudable

v No se sabe con seguridad en que epoca o periodo de la histona de la
Matematica el concepto de continuidad se desprende del de funcién, pero lo
que st es cierto es que los primeros en formular definiciones formales del

concepto de continuidad fueron Bolzano y Cauchy

v Didacticamente no es recomendable estudiar la continuildad divorciada de la
diferenciacién y de la integracién, porque de ser asi no tendria sentido hablar

de la existencia o no de éstas dos operaciones

v Existen un gran numero de resultados o teoremas que sin la condicidn de

continuidad no es posible su formulacion
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La diferenciabiidad imphca la continuidad, sin embargo, la continurdad no

imphca la diferenciabihidad

La intuicidn natural que puede tener un matematico es que si una funcion es
continua en todos los numeros reales ella debe ser denvable, pero con esta
investigacion se elimina esta forma errénea de pensamiento, puesto que se

ha probado la existencia de funciones continuas que no poseen derivadas en

punto alguno

A pesar de que Bolzano y Riemann fueron los primeros matematicos en
proponer ejemplos de funciones continuas y no diferenciables en punto
alguno, el ménto mayormente se lo lleva Weierstrass, ya que fue el primero

en probar esta conjetura

Se recomienda el uso del Software Matematica para apoyar la ensefianza de
las funciones continuas no diferenciables, de manera tal que se pueda hablar
de las Funciones Continuas y no Diferenciables en punto alguno con

Mathematica

Si grandes matematicos en la historia de la evolucion de las relaciones
continuidad — diferenciabiidad pensaron que si una funcidon era continua
entonces ella deberia ser denvable en algunos puntos, que se espera de

nuestros estudiantes que estan en formacion

Por esta razon, se recomienda que finalizada la formacién de un licenciado
en matematica éste debe tener clara la situacion de la no existencia de la
denvada para las funciones continuas, de modo que esta base académica le

pueda servir para profundizar el asunto en su formacién de postgrado
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